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Erstes  Kapitel.    Allgemeines  Frincip  der  Dynamik.  8. 1. 

Aosdrack  dieses  Princips,  dessen  Entdecker  D*Alefflbert  ist,  and  rer- 
mitteist  dessen  man  alle  Fragen  der  Dynamik  auf  biofse  Aufgaben  der  Statik 
zurückfuhrt  ^  §.350. 

Anderer  Ausdruck  desselben  Princips,  dessen  Vortlieil  darin  besteht» 
dafs  er  unmittelbar  auf  Gleichungen  zwischen  den  gegebenen  StAckeo  und 
den  Unbekannten  einer  jeden  Aufgabe  fuhrt  §.  351. 

In  Folge  dieses  Princips  Icaun  man  die  Spannungen  der  physischen 
Verbindungen  eines  Systems  materieller  Punkte  und  die  auf  gegebene 
Ober flacli eil  oder  Itrumme  Linien  ausgeübten  Drucke ,  im  Znstande  .  der 
Bewegung,  nach  denselben  Regeln,  wie  im  Zustande  des  Gleichgewichtes, 
bestinimen.  Die  auf  die  bewegten  Körper  wirkenden  Kräfte  zerlegen  sich 
in  verlorene  Kräfte,  welche  diese  Spannungen  oder  Drucke  hervor-; 
bringen,  und  in  andere  Kräifte,  welche  verursachen,  dafs  die  Geschwindig- 
keiten der  Körper  sich  ändern.  Beispiele  dieser  doppelten  Wirl^ung  der 
gegebenea  Kräfte  v  §.352. 

Ausdelmung  des  allgemeinen  Princips  der  Dynamik  anf  die  als  bewe- 
gende Kräfte  betrachteten  Stöfse,  die  während  einer  sehr  kurzen  Zeit 
statt  liaben  und  plötzliche  Aendeningen  der  Geschwindigkeit  hervorbringen. 
Kinflufs,   den  die  Reibung  während  der  Wirkung  dieser  Kräfte  haben  kann 

§.  363. 

Anwendung  des  allgemeinen  Princips  auf  die  Bewegung  zweier  schwe- 
rer Körper,  die  auf  geneigten  Ebenen  liegen  und  durch  einen  unausdehn- 
baren Faden  verbunden  sind;  Spannung  dieses  Fadens,  Bestimmung  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  §.  354  u.  355. 

Be%vegung  einer  schweren  Kette,  die  auf  zwei  geneigten  Ebenen  liegt ; 
in  welchem  Falle  diese  Kette  im  Gleichgewichte  bleibt  §.  356. 
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IV 

Geradlinige  Bewegung  zweier  materieller  Pouiite,  die  ihren  gegensei- 
tigen Abstofbungen  oder  Anziehungen  unterworfen  sind  §.  3^T. 

Die  Formeln  dieser  Bewepinng  lassen  sich  auf  zwei  feste  Körper  aus- 
dehnen, deren  säninitlichc  Punkte  Geschwindigkeiten  haben,  die  mit  einer 
Linie  parallel  sind.  Bewegung  der  Kugel  und  Kanone,  wahrend  die  Kugel 
im  Laufe  der  Kanone  iät.  Voraussetzungen,  auf  welche  sich  das  Gesetz 
der  Kraft  de»  Pulvers  gründet.  Numerische  Berechnung  der  Kraft  des 
Pulvers  aus  der  Geschwindigkeit  der  Kugel  an  der  Mundung  der  Kanone; 
Bemerkung  von  J^agrange  über  diei^e  Aufgabe  §.  358  u.  359. 

Anwendung  des  D^Alembertschen  Priücips  auf  den  einfachsten  Fall  des 
Stofses  der  Körper.  Piiysikalische  Angaben  dieser  Frage  und  noth wendige 
Voraussetzungen  zu  ihrer  Lösung  $.  360. 

Stofs  zweier  weicher  oder  unelastischer  Körper;  Erklärung  der  leben- 
digen Kraft.  Verlust  au  lebendiger  Kraft,  der  immer  bei  dem  Stofse 
statt  hat  §.361. 

Stofs  zweier  völlig  elastischer  Körper.  Erhaltung  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte;  Stofs  einer  Reihe  ruhender  Kugeln  durch  eine  Kugel, 
die  in  Bewegung  ist.  Die  vorhergehenden  Gesetze  des  Stofses  sphärischer 
weicher  oder  elastischer  Körper  werden  durch  die  Erfahrung  bestätigt 

§.  362  u.  363. 

Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  bei  dem  Stofse  zweier 
sphärischer  Körper  ~  §.  364. 

Unvollkommne  Theorie  des  Widerstandes  der  Mittel,  bei  welcher  die- 
ser Widerstand  mit  einer  Reihe  von  Stöfsen  eines  Körpers  gegen  die  Theile 
der  Flüssigkeit,  durch  welche  er  geht,  verglichen  wird.  Ausdruck  des 
Widerstandes  auf  einer  ebenen  Oberfläche  und  auf  jedem  Elemente  einer 
krummen  Oberfläche.  Berechnung  des  Widerstandes  auf  einer  Rotations- 
fläche und  besonders  auf  einer  Kugel  §.  365  u.  366. 

Der  CoeflTicient  des  Widerstandes  in  Beziehung  auf  die  Bewegung  der 
Wurfgeschosse  in  der  Lufl,  der  sich  aus  dieser  Theorie  ergiebt,  stimmt 
nicht  mit  der  Erfahrung  fiberein.  Werth  dieses  Coeflficienten :  deu  man 
aus  der  Erfahrung  gefunden  hat^  Worin  eigentlich  der  Widerstand'  der 
Flüssigkeiten  besteht,  er  ist  bis  jetzt,  vermittelst  der  Gesetze  der  Mechanik 
(§.191),  nur  in  dem  Falle  kleiner  Schwingungen  eines  Pendels  bestimmt 
worden  §.  36T. 

Zweites  Kapitel.  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  und  der 
Hauptaxen  8.  42. 

Bestimmte  Integrale,  die  in  den  Gleichungen  der  Bewegung  fester 
Körper  vorkommen,  deren  Massen,  der  gröfseren  Einfachheit  wegen,  in 
unendlich  kleine  Elemente  zerlegt  seyn  sollen  (S*98).  Erklärung  des 
Trägheitsmomentes  und  der  Hauptaxen  §.368. 

Berechnung  des  Trägtieitsmomentes  eines  rechtwinkligen  Parallelopipe- 
dums,  wenn  die  Axe  eine  seiner  Kanten  ist  §.  369. 
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BerediflODg  des  Traglieitsmomentes  eines  BIlipsoids  in  Beiiehung  auf 
eise  der  Axen  seitier  Figur  §.  870. 

TrägbeitsRioment  einer  Kugel  ^  die  aus  concentrisdien  Schichten  von 
verschiedener  Dichtigkeit  zusammengesetzt  Ut.  S*37l. 

Die  dreifachen  Integrale,  von  welchen,  im  Allgemeinen,  die  TrSgheits- 
momeate  abhängen ,  reducieren  sich ,  im  Falle  eines  Rotationskörpers ,  auf 
eiafaclie  Integrale.  Anwendung  auf  die  Kugel,  den  Kegel  und  den  Cy- 
linder  §.  372  u.  8T8. 

Wenn  man  das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  Körpers  in  Besle- 
linng  anfeine  Axe  kennt,  die  durch  den  Schwerpunkt  desselben  geht,  §0 
kann  man  hieraus  das  Trägheitsmoment  desselben  Körpers,  in  Beziehung 
auf  eine  Axe,  die  mit  der  ersten  parallel  ist,  finden  §.  874. 

Kennt  man  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  die  drei  Haupt- 
axen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  findet  man  hieraus  das  Träg- 
heitsmoment in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Axe,  die  durch  diesen  Punkt 
geht  §.  875. 

Eigenschaften  der  Hanpttragheitsmomente ,  odef  derjenigen,  die  den 
Haoptaxen  entsprechen  $.376. 

Ehe  das  Vorhandensein  der  Hauptaxen  bewiesen  und  ihre  Richtung 
bestimmt  wird»  erinnert  man  zuerst  an  die  allgemeinen  Formeln  der  Ver- 
waudelong  der  Coordinaten  §.377. 

Die  neun  Coefficienten ,  die  in  diesen  l'ormeln  vorkommen,  sind 
Fanctionen  der  drei  von  einander  unabhängigen  Winkel.  Erklärung  dieser 
drei  Winkel ;  bestimmte  Richtung ,  nach  welcher  sie  gezählt  werden 
müssen,  und  wie  sie,  bei  der  Bewegung  eines  festen  Körpers,  wachsen  kön- 
nen. Werthe  der  neun  Coefificienten  aU  Functionen  dieser  drei  Winkel; 
Methode,  diese  Werthe  zu  erhalten  §.  378  u.  379. 

Man  beweist,  dafs  immer,  in  jedem  Punkte  eines  beliebigen  Körpers, 
drei  rechtwinklige  Hauptaxen,  die  sich  schneiden,  vorbanden  sind»  und 
giebt  dfe  zu  ihrer  Bestimmung  geeigneten  Formeln  §.380. 

Es  giebt  nur  ein  System  von  Hauptaxen ,  wenn  die  darauf  bezuglichen 
drei  Trägheitsmomente  ungleich  sind;  ihre  Anzahl  ist  unendlich  grofs ,  wenn 
zwei  dieser  Momenie  gleich  sind.  Sind  die  auf  die  drei  sich  in  einem 
Punkte  sdineidenden  Hauptaxen  bezüglichen  Trägheitsmomente  gleich,  so 
^nd  alle  durch  diesen  Punkt  gehenden  geraden  Linien  Hauptaxen,  welchen 
gleiche  Trägheitsmomente  entspreclien  §.381.* 

Bestimmung  der  besonderen  Punkte,  welche  diese  letzte  Eigenschaft 
haben.    Anwendung  auf  das  Ellipsoid  und  das  Paralleloprpedum  §.  382  n.  383. 

Drilles  Kapitel«  Von  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  um 
eine  feste  Axe  S.  59. 

I.    Gleichförmige   Drehuagsbewegung  ebend. 

Erklärung  der  Winkelgeschwindigkeit,  die  allen  Punkten  eines 
Systems  von  unveränderlicher  Gestalt,  das  sich  um  eine  feste  Axe  dreht, 
gemeinsdiaftltch  ist  §.  384. 


VI 

Bestimmung  dieser  Geschwindigkeit,  wenn  die  Punkte  des  Systems 
gleichzeitig  Stöfse  erlitten  haben,  die  ihnen,  wenn  sie  frei  gewesen  wären, 
gegebene  Geschwindigkeiten  mitgetheilt  hätten  §.385. 

Fall,  wo  das  System  in  einen  festen  Korper  übergeht,  der  durch 
einen  oder  mehrere  Körper  gestofseu  wird ,  die  mit  demselben  nach  dem 
Stoffe  verbunden  bleiben  §•  3Öö- 

Wie  man  die  Erschütterung  bestimmen  kann,  die  die  Äxe  im  Augen- 
blicke des  Stofses  erleidet;  uothwendige  Bedingungen,  dnmit  die  Axe  gar 
keine  Erschütterung  erleidet,  Bestimmung  des  Mittelpunktes  des 
Stofses  §.387  u.  388. 

Drucke,  die  auf  die  Axe,  während  der  ümdrelmngsbewegung,  ausge- 
übt werden  und  Ton  den  Centrifugalkräften  aller  Punkte  des  Körpers  her- 
rühren; aligemeine  Eigenschaft  der  Haupraxen  bei  der  gleichförmigen  Um- 
drehungsbewegung. Besondere  Eigenschaft  der  Hauptaxeu,  die  durch  die 
Schwerpunkte  des  Körpers  gehen  §.  389  u.  390. 

11.    Ungleichförmige   Drehungsbewegung  S.71. 

Differentialgleichung  dieser  Bewegung,  Differential  der  Winkelge- 
schwindigkeit; man  leitet  aus  demselben  die  beständige  von  einem  Stofse 
herrührende  Geschwindigkeit  ab,   die    schon    früher   gegeben    worden    ist 

§.  391  u.  392. 

Berechnung  der  gesammten  Drucke,  die,  in  einem  beliebigen  Augen- 
blicke, auf  die  Axe  ausgeübt  werden  §.393. 

Bewegung  eines  zusammengesetzten  Pendels  im  leeren' Räume;  Re- 
duction  des  zusammengesetzten  Pendels  auf  das  einfache       g.  394  u.  395. 

Erklärung  des  Mittelpunktes  der  Schwingung,  Reciprocität 
des  Mittelpunktes  der  Schwingung  und  des  Aüfliängungspunktes.  Eiue 
auf  diese  Reciprocität  gegründete  Methode,  um  die  Länge  des  einfachen 
Pendels,  welches  einem  gegebenen  Pendel  entspricht,  zu  bestimnieu.  Man 
zeigt,  dafs  es  für  denselben  Körper  eine  unendliche  Menge  von  Axen  giebt, 
um  welche  die  kleinen  Schwingungen  dieselbe  Dauer  haben  §.396,  397,398. 

Bewegung  eines  zusammengesetzten  Pendels  in  einem  widerstehenden 
Mittel;  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  das  dieselbe  Bewegung  hat, 
hängt  nicht  von  dem  Widerstände  ab  §.  399. 

Bewegung  eines  Rades  an  der  Welle  und  zweier  schwerer  Körper, 
von  welchen  einer  an  der  Welle,  der  andere  am  Rade  aufgehängt  ist,  An- 
wendung auf  die  Athoodsche  Maschine  g.  400  u.  401. 

Robins  Pendel;  Anwendung  dieses  Pendels,  um  die  Anfangsgeschwin- 
digkeiten der  Wurfgeschosse  zu  besthnmen  g.  402  u.  403. 

Viertes  Kapitel.    Von  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  um 

eine  feste  Axe  S.  93. 

1.     Vorläufige    Formeln  ebeud. 

Die  Umdrehungsbewegung  eines  Systems  von  unveränderlicher  Gestalt 

um   einen  festen  Punkt,  hat  um   efne   gerade  Linie  statt,  die  von  einem 
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Aogenblieke  zam  anderen  ▼erfinderlicb  ist  ond  die  man  dk  aagcnblick- 
liehe  Umdreliuogsaze  nennt  $.404. 

Bestimmung  der  Richtung  dieser  Aze,  sowohl  in  Bezlehang  auf  feste 
IJnien  im  Inneren  des  Körpers,  als  änch  in  Beslehiiog  auf  feste  Unten 
im  Räume  $.  405. 

Attsdrucic  für  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  eines  Korpers  nm  die 
augenblickliche  Axe.  Zerlegung  dieser  Geschwindigkeit  in  drei  andere  am 
drei  rechtwinklige  feste  oder  bewegliche  Axen.  Die  Zusammensctsung  und 
Zerlegung  der  Umdrehungsgeschwindigkeiten  wird  nach  denselben  Regeln 
ausgef&hrt,  wie  die  der  projectiveo  Geschwindigkeit  S.406u.407. 

Seitengeschwindigkeiten  der  absoluten  Gescfiwindigkeit  eines  beliebigen 
Punktes  des  Körpers,  in  Besiehang  auf  drei  feste  Axen,  die  im  Inneren 
desselben  gezogen  sind;  Seifenkrafte  der  beschleunigenden  Kraft,  in  Be- 
ziehung auf  dieselben  Axen  $.  400. 

Momente  der  Gröfse  der  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers  in  einem 
beliebigen  Augenblicke,  in  Beziehung  auf  drei  Axen,  die  durch  den  fe- 
sten Punkt  gehen.  Fall ,  in  welchem  diese  drei  geraden  Linien  Hanptaxen 
sind,  die  sich  in  diesem  Punkte  schneiden.  Zeichen  eines  jeden  dieser 
Momente,  nach  dem  Sinne  der  Drehung  um  die  entsprechende  Axe  i  Haupt- 
moment  dieser  Gröfsea  der  Bewegung  und  Richtung  seiner  Axe     §.  409. 

Differentialgleichungen,  welche  zwisciien  den  drei  Winkeln  des  S*'^^ 
von  welchen  die  Lage  des  Körpen  in  jedem  Augenblicke  abhangt,  und 
den  drei  Seitengesdtwindigkeiten  seiner  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezie- 
hung auf  die  drei  Hanptaxen  statt  haben  §«  410. 

Andere  Formeln,  die  in  der  Folge  von  Nutzen  seyn  können      §.411. 

U.  Differentialgleichungen  der  drehenden  Bewegung 
um   einen   festen   Punkt  S.  105. 

Diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  drei  ist,,  erhält  man  sehr  leiclit  ver- 
Buttelst  der  Formeln  des  §.  408  und  des  D^AIembert*sclien  Princips,*  man 
reduciert  sie  auf  ihre  einfachste  Form,  wenn  man  die  Seitenkräfte  der  be- 
schleunigenden  Kraft  eines  beliebigen  Punkte:«  des  Körpers  auf  seine  drei 
Uauptaxen^  bezieht.  Die  allgemeine  Aufgabe  der  Drebungsbewegung  hangt 
von  sechs  Gleichungen  der  ersten  Ordnung  ab,  nemlich  von  den  so  eben 
abgeleiteten  und  denen  des  §.410.  Fall,  in  welchem  die  Schwere  die  ein- 
zige auf  die  Punkte  des  Körpers  wirkende  Kraft  ist  §.^\2  u.  413. 
Wenn  dieser  Körper  von  gar  keiner  bewegenden  Kraft  getrieben  wird« 
oder  wenn  von  einem  schweren  Körper  die  Rede  ist,  dessen  Schwerpunkt 
der  feste  Punkt  ist,  so  kann  man  die  sechs  Gleichungen  der  dreiienden 
Bewegung  integrieren,  und  bewirken,  dals  die  unbekannten  Gröfsen  von 
zwei  elliptischen  Functionen  abhängen.  Bei  dieser  durch  anfängliche  Stöfse 
erzeugten  Bewegung  sind  die  Momente  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller 
Punkte  des  Körpers,  In  Beziehung  auf  Axen,  die  durch  den  festen  Punkt 
geilen,  constant.  Ihr  Uaitptmonient  und  seine  Richtung  sind  unveränderlich 
und  diese  Betrachtung. erleichtert  die  Integration  der  Gleichungen  der  Auf- 

)e  §.  4U,  415,416,  417. 
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Vollständige  Bestirnnmog  der  19  den  lotegralep  dieser  Gleiclitiigen 
entlialtenen  willkührlicben  Constanten,  wol>ei,  um  einen  bestimmten  Fall 
zu  betrachten,  voransgesetzt  wird,  dafs  der  Körper,  im  Anfange  der  Be- 
wegung, dlirch  einen  anderen  Körper,  der  mit  demselben  in  Verbindung 
blieb,   gestofsen  worden  ist  §.418. 

Verscliiedene  allgemeine  Eigenscliaften  der  Umdrebungsbewegung  eines 
Körpers,   der  von  keiner  bewegenden  Kraft  getrieben  wird  §.419. 

Einfaclicre  Bestimmung  dieser  Bewegung,  die  jedoch  nur  eine  an- 
nähernde ist,  wenn  sich  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  bestandig  sehr 
wenig  von  einer  der  drei  Hauptaxen  des  Körpers  entfernt,  die  sich  in 
einem  festen  Punkte  schneiden;  man  üudet  die  Eigenschaft  der  Hauptaxen 
wieder,  die  schon  in  §.  389  bewiesen  worden  ist,  und  zeigt  aufserdem, 
dafs  die  Bewegung  um  die  Axen  des  grufsten  und  kleinsten  Trägheitsmo- 
mentes  dauernd  und  nur  um  die  erste  Hauptaxe  augeubticklich  ist,  Be- 
stimmung der  willkfihrlichen  Constanten  im  Falle  des  dauernden  Gleich- 
gewichtes §.420,  421  u.  4^22. 

Die  Umdrehungsbewegung,  die  durch  anfängliche  Stöfse  hervorge- 
bracht wird,  wird  einfacher,  wenn  der  Körper  ein  Rotationskörper  ist  und 
die  Axe  seiner  Figur  durch  den  festen  Punkt  geht.  Alan  kann  alsdann 
die  Unbekannten  ohne  Hülfe  der  elliptisclien  Functionen  bestimmen   §.423« 

Anderer  Beweis   der  Dauer  der  Bewegung  um  zwei  der  Hauptaxen 

§.  424. 

III.     Auflösung  eines  besonderen  Falles  der  drehenden 

Bewegung   eines   schweren   Körpers  S.  125. 

Der  bewegte  Körper  ist  ein  Rotationskörper,  dessen  geometrische  Axe 
durch  den  festen  Punkt  geht,  man  nennt  den  durch  diesen  Punkt  gelegten 
und  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden  Schnitt  den  Aequator,  die  mit 
dem  Aequator  parallele  Bewegung  ist  gleichförmig,  den  Durchschnitt  des 
Aequators  und  der  horizontalen  Ebene,  die  durch  den  festen  Punkt  geht, 
nennt  man  die  Knotenlinie.  Erklärung  des  aufsteigenden  Knotens  und 
Unterscheidung  seiner  directen  Bewegung  und  seiner  rückläufigen 
Bewegung  auf  der  horizontalen  Ebene  §.425  u.  426. 

In  diesem  Falle  kann  man  die  sechs  Gleichungen  der  Bewegung  in- 
tegrieren und  die  unbekannten  Gröfsen  der  Gleichung  genau  durch  ellipti- 
sche Functionen  ausdrücken.  Bestimmung  der  willkührlichen  in  den  In- 
tegralen en^iallenen  Constanten  §.  427  u.  428. 

Fall ,  in  welchem  sich  der  Körper  auf  einen  materiellen  Punkt  redu- 
ciert,  dessen  Abstand  vom  festen  Punkte  constant  ist,  man  findet  alsdann 
die  auf  das  einfache  Pendel  bezüglichen  Formeln  des  §.  205  wieder   §.  429. 

Hat  man  die  geometrische  Axe  von  der  Verticalen  entfernt,  und  wird 
dem  Körper,  dem  man  eine  Umdrehungsgeschwindigkeit  um  diese  geneigte 
gerade  Linie  mitgetheilt  hat,  alsdann  sich  selbst  überlassen,  so  beweist 
man,  dafs  die  Bewegung  des  aufsteigenden  Knotens  direct  oder  rückläufig 
ist,  je  nachdem  der  Schwerpunkt  des  Körpers  über  oder  unter  der  hori- 
zontalen Ebene  liegt,  die  durch  den  festen  Punkt  geht,   ist  die  Drehungs- 
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gesell wiodigkeit  Null,  90  reducieit  sich  die  Bewegung  des  Körpers  auf  die 
d«5  zusamiiieiig^esetsten  Pendels  $.430^ 

Man  wendet  die  Formeln  des  vorhergelienden  §.  auf  den  Fall  an,  in 
welchem  die  Umdreliungsaxe  znent  sehr  wenig  von  der  Verticalen  entfernt 
worden  ist,  und  bestimmt  auf  diese  "Weise  die  Kfiherungswertlie  der  Win- 
kel, von  welchen  die  Lage  des  Körpers  in  einem  beliebigen  Augenbliclie 
abhängt  §;  431. 

Man  wendet  dieselben  Formeln  auf  den  Fall  an,  in  welchem  die  Nei« 
gung  des  Aeqnators  l>einahe  unveränderlich  bleibt,  es  mufs  alsdann  die 
ünidrehnagsgesch windigkeit  sehr  schnell  seyn,  man  bestimmt,  unter  dieser 
Voraussetzung,  die  kleinen  Aenderungen  der  Neigung  des  Aeqnators  und 
die  Bewegung  der  Knotenlinie,  die  im  Verhäitiiifs  zur  ümdrehungsbewe- 
gung  sehr  langsam  und  beinahe  gleichförmig  ist,  dieser  Fall  ist  der  der 
Bohneubergenchen  Maschine  §.439. 

Fünftes  Kapitel.  Von  der  Bewegung  eines  festen  völlig  freien 
Körpers  8.  138. 

Zerlegung  dieser  Bewegung  in  zwei  andere >  in  eine  Umdrehungs- 
bewegung um  einen  Punkt  des  Körpers  und  in  eine  fortschreitende 
Bewegung,  die  allen  Punkten  gemeinschaftlich  ist.  Fall,  in  welchem  die 
zweite  Bewegung  eine  umlaufende  ist  und  jeder  Umlauf  in  derselben  Zeit 
wie  jede  Umdrehung  vollendet  wird.  Dieser  Fall  hat  bei  der  Bewegung 
der  Trabanten  statt  und  besonders  bei  der  Bewegung  des  Mondes,  der 
daher  der  Erde  bestandig  dieselbe  Seite  zukehrt  §.  433. 

Bestimmung  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Mittelpunkt  eines  festen 
Körpers  hat,  auf  welclien  man  einen  oder  mehrere  bestimmte  Stöfse  ausübt. 
Umgekehrt  giebt  diese  Geschwindigkeit  die  Richtung  und  Intensität  des 
StoOes  an,  sowohl  wenn  der  Körper,  der  den  betrachteten  gestofsen  hat, 
mit  demselben  verbunden  bleibt,  als  auch,  wenn  er  sich  nach  dem  Stofse 
von  demselben  getrennt  bat  §.  434  u.  435« 

Wie  man  die  anfangliche  Umdrehungsbewegung  um  einen  beliebigen 
Punkt  des  Korpers  bestimmen  könnte,  wenn  die  anfangliche  Geschwindig- 
keit dieses  Körpers,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  bekannt  wäre.  Ist 
dieser  Punkt  der  Schwerpunkt,  so  braucht  man  dies  nicht  zu  wissen,  und 
die  anfängliche  Umdrehungsbewegung  ist  dieselbe  f  als  wenn  der  Schwer- 
ponkt  in  Ruhe  bliebe  §.  436. 

Bestimmung  der  augenblicklichen  anfänglichen  Axe,  die  durch  den 
Schwerpunkt  geht  und  der  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Axe.  Fall,  in 
welchem  diese  Linie  eine  der  drei  HaupUxen  ist,  die  sich  im  Schwer- 
punkte schneiden  §•  437. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes;  wenn  man 
die  Gleichungen  der  Umdrehungsbewegung  um  diesen  Punkt  bilden  kann 

§.  43a 

Diese  zwei  Systeme  von  Differentialgleichungen,  so  wie.  die  zwei  ent- 
spreclienden   Bewegungen,  sind   in  dem  Falle  eines  Körpers >  der  nur  der 


Wirkung  der  Schwere  unterworfen  Ist,  von  einander  unabliangig.  Voll- 
ständige Bestimmung  der  Bewegung  eines  scliweren  EJlipsoids,  das  in  der 
Richtung  einer  Ebene  gestofsen  whrd,  die  auf  einer  der  drei  geometrischen 
Axen  senic recht  steht  §.  439. 

Dieselbe  Unabhangigiceit  hat  auch  bei  einer  Kugel  statt,  die  aus  con- 
ceiitrischen  Schiciiten  zusammengesetzt  ist  und  deren  Punkte  sämmttich 
Anziehungen  unterworfen  sind,  die  nach  festen  oder  beweglichen  Mittel- 
punkten gerichtet  sind;  wenn  der  Körper  sich  von  der  Kugelgestalt  ent- 
fernt, so  haben  diese  Anzieliungen  Einflufs  auf  seine  Umdrehungsbewegung. 
Störungen  der  Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt,  die  von  ihrer 
Abplattung  herrühren  und  durch  die  Wirkungen  der  Sonne  und  det  Mondes 
hervorgebracht  werden.  Diese  Kralle,  welche  die  Vorruckung  der 
M  a  c  li  t  g  1  e  i  c  h  e  n  und  die  N  u  t  a  t  i  o  n  der  Erdaxe  hervorbringen ,  haben 
indessen  keinen  merklichen  Einflufs  auf  die  Richtung  dieser  Axe  im  Inne- 
ren dea  Erdkörpers  und  auf  die  Dauer  seiner  Umdrehung  um  diese  im 
Räume  bewegliche  Linie  §.440  u.  441. 

Die  Unveranderlichkeit  des  Sterntags  und  des  mittleren  Tages  wird 
durch  die  Finsternisse  bestätigt,  welche  die  Chaldäer  beobachtet  haben. 
Beweis,  dafs  sich  die  Dauer  des  Tages  in  2300  Jahren  nicht  um  ein 
JHunderttheil  einer  Secunde  geändert  hat  §.  442  n.  443. 

Untersuchung  der  verschiedenen  Wirkungen,  welche  durch  die  Heibnng 
der  Oberfläche  eines  geworfenen  Körpers  gegen  die  Luft,  in  welcher  er 
sich  bewegt,  und  durch  den  Widerstand  dieser  Flüssigkeit  hervorgebracht 
werden   können  §.  444,  445  u,  440. 

iSecbstes  KapitcL     Von   der  Bewegung  eines   festen   schweren 

Körpers  auf  einer   gegebenen  Ebene  8.  160, 

L  Fall,  in  welchem  man  die  Reibung  nicht  berücksich- 
tigt ebend. 

Man  setzt  voraus ,  dafs  der  Körper  die  gegebene  Ebene  in  einem  ein- 
zigen Punkte  seiner  Oberfläche,  während  der  ganzen^Dauer  der  Bewegung, 
berührt.  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  und 
der  Umdrehungsbewegung  um  diesen  Punkt  §.  4:17. 

Gleichung,  die  sich  aus  der  Berührung  des  Körpers  mit  der  gegebenen 
Ebene,  die  fest  seyn  oder  eine  gegebene  Bewegung  haben  kann,  ergiebt. 
Unterscheidung  zwischen  dem  Falle,  in  welchem  sich  der  Berührungspunkt 
an  der  Oberfläche  des  Körpers  verrückt,  und  dem  Falle,  in  welchem  dieser 
Punkt   beständig   das    Ende  einer  Spitze   ist,   wie   bei  dem  Kreiselspiele 

§.  448. 

Fall,  in  welchem  die  gegebene  Ebene  fest  und  horizontal  ist;  als  Bei- 
spiele werden  die  kleinen  Sciiwiugungen  eines  gleichartigen  Ellipsoids  oder 
einer  ungleichartigen  Kugel  gegeben;  man  erhält  zwei  erste  Integrale  der 
Diflfereutiaigleichnngen  des  §.447,  welche  für  die  strenge  Auflösung  der 
Aufgabe  luHreichend  sind,  vermittelst  der  elliptischen  Functionen,  sobafd 
der  Körper  ein  Rotationskörper  ht  §.  449  u.  450. 
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Bewegung   eine«  RotatioRskuriten ,  der  io  eine  SpiUe  autlaafty  uimI 

^sich  mit  seinem  finde  auf  eine  Ebene  sttttst,  deren  Scbwingongen  bekannt 

siud  $.451. 

Wenn  der  Körper  eine  Umdrehong«gescliwindiglceit  hat,  die  im  Ver- 
hältnisae  zu  den  verschiedenen  Bewegungen  der  gegebenen  Ebene  fclir 
sclinell  ist,  so  bringt  man  die  Differeatiaigleicliungen  der  Aufgabe,  vermit- 
telst der  Umwandlung,  die  Lagrange  bei  der  Libration  des  Mondes 
angewandt  bat ,    auf  die  lineare  Form  zuruclc  $.  452  u.  453. 

Integration  dieser  linearen  Gleichungen;  ihre  integrale  zeigen,  dafs 
die  Schwingungen  der  El>ene,  auf  welche  sich  der  Körper  stutzt,  bei  der 
Bewegung  der  geometrischen  Axe  abnehmen  und  unmefsbar  werden,  wenn 
die  Umdrehung  um  diese  Linie  hinlänglich  schnell  ist.  Hierauf  gegründe- 
tes Mittel,  das  man  in  Vorschlag  gebracht  hat,  um  auf  dem  Meere  einen 
kunstHchen  Horizont  zum  Behufe  astronomischer  Beobachtungen  zu  erhalten 

S.  454  u.  455. 
II.    Fall,   in   welchem   man    die  Reibung   berücksichtigt 

S.  177. 

Gesetze  der  Reibung  eines  in  Bewegung  begriffenen  Körpers,  welche 
die  Erfahrung  giebt  §.  456. 

Bewegung  eines  Korpers,  der  auf  einer  festen  horizontalen  Ebene 
gleitet  und  durch  ein  gegebenes  Gewicht  fortgezogen  wird     §.  457  u.  458. 

Integral  der  Gleichung  dieser  Bewegung,  im  Falle,  wenn  man  den 
AViderstand  der  Luft  vernachlasiiigt.  Bestimmung  des  Reibungscoeflficienten 
durch  zwei  verschiedene  Mittel.  Ist  dieser  Coefficlent  bekannt  und  man 
neigt  die  Ebene,  so  bestimmt  man  unmittelbar  die  Bewegung  desselben 
Körpers  auf  dieser  Ebene.  §.  459  u.  460. 

Foi«;e  dieses  Satzes,  dafs  die  Reibung  von  der  Ausdehnung  der  rei- 
benden Fläche  unabhängig  und  dem  ganzen  Drucke  proportional  ist.  Worin 
dieses  Gesetz  der  Reibung  wirklich  bestellt.  Untersuchung  dessen,  was 
sich  ereignen  wurde,  wenn  der  Stoff  der  reibenden  Oberfläche  nicht  überall 
derselbe  wäre  §.  461. 

Doppelte  Bewegung  eines  Körpers,  welcher  auf  einer  horizontalen 
Ebene  gleitet  und  sich  zugleich  um  eine  verticale  Axe  dreht   §.  462  u.  463. 

Angabe  der  verschiedenen  Fälle,  welche  bei  der  Bewegung  eines  festen 
Körpers,  der  auf  einer  Ebene  gleitet,  vorkommen  können.  Reibung  der 
ersten  und  zweiten  Art  §.  463  bis. 

Bewegung   einer  Kugel,  weldie    fiber   eine    horizontale   Ebene  rollt, 

§.464. 

Siebentes   Kapitel.      Vom    Stofse   der    Körper    von   beliebiger 
Gestalt  S.  197. 

Worin  die  Aufgabe  des  Stofses  der  Körper,  im  allgemeinsten  Falle, 
besteht  §.  465. 

Gleichungen,  die  das  D'Alembert'sche  Princip,  im  Falle  zweier  Kör- 
per ,    die   eine  beliebige  Gestalt  haben  können  und  völlig   frei  sind ,   giebt 

§.  466  u.  467. 
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UnbestSmmtlieit  der  Aufgabe,  wenn  mao  die  Zuftammendruckbarkeit 
der  Körper  nicht  beröcksiclitigt  Gleichung,  die  zu  ihror  Lösung  eKor- 
derlich  ist  und  sich  aus  dieser  Zosammendruckbarkeit  ergiebt,  wie  klein 
sie  auch  sey  g.  468. 

Modificatiou  der  Formeln  des  §.467,  welche  von. dem  Grade  der 
Elasticität  der  Körper  herrührt.  Die  Aufgabe  ist  in  den  zwei  Fällen, 
wenn  di&. Körper  röUi^  unelastisch  oder  völlig  elastisdi  sind,  volbtändig 
gelöst  §.  469. 

Der  Stofs  der  zwei  Körper  ändert  die  Geschwindigkeiten  Ihrer  Schwer- 
punkte, parallel  mit  der  ihre  Oberfläche  berührenden  Ebene,  die  durch  den 
Berührungspunkt  gezogen  ist,  nicht,  auch  nicht  die  Momente  ihrer  Gröfse 
der  Bewegung,  die  auf  ihre  gemeinschaftliche  Normale  bezogen  sind  §.470. 

Geht  diese  Normale  durch  den  Schwerpunkt  eines  der  zwei  Körper, 
so  ist  seihe  drehende  Bewegung  um  diesen  Punkt  vor  und  nach  dem 
Stofse  dieselbe.  Fall,  in  welchem  diese  Linie  durch  die  zwei  Schwer- 
punkte geht.  Fall,  in  welchem  diese  Punkte  sich  aufserdem  auf  dieser 
Normalen  vor  dem  Stofse  bewegten.  §.  471  u.  472. 

Stofs  zweier  elastischer  Körper,  die  gleiche  Masse  haben,  Stofs  eines 
völlig  elastischen  Körpers  gegen  einen  festen  Widerstand,  Gleichheit  des 
Einfallswinkels  und  Reflexionswinkels.  Diese  Gleichheit  hat  nicht  statt, 
wenn   man  die  Reibung  des  Körpers  gegen  die  feste  Ebene  berücksichtigt 

§.  473U.474. 

Man  erklärt,  wie  man  die  Reibung  eines  Körpers  gegen  einen  ande^ 
ren,  während  der  Dauer  des  Stofses  dieser  zwei  Körper,  berücksichtigen 
kann  §.  475. 

Einflufs  der  Reibung  und  Umdrehung  bei  dem  Stofse  einer  Kugel 
gegen  eine  feste  Ebene,  wie  dies  beim  Stofse  einer  Kugel  gegen  den 
Erdboden  der  Fall  ist.  Untersuchung  der  verschiedenen  Umstände,  die 
hierbei    vorkommen   können  ^  §.  476  u.  477. 

Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  auf  ein  Beispiel ,  bei  welchem 
die  den  beiden  Körpern  gemeinschaftliche  Norfnate  nicht  durch  ihren  Schwer- 
punkt geht.  Berechnung  der  Gröfse  der  Bewegung,  die  jedem  mitgetheilt 
wird,  und  die  Intensität  des  Stofses  mifst  §.  478. 

Modification  der  allgemeinen  Formeln,  in  den  verschiedenen  Fällen, 
in  welchen  die  sich   stofsenden  Körper  nicitt  völlig  frei  sind  §.  479. 

Ausdehnung  dieser  Formeln  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Körpern,  die  sich  gleichzeitig  stofsen.  Beispiel  einer  ruhenden  Kugel, 
die  durch  zwei  andere  sich  bewegende  Kugeln  gestofsen  wird  §.480u.481. 

Aclites  Kapitel,   Beispiele  der  Bewegung  eines  biegsamen  Kör- 
pers S.  227. 
1.     Schwingung   einer   biegsamen  Saite  ebend. 
Voraussetzungen,    die  man  über  diese  Saite  macht.    Differentialglei- 
chungen ihrer  Bewegung                                                                    §.  482. 
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RedurttoD  dieser  Gleichuiigeii  auf  die  lineare  Form  Im  Falle  sehr 
kleiner  Scliwingungen ;  die  trani versalen  und  longitudinalen 
Schwiagangen  bestellen  neben  einander  iu  derselben  Saite  und  sind  von 
eioander  unabhängig.  Diese  zwei  Arten  von  Bewegungen  liängen  von  film- 
liclien  partiellen  Differentialgleichungen  der  nweiten  Ordnung  ab       §.  483. 

Integration  dieser  Gleichung  in  geschlossener  Form  g.  484. 

Bestimmung  der  zwei  witlkuhrlichen  in  diesem  Integrale  enthaltenen 
Functionen  für  die  ganze  Länge  der  Saite  und  alle  Werthe  der  Zeit,  aus 
der  aufanglichen  Gestalt  der  transTersal  schwingenden  Saite  und  die  An- 
fangsgeschwindigkeiten aller  dieser  Punkte  §.485. 

Geometrische  Construction  der  Gestalt  dieser  Saite  in  einem  beliebi- 
gen Augenblicke  §.  486. 

Gesetze   der  transversalen  Schwingungen ,  die   sich   aus  dieser  Con- 
struction  ergeben    und    die  durch   die  Erfahrung   bestätigt   worden  sind, 
sowohl  in  Beziehunjf  auf  die  Spannung  der  Saite,   als  in  Beziehung  auf 
ihr  Gewicht  und   ihre  Länge.    Die  Höhe  des  Tons  wird  durch  die  in  der  . 
Einheit   der  Zeit   vollführten  Schwingungen   gemessen  $.  487. 

Discontinuität  der  in  der  vorhergehenden  Constructioo  angewand- 
ten Linien.  Beschränkende  Bedingung  hini^ichtiich  der  Discontinuität  der 
krummen  Linie,  welche  die  anfängliche  Gestalt  der  Saite  darstellt.  Diese  ^ 
beschränkende  Bedingung  besteht  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewe- 
gung und  giebt  eine  der  für  die  Aufgabe  erforderlichen  Gleichimgen,  wenn 
die  Saite  aus  zwei  Theilen  von  verschiedenen  Stoffen  besteht  $.  488. 

Andere  Auflösung  der  Aufgabe  der  schwingenden  Saiten,  bei  welcher 
die  unbestimmte  Coordiuate  der  Saite  durch  eine  Reihe  periodischer  Grofsen 
ausgedrückt  wird  g.  489. 

Besondere  Fälle,  wenn  sich  der  Ton  einer  Saite  über  den  Grundton 
erhebt  und  einem  bestimmten  Theile  ihrer  Lauge  entspricht;  Schwiugungs- 
kaoten ,  die  iu  solcheu  Fällen  statt  haben  §.  490* 

Gesetze  der  longitudinalen  Schwingungen  einer  gespannten  Saite  §.491. 
Sehr  einfaches  Verlmltnifs   zwbchen  ihrer  Anzahl  und   der  der  trans- 
versalen Schwingungen  derselben  Saite  §.  492. 

IL     Longitudinale    Schwingungen    eines    elastischen 

Stabes  S.  245. 

Voraussetzungen   iu  Beziehung  auf  diesen  Stab,  seine   longitudinale 

Bewegung  hängt  von  derselben  partiellen  Differentialgleichung  ab,  wie  die 

der  gespannten  Saite  und  unterscheidet  sich   von  dieser  nur  durch  die  auf 

die  Endpunkte  des  Stabes  bezüglichen  Bedingungen  §.  493  u.  494. 

Auflösung  der  Aufgabe ,  analog  mit  der  des  §.489,  Gesetze  der 
Schwingungen ,  in  den  verschiedenen  auf  die  Endpunkte  bezüglichen  Fälle, 
Erhöhung  des  Grundtous  in  Folge  der  Schwingungsknoten  §.  495, 

Fall,  in  welchem  sich  der  Stab  .unbegränzt  ausdehnt.  Fortpflanzung 
der  Schallwellen  in  einer  gleichartigen,  cylindrischen  oder  prismatisclien 
Stange.     Bedingungen,  damit  sich  die  Schallwelle  nicht  in  zwei   andere 
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tlieilt.  Wie  die  constante  Gesell windiglceit  dieser  Fortpflanzung  sich  ans 
dem  longitadinalen  Tone  eines  elastisclien  Stabes  von  demselben  Stoffe 
wie  die  Stange  ergiebt.  §.  496  u.  497. 

Fall,  wenn  die  Stange  auf  einer  Seite  begrenzt  Ut.  Zurück  werfung  des 
Schalles  an  diesem  Ende.  Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  und  'Reflexion 
des  Schalles  in  einem  mit  Luft  oder  einer  beliebigen  Gasart  oder  einer 
Flussigl^eit  angefüllten  Canale  sind  dieselben,  wie  bei  einer  festen  Stange. 
Die  der  Schwingungen  der  elastischen  Stäbe  passen  auch  auf  die  Töne 
der  Flöten  und  Orgelpfeifen,  abgesehen  von  den  auf  das  Anblasen  bezüg- 
lichen Aenderungen  §.  498. 

111.    Longitudinaler   Stofs    elastischer   Stäbe  S.257. 

Wie  man  die  Formeln  des  §.  495  auf  den  longitudinalen  Stofs  elasti- 
scher Stäbe  anwenden  kann;  dieses  Phänomen  besteht  in  der  Wirkung  der 
äufsersten  Punkte  der  beiden  Stäbe  in  unmefsbare  Abstände.  Die  Ge- 
schwindigkeiten dieser  Punkte  ändern  sich  sehr  schnell  und  sind  während 
der  Dauer  des  Stofses  unbekannt  §.  499. 

Bedingungen,  damit  die  beiden  Stäbe  sich  trennen,  nachdem  sie  sich 
gelroflen  haben  und  der  Stofs  aufliört  ^  §.  500u.50l. 

Gleichungen,   die  allen    Punkten   beider  Stäbe    gemeinschaftlich    sind, 
die  äufäersten  Punkte   ausgenommen»   in    welchen   sie  sich  stofsen    §.501. 
'  Anwendung  der  Formeln  des  §.  495  auf  den  Stofs  zweier  völlig  freier 
Stabe.     Summation  der  periodischen  Reihen,   die  sie  enthalten.      Man  be- 
weist,  dafs  sie  den  anfanglichen  Zustand  der  beiden  Stäbe  darstellen 

§.  502  u.  503. 

Die  beiden  Stäbe,  die  aus  demselben  Stoffe  bestehen  und  denselben 
Durchmesser  haben,  trennen  sich  blos  in  dem  Falle,  wenn  sie  dieselbe 
l^änge  haben.  Dauer  dieses  Stofses.  Austausch  der  ursprünglichen  Ge- 
schwindigkeiten. Fall,  in  welchem  einer  der  zwei  Stäbe  aus  mehreren 
Theilen  besteht,  von  welchen  sich  einer,  nach  dem  Stofse,  von  den  übri- 
gen trennt  §.  504. 

Stofs  eines  Stabes,  dessen  Endpunkt  fest  ist,  durch  einen  völlig  freien 
Stab.  Dieser  Stab  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  zurück  geworfen,  die 
der  anfanglichen  Geschwindigkeit  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  wie  auch 
die  langen  beider  Stäbe  beschaffen  seyen.   Dauer  des  Stofses  §.  505  u.  506. 

ly.     Digression   über  die  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen S.27I. 

Die  Anzahl  der  willkührlichen  Functionen,  welche  das  vollständige  In- 
tegral einer  partiellen  Differentialgleichung  entliält,  kann  kleiner  seyn,  als 
die  Zahl,  welche  die  Ordnung  dieser  Gleichung  bezeichnet.  Sie  kann  sich 
mit  der  Veränderlichen ,  in  Beziehung  auf  welche  die  Reihe  geordnet  ist, 
ändern.  Alle  willkührlichen  Functionen  können  verschwinden  und  durch 
unendliche  Reihen  mit  willkührlichen  Constanten  ersetzt  werden.  In  die- 
sem besonderen  Falle  wird  das  vollständige  Integral  durch  die  Summe  einer 
uubegränzten  Anzahl  besonderer  Integrale  ausgedrückt  §.  507  u.  508. 
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Sehr  einfaebe  Beispiele  dieser  vetsdiieileiien  Umformniifeii  $.M>9  a.5IO. 

Die  ia  diesem  Beispiele  vorkommenden  Reihen  and  dus  Integral  der 
gegebenen  Gleichung  können  in  geschlossener  Form,  vermittelst  eines  be- 
stimmten Integrals,  dargestellt  werden  $.511. 

Werth  eines  bestimmten  Integrals,  das  man  oft  anzuwenden  Gelegen- 
heit hat  S-ÖI2. 

Anwendung  dieser  allgemeinen  Betrachtiiogen  anf  die  linearen  Glei- 
chnngen,  die  sich  anf  physikalische  und  mechanische  Aufgaben  besiehen. 
Ihre  vollständigen  Integrale  werden,  im  Allgemeinen,  durch  Reihen,  die 
Kxponentialgrofäen  oder  Sinns  und  Cosinus  enthalten,  deren  Exponenten 
oder  Bogen  der  Zeit  proportional  sind,  ausgedruckt.  Durch  die  Art,  auf 
weIeJie  man  sie  erhalt,  ist  man  sicher,  dafs  diese  in  Reihen  entwickelten 
Ausdrücke  der  Unbekannten  einer  Aufgabe  ilire  allgemeinste  Auflösung 
enthalten.  Es  giebt  ein  einförmiges  Verfahren,  um,  in  jedem  Falle,  die 
Coeffidenten  dieser  Reihen  aus  dem  anfänglichen  Zustande  des  Systems 
en  bestimmen.  Setzt  man,  nach  dieser  Bestimmung  in  diesen  Reihen  die 
Zeit  gleich  Null,  so  erhalt  man  besondere  Reihen,  welche  die  auf  den 
anfänglichen  Zustand ,  bezQglichen  willkührtichen  Functionen,  jedoch  nur 
innerhalb  der  Ausdehnung  des  Systems,  bezeichnen  $.513, 514, 515  u.  516. 

Jede  Auflosung  einer  Aufgabe,  bei  welcher  man  nicht  a  posteriori 
die  Richtigkeit  dieser  letzteren  Reihen  verificiert  oder  a  priori  die  All- 
gemeinheit des  in  einer  Reihe  ausgedrückten  Integrals,  das  man  angewen- 
det hat,  bewiesen  hat,  mufs  als   unzureichend  angesehen   werden    $.517. 

V.    Transversale  Schwingungen  eines  elastischen  Sta- 
bes S.287. 

Andeutung  der  verschiedenen  Arten  von  Schwingungen,  die  in  einem 
elastischen  Stabe  statt  haben  können,  und  zwischen  welctien  die  Analyse 
Verbältnisse  nachweist,  die  durch  die  Erfahrung  bestätigt  sind  $.518. 

Gleichung  der  transversalen  Bewegung  und  Bedingungen  rücksiclitlich 
der  Endpunkte  $.519. 

Berechnung  des  Coefliciettten ,  welchen  diese  Gleichung,  unter  den 
verschiedenen  Voraussetzungen  über  den  transversalen  Schnitt  des  Stabes 
enthält  $.  520. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  in  einer  Reihe  ausgedruckt        $.  521. 

Bestimmung  der  Coefficienten  dieser  Reihe  aus  dem  anfanglichen  Zu- 
stande des  Stabes  durch  das  in  $.  515  angegebene  Verfahren ,  Formeln 
des  §.  516  In  Beziehung  auf  den  anfänglichen  Znstand  des  Stabes ,  Fall, 
in  welchem  er  eine  fortschreitende  oder  drehende  Bewegung  annehmen 
mufs.  $.  522  u.  523. 

Beweis,  dafs  im  Falle  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  die  Wur- 
zeln der  transcendenten  Gleicluing,  welche  dazu  dient,  die  Coefficienten 
zu  bestimmen,  die  in  den  Werthen  der  Sinus  und  Cosinus  vorkommen, 
die  das  in  eine  Reihe  entwickelte  Integral  enthält,  reel  sind  §.  524. 

Bedingung,  d^mlt  der  Stab  gleichzeitige  Schwingungen   macht,   die 
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TerscliiedenenTone,  welche  sich  im  freien  Stabe  erzeugen  können,  tiängen 
von  den  Wurzeln  der  vorhergehenden  Gleichnng  ab;  bei  sonst  gleichen 
Umständen  andern  sie  sich  mit  der  Gestalt  des  transversalen  Schnittes, 
und  ihre  Höhe  steht  im  umgekelirten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Länge. 
Bestinimnag der  ihnen  entsprechenden  Seh  wingnngs knoten  §.525u.526. 

Gleichzeitige  Schwingungen  elftes  Stabes,  der  an  einem  Ende  einge- 
klemmt, am  anderen  frei  ist  §.  Ö2T. 

Berechnung  der  Anzahl  der  Schwingungen,  die  dem  Gnmdton  und 
den  höheren  Tönen ,  im  Falle  dieses  letzten  ela&tischen  Stabes  und  im 
Falle  eines  an  beiden  Enden  fjreien  Stabes,  entsprechen  §.528. 

Yergleichung  der  Anzahl  der  transversalen  und  longitudinalen  Schwin- 
gungen eines  und  desselben  Stabes  '  §.529. 

Neuntes  Kapitel.      Gleichungen  /und   allgeipeine  EigenscliaFten 
der  Bewegung  eines   Systems  von  Körpern.  S.  306. 

I.     Allgemeine   Gleichungen    der   Bewegung  ebend. 

Verbindung  des  D'Alembert'schen  Princips  und  des  Princips  der  vir- 
tuellen Gesdiwiudigkeiten  §.530. 

Sie  füiirt  auf  eine  allgemeine  Formel,  «us  ivelcher  man,  durch  ein 
einfaches  Verfahren,  alle  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Sy- 
stem^ von  materiellen  Punkten  findet,  deren  wechselseitige  Verbindung 
durch  gegebene  Gleichungen  ausgedruckt  wird.  Dieses  Verfahren  giebt 
auch  die  Spannungen  der  physischen  Verbindungen  und  die  Drucke  auf 
die  gegebenen  Oberflächen  und  krummen  Linien  an,  die  während  der  Be- 
wegung statt  haben  §.531. 

Angabe  des  Gebrauchs  der  Methode,  die  sich  auf  die  Variation  der 
willkührlicben  Constanten  gründet,  für  «die  Auflösung  der  vorhergehenden 
Gleichungen  ^  §.532. 

Fall ,  in  welchem  eine  der  Gleichungen ,  die  die  Verbindung  der  Punkte 
des  Systems  ausdrücken,  eine  Folge  einer  oder  mehrerer  der  übrigen 
Gleichungen  ist.  Beispiel  einer  Aufgabe,  die  unbestimmt  ist,  wenn  mau 
die  Ausdehnbarkeit  der  physischen  Verbindungen  unberücksichtigt  läfst, 
und  bestimmt  ist,  wenn  man  sie  berucksiciitlgt ,    wie  klein  sie  auch  sey 

§.  533  u.  534. 

Eine  Formel»  die  der  des  §.  531  analog  ist  and  sich  auf  die  plötz- 
lichen Aenderungen  der  Geschwindigkeit  bezieht  §.535. 

Weseutücha  Betrachtung ,  die  man  bei  den  Anwendungen  dieser  Formel 
berücksiclitigen  mufs.  Wie  man  in  dieser  Formel  die  Wirkung  der  Rei- 
bung während  der  Dauer  der  schnellen  Veränderungen  in  Anschlag  bringt; 
es  wäre  ein  Irrtimm,  wenn  man  auch  die  Wirkungen  der  Molecu la r- 
kräfte  In  dieselbe  einfuhren  wollte,  die  schon  unentwickelt  In  denselben 
enthalten  sind  §.  636  u.  637. 

Diflferentialgleichungen  der  fortschreitenden  Bewegung  eines  völlig 
freien  Systems,  die  sich  auf  seinen  Schwerpunkt  beziehein  §.538. 
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DIfferentialgleicbuDgen  der  dr«ii«iid«u  Bewegung  deueibea  Systenu; 
fiie  betialten  dieselbe  Gestalt,  nssg  nun  der  Mittelpunkt  der  Bewegung  ein 
fester  Punkt ,  oder  der  Scbwerpiuikt   des  Systems  seyn         '  $.  539  u.  540. 

Die  Summen  der  Grörsen  der  Bewegung  aller  Punkte  eines  freien 
Systems,  nach  drei  rechtwinkligen  Axen,  und  ihre  Momente  in  Beziehung 
auf  diese  Axen,  ändern  sich  nicht ,  wenn  sich  die  Geschwindigkeit  plötzlich 
ändert.  Gleichungen  der  anföugiichen  fortschreitenden  und  drehenden  Be- 
wegung des  Systems;  wie  man  sie  aus  den  Gleichungen  dieser  Bewegun- 
gen für  einen  beliebigen  Augenblick  ableiten  kann  $.541  u.  542. 

Man  findet ,  auf  andere  Weise ,  die  Formeln  des  §.  406 ,  die  sich 
auf  die  Umdrehungsgeschwindigkeiten  beziehen ,  wieder;  die  Aehnllchkeit 
der  Zusammensetzung  dieser  Geschwindigkeiten  und  der  Zusammensetzung 
der  .fortschreitenVleu  Geschwindigkeiten  kann  auf  die  Analogie  zwischen  der 
Zusammensetzung  der  Momente  und  der  Kräfte  fuiiren  §.543. 

II.    Allgemeine  Gesetze  der  kleinen  Schwingungen   S.329. 

Eiilwickelungen  der  Coordinaten  der  Punkte  des  Systemes  in  Reihen 
nnd  der  Ausdrucke  der  au  dieselben  angebrachten  Kräfte  S-^'^^* 

Bildung  der  linearen  Differentialgleichuiigen  der  zweiten  Ordnung, 
yon  welchen  die  Näherungswerthe  der  unbekannten  Grüfte  der  Aufgabe 
abhängen,  bei  weichen  Werthen  man  immer  bei  Aufgaben  dieser  Art  stehen 
bleibt;  die  Auzalil  dieser  Gleichungen,  welche  der  der  unabhängigen  Un- 
bekannten gleich  ist,  kann  das  Dreifache  der  Anzahl  der  Korper  betragen. 
Sind  diese  Körper  einC'  unendliche  Anzahl  materieller  Punkte,  so  gehen 
die  Difiereutialgleichungen  in  partielle  Differentialgleichungen  über   g.  545. 

Allgcjneine  Integration  dieser  Differentialgleichungen,  daraus  entspriu* 
gende  Folgen;  Princip  der  Coexistenz  der  kleinen  Schwingun- 
gen §.546u.  547. 

Fall-,  in  welchem  die  Schwingungen  in  einem  widerstehenden  Mittel 
statt  haben  ,  §.548. 

Beispiele  der  Coexistenz  der  kleinen  Schwingungen;  Anwendung  des 
vorhergehenden  Princips  auf  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
einem  EHipsoide  §.549. 

Anderer  allgemeiner  Lehrsatz,  der  von  dem  Tor hergehenden  verschie- 
den ist ,  und  den  man  das  Princip  der  Uebereinanderlageruug 
der  kleineu  Bewegungen  nennen  kann ,  zahlreiche  Anwendungen 
dieses  Princips  §.  550  u.  551 . 

JU.     Princip   der  Erhaltung   der  Bewegung   des   Schwer- 
punktes   und  der  Erhaltung   der  Flächen  S.346. 
Allgemeines  Gesetz  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung §*^^2- 
Princip    der   Erhaltung  der  Bewegung  des   Schwerpunktes,  das    sich 
auf  dieses  Naturgesetz  gründet;  verschiedene  Folgen  dieses  Princips  §.553. 
Bei  der  Bewegung  eines  Systems  von  Punkten,  die  nur  ihren  wechsel- 
witigen  Wirkungen  unterworfen  sind,   sind  die  Momente  ihrer  Gröfsen  der 
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Bewe^ng,  in  Beziehung  auf  drei  Axen,  die  sich  in  einem  festen  Pimlcte 
oder  im  SchwerpunlLte  des  Systems,  oder  in  einem  Punicte,  der  eine  ge« 
radliDige  und  gleictiformige  Bewegnng  hat,  schneiden,  constant.  Derselbe 
Lehrsatz  hat  auch  noch  in  Beziehung  auf  einen  festen  Punkt  stAtti  wenn 
die  bewegten  Körper  -aufserdem  durch  Kräfte  getrieben  werden ,  die  nach 
diesem  PunlLte  gerichtet  sind  §.554,  555  n.  556. 

Bestimmung  des  Hauptmomentes  dieser  Gröfsen  der  Bewegung  und 
der  Richtung  seiner  Axe  §•  557, 

Bei  der  Umdrehungsbewegnng  der  Erde  ist  dieses  Hanptmoment  von 
der  Eritaltung  der  Erdl^ugel,  den  vulcanischen  Explosionen,  den  TVindea 
n.  s.  w.  unabliängig ;  eine  sich  hieraus  ergebende  Folgerung  in  Beziehung 
auf  die  Dauer  des  Tages  §.  55&.' 

Anderer  Ausdruck  der  vorhergehenden  Lehrsätze,  Princip  der  Er- 
Ijaltung  der  Flächen  $.559. 

Lehrsatz  der  unveränderlichen  Ebene  in  seiner  ganzen 
Allgemeinheit  '  §.  560. 

Anwendung  dieser  Ebene  und  einer  unveränderlichen  Linie, 
die  mit  ihr  verbunden  i^t,  im  Sonnensysteme  §.561. 

Formeln  zur  Bestimmung  dieser  Ebene  in  einem  beliebigen  Augen- 
blicke, mit  Berücksichtigung  der  fortschreitenden  und.  drehenden  Bewegnng 
der  Himmelskörper;  die  von  der  drelienden  Bewegnng  herrührenden  Glie- 
der hängen  von  der  inneren  Beschaffenheit  dieser  Körper  ab  und  bleiben 
immer  unbekannt.  Es  wird  gezeigt,  dafs,  wenn  man  den  veränderlichen 
Theil  dieser  Glieder  vernachlässigt,  hieraus  gar  kein  Fehler  entspringt, 
den  die  Beobachtungen  jemals  bemerkbar  machen  könnten  §.  562« 

Formeln  der  unveränderlichen  Ebene,  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne 
bezogen  §.  563. 

IV.    Grundsatz  der  lebendigen  Kräfte   und   der  gering- 
sten Wirkung  S.368. 

Gleichung  und  Ausdruck  des  Grundsatzes  der  lebendigen  Kräfte  §.564. 

Unmittelbare  Folgen  dieses  Grundsatzes  §.  565* 

Berechnung  der  lebendigen  Kräfte ,  welche  von  den  von  festen  Mittel- 
punkten ausgehenden  Kräften,  von  den  wechselseitigen  Anziehungen  und 
Abstofsungen  der   Körper   des   Systems  und    ihrem    Gewichte  herrühren 

§.  566. 

Aenderung  der  lebendigen  Kräfte,  die  von  dem  Drucke  gegen  beweg-. 
liehe  Oberflächen  und  von  Reibungen  herrühren.  In  Beziehung  auf  diese 
Kräfte  hat  der  Lehrsatz  des  §.  564  nicht  mehr  statt;  man  zeigt,  dafs  die 
Reibungen  und  Widerstände  der  Mittel  immer  Verminderungen  der  leben- 
dtgen  Kraft  hervorbringen,  die  zuletzt  die  Bewegung  des  Systems  aufheben, 
H(enn  diese  Verminderungen    nicht  durch   andere  Kräfte  enetzt  werden 

S.  567  u.  568. 

Wie  man  die  absolute  Kraft  des  Systems  aus  der  lebendigen  Kraft 
ableitet,    die   von  den   Geschwindigkeiten  seiner  verschiedenen  Theile  in 
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ihrer  Beweguog  am  den  Schwerpunkt  herrührt  Anwendong  der  allfemei* 
oen  GleicIiQDg  des  Prlnclps  der  lebendigen  Kräfte  nof  dai  SonnemyUem. 
Gebrauch  dieser  Gleichung,  um  nn  erkennen,  ob  die  Wirkung  der  Kone- 
teo  einen  merkKchen  Einflurs  auf  die  Bewegungen  der  anderen  Himmels- 
körper hat  $.  669. 

Der  auf  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  besfigliche  Sats,  den  man  in 
§.347  angenommen  hat,  wird  jetzt  mit  Hülfe  des  Princips  der  lebendi- 
ges Kräfte  bewiesen  §.570. 

Gleichung,  rücksichtlich  der  sclinellen  Aendemngen  der  Getchwindi;- 
l^eit,  die  der  Gleichung  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte  analog  Ist; 
Nacliwetsuug  dieses  Satxes  in  der  Anfangsbewegung  eines  festen  Körpers 
mn  einen  festen  Punkt  §.571. 

Vermittelst  dieser  Gleirhung  beweist  man,  dafs  bei  dem  Stofse  der 
unelastischen  Körper  immer  Verlust  an  lebendiger  Kraft,  bei  Eiplosionen 
dagegen,  welche  die  Theile  der  Körper  trennen,  Vermelimng  deraelben 
statt  findet,  and  da(s  sie  bei  dem  Stofse  völlig  elastischer  Körper  uuTer- 
änderllch  ist  $.  573. 

Allgemeiner  Ausdruck  den  Grundsatzes  der  kleinsten  Wirkung;  dieser 
Grundsatz  giebt,  im  Gegensatze  zu  den  Torhergehenden,  gar  kein  Inte- 
gral der  Differentialgleichungen  der  Bewegung.  Uebersicht  der  Integrale, 
welche  die  Grundsätze  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes, 
der  Erlmltnng  der  Fläche  und  der  lebendigen  Kräfte  darbieten         $•  ^73* 

Fünftea    Buch. 
Hydrostatik. 

1      Erstes  Kapitel.    Allgemeine  BegriiFe  S.389. 

Gegenstand  der  Hydrostatik,  wie  man  in  derselben  die  Flüssig* 
keiten  betrachtet  §.574. 

Unterschied  zwischen  den  tropfbaren  und  luftförmlgen  FliUsigkeiten 
und  den  Dämpfen  S*  ^7^- 

Charakteristische  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten,  die  man  ab  etwas  aus 
der  Erfahrung  Gegebenes  annimmt  und  die  als  Grundlage  der  Hydrostatik 
dieot  S.  576. 

Ausfuhrliche  Erklärung  dieser  Eigenschaft;  Efklärung  des  auf  die 
Einheit  der  Oberfläche  bezogenen  Druckes  $.  577u.578. 

Beweis  des  Princips  der  Tirtuellen  Gesell  windigkeiten  bei,  dem  Gleich- 
gewiclite  einer  Flüssigkeit  §.  579. 

Druck,  der  durch  eine  elastische  Flüssigkeit  ausgeübt  wird        §.580. 

Zweites  Kapitel.    Allgemeine  Gleichungen  äes  Gleichgewichtes 

der  Flüssigkeiten  S.  401. 

Bildung  der  allgemeinen  Gleichungen,  deren  Anzahl  drei  ist,  zwischen 

dem  inneren  Drucke  und  den  gegebenen  Kräften  §.581  u.  582. 
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BediaguDg,  welcher  diese  Kräfte  Gotioge  leisten  müssea,  damit  das 
Gleicligewiclit  .niOglicli  sey.  DiffereDtialgleichung  der  freien  Oberfläche  einer 
Flüssigkeit  §.583. 

Eigenschaft  dieser  Oberflache,  Erklänmg  der  OberflScben  und  Schieb- 
ten  des  Gleichgewichtes  .      §'  ^^^• 

Gleichung  einer  gleichartigen  Flüssigkeit,  die  von  ni|ch  festen  Mittel- 
punkten gerichteten  Anziehungen  getrieben  wird  g.  585. 

Bedingung  rücksichtlich  der  Gleichgewichtsfläphen  einer  ungleichartigeq 
oder  elastischen  Flüssigkeit  §.  586. 

Gesetze  der  Dichtigkeit  und  des  Druckes  bei  einer  elastichen  Flüssig- 
keit,  die  im  Gleichgewichte  ist  '  ,     §.587. 

Fall,  in  welchem  die  Krüfte,  welche  auf  die  Punkte  einer  Flüssigkeit 
wirken ,  ihre  wechselseitigen  "Wirkungen  sind.  Unter  diese  Kräfte  darf  man 
nicht  die  sogenannten  Molecularkräfte  begreifen,  welcl»e  den  Druck  her- 
vorbringen, den  man  schon  in  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Hydrosta- 
tik berücksichtigt  hat.  Diese  Gleichungen  sind  für  das  Gleichgewicht  der 
Flüssigkeiten  not h wendig  und  hinreich.end  $.588. 

Beständige  Gestalt  einer  Flüssigkeit,  die  sich  um  eine  feste  Axe 
dreht,  oder  Gleichgewicht  der  Kräfte,,  die  sie  bewegen  und  der  von  der 
Umdrehung  herrülirenden  Centrifugalkräfte  §.  589. 

Gestalt  einer  schweren  Flüssigkeit,  die  in  einem  Gefäfse  enthalten 
ist,  das  sich  um  eine  verticale  Axe  dreht  §.  590. 

Die  Gestalt  eines  Rotationsellipsoids  leistet  dem  Gleichgewichte  einer 
gleichartigen  Flüssigkeit  Genüge,  die  sich  um  eine  feste  Axe  dreht  und 
der  wecitselseitigen  Anziehung  ihrer  Punkte  im  umgekehrten  Verhältnisse 
des  Quadrats  des  Abstandes  unterworfen  ist,  sobald  die  Umdrehungsge- 
schwindigkeit nicht  eine  gewisse  Gränze  überschreitet.  Diesseifs  der  G  ranze 
giebt  es  immer  zwei  Abplattungen  des  Ellipsoids,  welche  einer  gegebenen 
Geschwindigkeit  entsprechen,  jenseits  der  Gränze  ist  die  elliptische  Gestalt 
unmöglich.  Dafs  aber  die  elliptische  Gestnlt  die.  einzige  sey,  welche  dorn 
Znstande  des  Gleichgewichtes  zukommt,  ist  nur  in  dem  Falle  bewiesen, 
wenn  man  die  Abplattung  sehr  klein  annimmt  §.591. 

Anwendung  der  Formeln  des  vorhergehenden  §. ;  Fall ,  in  welchem  das 
Verhältnifs  der  Centrifugalkraft  zur  ganzen  Anziehung,  die  am  Aequntor 
statt  hat,   ein   sehr  kleiner  Bruch  ist,   wie  bei  der  Umdrehung  der  Erde 

§.592. 

Wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  Gleichgewich tssrhichten  bei  einer 
Flüssigkeit,  die  der  wechselseitigen  Wirkung  ihrer  verschiedenen  Punkte 
unterworfen  ist,  und  einer  Flüssigkeit,  deren  Punkte  durch  Kräfte  getrie- 
ben werden,  die  gegen  feste  gegebene  Mittelpunkte  gerichtet  sind   §.593. 

Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit,  deren  Pimkte  sich,  ihren  lyechselsei- 
tigen  Abständen  propor,tional,  anziehen  $.  594. 

Drittes   Kapitel.     Vom   Gleichgewichte  schwerer  Flüssigkeiten 

S.  429, 
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Gleichgewicht  einer  gleicliaitigen  Flüssigkeit,  die  in  eioein  Gefi&e 
enthalten  ist ;  der  Druclc  auf  den  Boden  des  Gefafses  ist  von  seiner  Ge- 
stall  unabhängig  §.  595. 

Gleichgewicht  mehrerer Flfissiglceiten»  die  übereinander  liegen';  Werth 
des  Druckes  auf  den  Boden  des  Gefafses  §.  596. 

Gesetz  des  Gfeichgewichtes  der  Flüssigkeiten,  die  in  communicierenden 
Gefafseu  enthalten  sind  §.  597. 

Aufzählung  der  hauptsächlichsten  Anwendungen,  deren  diese  Gesetze 
fabig  sind;    Heber,   hydraulische  Presse,  Barometer,  Pumpe 

Drucke  den  eine  Flüssigkeit  auf  eine  geneigte  ebene  Wand  ausübt; 
der  Mittelpunkt  des  Druckes  ist  immer  tiefer  als  der  Schwerpunkt   §.  599. 

Beispiele  der  Bestimmung  des  Mittelpunktes  des  Druckes  §.600. 

Druck ,  der  auf  einen  in  eine  Flüssigkeit  getanefiten  Körper  ausgeübt 
wird;  die  horizontalen  Drucke  heben  sich  auf,  Mittelkraft  der  verticalen 
Drucke  §.  601,  602  u.  603. 

GewichtsTerlust  eines  schweren  Körpers,  der  in  einer  Flüssigkeit  ab- 
gewogen wird;  Bestimmung  der  specifischen  Schwere,  vermittelst  der  by- 
drostatisciien  Wage  §.  604. 

Drucke  den  eine  Flüssigkeit  auf  die  ganze  Oberfläche  des  Gefafses,  in 

weichem  sie  entlialten   ist ,  ausübt ;    Princip  der  Reactionsmaschine 

§.605. 

VicHcs  Kapitel.      Ueber  das  Gleicligewicbl  und  die  Bewegung 

schwimmender  Körper  S.  449. 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  schwimmenden  Korpers;  geo- 
metrische Aufgabe ,  auf  welche  sich  die  Bestimmung  der  Lagen  des  Gleich* 
gewichtes  eines  gleichartigen  Körpers  r^dnciert  §.  606. 

Vollständige  Auflösung  dieser  Aufgabe,  im  Falle  eines  dreiseitigen 
Prisma,  das  horizontal  liegt  §.  607u.  608. 

Fall,  in  welchem  die  GrnndOäche  dieses  Prisma  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ist;  Fall,  in  welchem  sie  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  §.  609u.610. 

Gleichgewicht  eines  Prisma,  eines  Cy linders,  und  eines  Rotationskör- 
pers, in  einer  verticalen  Lage;   Anwendung  der  Aräometer  §.  OU. 

Regel  des  Me  tacentrums,  um  sidi  in  einem 'besonderen  Falle  von 
<ler  Dauer  des  Gleichgewichtes  eines  schwimmenden  Korpers  zu  überzeugen 

§.612. 

Anwendung   des   Princips   der  lebendigen  *Kr&fte   auf   die   Bewegung 
eioes  schwimmenden  Körpers   von  beliebiger  Gestalt ,    der  wenig  aus  einer 
Gleichgewichtslage  entfernt   worden  ist;    allgemeine  Bedingung  der  Dauer 
dieses  Gleichgewichtes  §.  613,  614,  615  u.  616. 

Bestimmung  der  kleinen  Schwingungen  eines  schwimmenden  Körpers, 
der  in  Beziehung  auf  einen  verticalen  Schnitt  symmetrisch  ist,  verticala 
Schwingungen  des  Schwerpunktes,  Schwingungen  des  Kör()ers  um  eine 
Ase,  die  durch  diesen  Punkt  gebt  und  auf  diesem  Schnitte  senkrecht 
stellt  §.  617U.618. 
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Fünftes  Kapitel,   lieber  barometrische  HöhenmessungeD  S.472. 

Der  barometrische  Druck  ist  dem  Gewichte  der  oberen  LtiHsaiile  gletdi ; 
seine  Verminderung  giebt  die  verticale  Höhe,  um  weiche  man  sich  erlioben 
hat,  an  g.  619. 

/  Masse  der  Atmosphäre,  vergliclien  mit  der  der  Erde;  Gräiize  der 
Holie  der  Atmospliare ,  Abnalmie  der  Temperatur,  so  wie  man  sich  über 
die  Erde  erliebt  ,  §.  620. 

Manometer;  Anwendung,  die  man  Ton  diesem  Instrumente  machen 
l^unnte ,  um  die  Intensitäten  der  Schwere  in  verschiedenen  Breiten  zu  messen 

S.62I. 

Bei  gleicher  Temperatur  ist  die  Dichtiglceit  einer  elastischen  Flüssig- 
l^eit  deut Drucke,  den  sie  erleidet,  proportional,  dies  i^t  das  Marioitesclie 
Gesetz  §.622. 

Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  die  Berechnung  der  Höhe  des  Wassers 
in  einer  Pumpe,  wenn  sich  unter  dem  Stempel  Luft  befindet  §.  623. 

Gleiche  und  gleichförmige  Ausdehnung  aller  Gasarten  durch  die  Dämpfe, 
für  gleiche  Temperaturgrade,  die  unter  einem  beständigen  Drucke  durch 
das  Luftthermometer  gemessen  werden^;  Coefficient  der  Ausdehnung  für 
jeden  Grad.  Dieser  allen  elastischen  Flussigkeiteu  gemeinschaftliche  Coef- 
ficient  ist  nicht  genau  constant,  wenn  die  Temperatur  durch  ein  Queck- 
Silberthermometer  gemessen  wird.  Gleichung,  welche  den  Druck  aU  Func- 
tion der  Dic(itigkeit  und  der  Temperatur  giebt«  Berechnung  des.yerhält- 
niäses  des  Druckes  zur  Dichtigkeit,  bei  völlig  trockener  Luft,  und  bei  Luft, 
die  im  Maximum  der  Feuchti;;keit  ist»  für  die  Temperatur  Null  §.  624  u.  625. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  einer  verticaleu  Luftsäule,  Gesetz  des 
Druckes  und  der  Dichtigkeit,  man  zeigt,  dafs  das  ganze  Gewicht  der 
Säule  dem  unteren  Drucke  gleich  ist  §.  626. 

Bewegung  eines  Ballons ,  der  sieh  in  die  Luft  erbebt  §.  627. 

Formel,  um  die  Höhen  durch  Beobachtung  des  Barometers  zu  messen; 
Der  constante  Coefficient  dieser  Formel  stimmt  mit  dem  Mittel  aus  einer 
grofäen  Anzahl  von  trigonometrisch  gemessenen  Höhen  zusammen     §.  628. 

Aenderung,  die  man,  nach  der  Bemerkung  des  g.  255,  in  dieser  For- 
mel anbringen  mufs,  wenn  man  sie  zur  Berechnung  der  Höhe  eines  Ortes 
anwenden  will,  der  über  der  Meeresfläche  liegt,  Beispiel  dieser  Rechnung 

§,  629. 

Andere  Formel,  die  weniger  genau,  aber  einfacher  als  die  vorherge- 
hende ist,  und  für  die  gewöhnlichen  Anwendungen  hinreicht;  wie  man 
statt  .der  Beobachtung  des  Barometers,  die  des  Grades,  bei  welchem  das 
Wasser  in  verschiedenen  Höhen  siedet,   anwenden  kann  $.630. 

Bemerkungen  hinsichtlich  der  Dichtigkeit  und  der  elastisclien  Kraft, 
oder  der  Spannung  der  Dämpfe.  Formel,  welche  die  Dichtigkeit  der 
feuchten  Luft,  vermittelst  der  Spannung  des  Wasserdampfes,  die  sie  ent- 
hält,   und  die  Dichtigkeit  der  völlig  trockenen  Luft  angiebt  §.  631. 

Vergleichung  der  wäfsrigen  Atmosphäre,  die  sich  bilden  würde,  wenn 
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iiflsere  Atmosphäre  nicht  vorhanden  wäre,  mit  der  Dempfmenge,  die  unsere 
Atmosphäre  enthalten  iiann  §.  d3S. 

Seclisles  KapileK     lieber  die  elastische  Kraft  und  die  Wärine 
der  Gasarten  S.  494« 

Fall ,  in  weleliem  man  die  Aenderangen  des  Dnirlces  nnd  der  Tempe« 
nitur  einer  Gasart  iLennen  muf«,  welche  durch  die  Aeuderangen  der  Dich- 
tigkeit,   oline   dals  sich  die  >Värmemenge  ändert,   hervorgebracht  werden 

§.  633. 

Bestimmung  der  speciiisriien  Warme,  sowold  bei  beständigem  Volumenf 
als  auch  bei  bestandigem  Drucl^e;  partielle  DifferentialgleichuBg,  von  wel- 
cher die  als  Function  des  Drucltes  und  der  Dichtigkeit  gegebene  Wärme- 
meuge  abhängt  S*  634. 

Ver^ucli  zur  Bestimmung  der  Wärmezunahme  einer  Gasart,  die  einer 
geringen  Verdichtung  ohne  Wärmeverlust  entspricht  Numerische  Berech- 
nung dieser  Wärmezunahme ,  die  man  aus  der  Geschwindigl^eit  des  Schalles 
ableiten  kann  S-  635. 

Wie  diese  Wärmeznnahme  mit  dem  Verliältnisse  der  zwei  specifischea 
Wärmen  der  Gnsart  verbunden  ist;  verschiedene  durch  die  Erfahrung  be- 
stimmte Werthe  dieses  VerliäUnisses.  Man  betrachtet  sie  als  unabliängig 
ron  der  Temperatur  und  dem  Drucke  in  der  atmosphärischen  Lufl^ 

§.  636  u.  63T. 

Integration  der  Gleichung  des  g.  634,  unter  der  Voraussetzung  dieses 
beständigen  Verhältnisses,  Gesetze  der  als  Functionen  der  Dichtigkeit  ge-> 
gebenen  Temperatur  und  Druckes,  wenn  die  Wärmemenge  unveränderlich 
ist  §.  638. 

Ausdruck  der  Wärmemedge  als  Function  der  Temperatur  nnd  der 
Dichtigkeit ,  unter  der  Voraussetzung ,  dafs  die  specifische  Wärme  des  Gases 
TOD  der  durch  ein  Luftthermometer  gemessenen  Temperatur  unabhängig  ist. 
Specifische  Wärme  als  Function  des  Druckes.  Anwendung  auf  die  atmosphä- 
rische Lufr.  Verhältnifs  der  Wärmemengen,  welche  dasselbe  Volumen  Luft, 
Doter  verschiedenem  Drucke,  verliert,  dieses  Veriiältnifs  wird  durch  die. 
Er&bning  bestätigt  ^  §.  639. 

Anwendulig  der  vorhergehenden  Formeln  auf  den  Wasserdampf;  Be- 
nerkang  rucksichtlich  der  Dampfmaschinen  mit  hohem  Drucke  $.640  U.64L 

Bewegung  des  Kolbens  in  einer  Dampfmaschine.  Zustand  des  Dampfes 
in  einem  beliebigen  Augenblicke.  Beredmnng  der  lebendigen  Kraft,  welche 
das  Sinken  oder  Steigen  des  Kolbens  hervorbringt,  Expansion  des  Dampfes 

§.  642. 

Die  elastische  Kraft  der  Mischung  verschiedener  Gasarten  ist  der 
Somme  der  elastischen  Kräfte  dieser  FInssigkeiten  gleich.  Gleichung, 
welche  die  specifische  Warme  der  Mischung  in  gegebenen  Verhältnissen 
ans  der .  der  gemischten  Gasarten  bestimmt.  Das  Verhältnifs  der  spectfi- 
schen  Wärmen  bei  beständigem  Drucke  und  Volumen  kann  nicht  von  dem 
Drucke  in  den  gemischten  Gasarten  unaiihängig  seyn  §.  643  u.  644. 
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SechstesBucli« 

Hydrodynamik. 

Erstes   Kapitel.     Allgemeine    Gleichungen    dei^    Bewegung    der 
Flüssigkeiten  S.  513. 

Gegenstand  der  Hydrodynamik;  Bemerkung  riicksichtlicli  der 
cliarakteristisclien  Eigenscliaft  der  Flüssigkeiten,  auf  welcher  die  allgemei- 
nen Gleichungen  des  Gleichgewichtes  der  Flüssigkeiten  beruhen.  Ver- 
gleichung  zwischen  dieser  Eigenschaft  und  dem  Mariotteschen  .Gesetze.  In 
diesem  Lehrbuche  wird  angenommen,  dafs  diese  Eigenschaft  im  Zustande 
der  Bewegung  statt  hat  §  645. 

Ausdruck  der  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  der  Flüs* 
sigk^it  in  einem  beliebigen  Punkte  und  in  einem  beliebigen  Augenblicke. 
Unendlich  kleine  Zunahmen  dieser  Seitengeschwindigkeiten  für  denselben 
Punkt  der  Flüssigkeit  ^Zunahme  der  Dichtigkeit,  und,  allgemein,  einer 
beliebigen  Function  der  Zeit,  und  der  drei  Coordtuaten,  die  man  als  Func- 
tionen der  Zeit  betraclitet  §.  646. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  die  man  aus 
den  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  vermittelst  des  D'AIembert'schen 
Princips  findet.  Gleichung  für  die  freie  Oberfiäche  einer  sich  bewegenden 
Flüssigkeit.  §.647. 

Vierte  Gleichung  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  ihre  Zerlegung  in 
zwei  andere,  wenn  es  tropfbare  Flüssigkeiten  sind,  >Verth  des  Druckes  als 
Function  der  Temperatur  und   der  Dichtigkeit   für   elastische   Flu^^sigkeiten 

§.  648  u.  649. 

Bei  einer  sich  bewegenden  Flüssigkeit,  deren  Temperatur  sich  von 
einem  Punkte  zum  anderen  und  mit  der  Zeit  ändert,  hängt  die  Vertheilung 
der  >Värme  von  derselben  Gleichung  ab,  wie  bei  einem  fe.>ten  ungleich- 
artigen Korper;  bei  einer  elastischen  Flüssigkeit  mufs  diese  Gleichung 
durch  eine  andere  ersetzt  werden,  deren  Bildung  angegeben  wird     §.650. 

Es  wird  erklärt,  weswegen  die  vierte  Gleichung  der  Bewegung  der 
Flüssigkeiten  die  Gleichung  der  Stätigkeit  genannt  wird.  Bei- 
spiele der  Bewegung,   in  welchen  sie  nicht  statt  hat  §.651. 

Bedingungen  für  die  Oberflache  der  Flüssigkeiten,  die  man  gewöhnlich 
zu  den  Gleichungen  ihrer  Bewegung,  in  den  verschiedenen  Aufgaben  der 
Hydrodynamik,  hinzufügt  §.652. 

Reduction  der  Gleichungen  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  auf  eine 
geringere  Zahl   und   einfachere   Form,  in   einem    sehr  ausgedehnten   Falle 

§.  653. 

Man  beweist  im  Altgemeinen,  dafs,  wenn  die' Bedingung,  welche, 
damit  diese  Reduction  mugiich  seyn  soll,  erforderlich  ist,  im  Anfange  der 
Bewegung  statt  hat,  sie  aucli  während  ihrer  ganzen  Dauer  statt  haben 
wird  §•  654. 

Bewegung  einer  Flüssigkeit ,  die  sich ,  ohne  ihre  Gestaltx  zu  ändern. 
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um  eine  feste  Axe  drelit;  mao  findet  aos  deo  allgemeiaeft  Gesetsen  der 
Hjrdrodjoamik  die  Gleichung  der  Oberfläche  wieder,  die  man  frfiher  (§.589) 
attft  dem  Gleichgewichte  der  Centrifngalkrafte,  welclie  mit  den  bewegenden 
Kräften  der  Punkte  der  Flüssigkeit  verbunden  sind,  gefunden  hatte  S*  655- 

Zweites  Kapitel.    lieber  die  FortpflioizuDg  des  Schalles  S.535« 

Angabe  der  Werke,  in  welctien  man  die  wesentlichsten  Resultate  findet, 
die  bis  jetzt  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten abgeleitet  worden  sind  g.  6&S. 

Partielle  DIfferetitialgleichung,  von  welcher  die  Theorie  des  Schalls 
abhängt ,  unter  der  Voraussetzung  des  §•  fi^  i  welche  auf  die  zwei  beson- 
deren za  betrachtenden  Falle  pafdt  g,  657. 

Fall,  in  welchem  die  Luft  in  einer  cgrlindrischen  Röhre  enthalten  ist, 
die  Bewegung  ist  dieselbe,  wie  nach  der  Länge  eines  elastischen  Stabes. 
¥fie  die  Terschiedenen  Tone  eines  Blaselnstmments  dazu  dienen  können, 
das  Yerhältnifs  der  specifischen  Wärmen,  bei  beständigem  Volumen  und 
unter  beständigem  Drucke,  für  die  verschiedenen  Gasarten,  die  man  in 
dem  Instrumente  schwingen  läfst,   zu  bestimmen  S*^^^* 

Fortpflanzung  des  Schalls  in  freier  Luft,  wenn  die  Bewegung  nach 
allen  Richtungen  um  den  Mittelpunkt  der  l^rschütterung  ähnlich  ist.  Ge- 
Rblossenea  Integral  der  auf  diese  Bewegung  bezuglichen  Gleichung;  Be* 
Stimmung  der  zwei  willkührlicben  Functionen,  welche  es  enthält 

S.  659  u.  660. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  Fortpflanzung  ist  dieselbe,  wie  in  einer 
cjlindrischen  Rohre;  Intensität  des  Schalls  in  einem  grofsen  Abstände  vom 
Orte  der  Erschütterung ;  sie  hängt,  bei  sonst  gleichen  Umständen,  von  der 
Dichtigkeit  der  Luft  an  dieser  Stelle  ab.  Woraus  man,  nach  Euler,  den 
Unterschied  zwischen  einer  Sylbe  und  der  anderen,  die  mit  derselben  Kraft 
und  demselben  Tone  gesungen  werden,  ableiten  kann  $.661. 

Nebeneinanderbestehen  der  Tone  in  einer  Lnftmasse,  die  zu  gleicher 
Zeit  an  verschiedenen  Stellen  ersdinttert  wird  §.  662. 

Reflexion  des  Schalles  auf  einer  festen  Ebene,  die  sich  nach  allen 
Richtungen  unbegränzt   ausdehnt  §«663. 

Numerische  Angabe  der  Gescliwindigkett   des  Schalles  in   der  Luft,  > 
Vergleichung  des  Resultats  dieser  Rechnung  mit  dem   der  B^obaditung 

§.  664. 

Unterschied  zwischen  der  Newton'scheu  und  Laplace'schen  Formel  für 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles;  warum  sich  der  Schau  in  Dämpfen,  die 
im  Maximum  der  Dichtigkeit  sind ,   fortpflanzt  §.  665. 

Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  des  Schalles  im  Wasser        §.  666. 

Drittes  Kapitel.     Ueber  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  unter 

einer  besonderen  Voraussetzung  8.  557. 

Es  wird  erläutert,     worin  diese  Voraussetzung  besteht,  die  nur  zii 

einer  genäherten  Auflösung   führen  kann,   sie  ist  unter  t)em  Namen  der 
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Hypothese  des  Parallelisqins  der  Scliieliten  bekannt  Die  Auf- 
gabe wird  dadnrch  anf  die  Bestimmung  zweier  Onbelcannten ,  nemlich  des 
Druckes  und  der  GeichwiDdigkeit  Jeder  Sehiclite  reduciert  §.  66T. 

Formeln,  welche  diese  beiden  Unbekannten  für  einen  beliebigen  Punkt 
des  Gefäfses  angeben,  ans  welebem  die  Flüssigkeit  durch  eine  horizontale 
OeffnuDg  flisfst,  Yoransgesetzt ,  dafs  mas  die  Geschwindigkeit  kennt,  die 
an  dieser  Oeffaung  statt  hat  §.  668.  u.  669. 

Differentialgleichongen ,  von  welclien  diese  Geschwindigkeit  qnd  die 
Hohe  des  rsiveao  der  Flüssigkeit  über  der  Oeffnmig  abhangt  §.  ^70. 

Vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  und  Berechnung  der  Ausflufsmenge 
in  dem  Falle,  wenn  das  Niveau  der  Flüssigkeit  auf  einer  beständigen  Höhe 
eriteltea  wird  §.  67K 

Fall ,  in  welchem  das  Niveau  veränderlich  Ist ,  Anwendung  auf  die  Be> 
wegung  des  Wassers,  welches  durch  eine  hociaontale  Oeffnung  aus  einem 
Cylinder  fliefst  §.  672  u.  673. 

Besondere  Unterjincbang  des  Falles ,  wenn  die  Oeffnung  sehr  klein  ist. 
Lehrsatz  in  Beziehung  auf  die  Geschwindigkeit  der  Fliissigkeit  an  dieser 
Oeffnung,  die  horizontal  oder  geneigt  seyn  kann  §.674  u.675. 

Die  beobachtete  Ausflufsmenge  bt  sebr  von  derjenigen  verschieden, 
welche  sich  ans  diesem  Lehrsatze  ergiebt,  wenn  die  Oefiiiung  in  einer 
dünnen  Wand  ist.  Erklärung  dieses  Unterschiedes ,  Zusaramenziehung 
des  Wasserstraiils,  Zunahme  der  Ausflufsmenge  bei  einer  Einsatzröhre  §.  676. 

Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit,  die  ans  einem  Gefafse  durch 
eine  Oeffiiung  fliefst,  unter  der  Voraussetzung  des  Parallelisrous  der  Schich- 
ten, Schneliigkeit  des  «Ausflusses;  Fall,  in  welcliem  die  Oeffnnng  sehr 
klein  ist       >  §.  677  u.  678. 

Zusatz 

rücksichtlicli  des  Gebrauches  des  Frindps  der  lebendigen  Kräfte 
bei  der  Berechnung  von  Maschinen ;   die  in  Bewegung  sind 

8.  577. 

Gegenstand  dieses  Zusatzes  §.679. 

Erklärung  der  bewegenden  und  widerstehenden  Kräfte,  Dif- 
ferentialgleichung, welche  hinreicht»  um  die  Bewegung  einer  Maschine  zu 
bestimmen.  Umbildung  dieser  Gleichung,  in  welcher  diese  zwei  Arten  von 
Kräften  von  einander  unterschieden  werden  §.  680  n.  68] . 

Gleichung  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte  in  der  Form,  in  welcher 
man  sie  bei  der  Berechnung  der  Maschinen ,  wenn  sie  In  Bewegung  sind, 
anwendet.  Erklärung  der  Gröfse  der  elementaren,  der  bewegen- 
den und  der  widerstehenden  Arbeit  §.682. 

Gr5f?e  der  Arbeit,  welche  vom  Sinken  oder  Steigen  eines  Gewich- 
tes herrührt,  dynamische  Einheit,  Maafs  einer  beliebigen  Arbeits- 
menge und  einer  beliebigen  lebendigen  Kraft,  in  dynamischen  Einheiten 
ausgedrückt  §.  683. 
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Gletchnngeo,  welche  statt  liaben,  wenn  eine  Maichioe  Ton  Znstande 
der  Robe  ausgeht  nnd  tu  einen  dauernden  Znstand  gekommen  ist,  Be- 
trachtung der  Reibwg  and  anderer  "Widerstände,  allgemeine  Wirkung  ei- 
ner Maschine  §»  684. 

Erklärung  nnd  Gebreneh  des  Flu  gelt  bei  den  Maschinen       S-^^^- 

Scliädliche  Wirkungen  der  Stöfse  und  der  plötzlichen  Aeaderungen  der 
Geschwiadigkeit  bei  den  Maschinen  §.  686- 

Die  allmäliche  Verminderung  der  lebendigen  Kraft,  welclie  von  den 
Reibmigen  und  den  Widerständen  der  Mittel  herrührt,  kann  auch  dadurch 
erzeugt  werden,  dafs  sieh  ein  Theil  der  Bewegung  den  Unterlagen  der 
Maschine  mittheilt.  BetspieF  dieser  Wirkung.  Diese  verschiedenen  Ur- 
sachen heben  die  lebendige  Kraft  gänzlich  auf  und  bringen  zuletzt  die 
Maschinen  in  den  Zustand  der  Ruhe  zurück,  wenn  die  bewegenden  Kräfte 
nicht  mehr  wirken  §.  687. 

Bemerkung  rücksichtlich  der  Arbeit  eines  Mensclien  oder  eines  Tliio* 
res,  welches  sich  bewegt  und  eine  Last  auf  einer  horizontalen  oder  ge- 
neigten Fläche  trägt  oder  zieht  §.  686. 

Unterschiede  zwischen  den  gemeinschaftlichen  und  besonderen  Ge- 
schwindigkeiten der  verschiedenen  Punkte  einer  sich  bewegenden  Maschine 

S.  689, 

Verwandlung  der  allgemeinen  Formel  des  $.  531 ,  In  welcher  man  die 
verschiedenen  Arten  von  Kräften ,  welche  auf  die  Punkte  eines  beliebigen 
Systems  von  Kräften  wirken ,  unterscheidet.  §.  690. 

Anwendung  dieser  neuen  Formel  auf  den  Fall ,  wenn  man  nach  einan- 
der für  die  Verrfickungen  dieser  Punkte,  diejenigen,  welche  sich  aus  ihren 
absoluten  Geschwindigkeiten  und  diejenigen,  welche  sicli  aus  ihren  relativen 
Geschwindigkeiten  ergeben ,  nimmt.  §.  691  n.  692. 

Gleichung  der  lebendigen  Kräfte,  die  von  den  relativen  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  einer  Maschine  herrühren.  Gleichung,  die  sich  aas 
der  Verbindung  der  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte,  die  von  den  ab- 
soluten Geschwindigkeiten  herrühren ,  und  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kräfte,  die  von  den  relativen  Geschwindigkeiten  herrühren,  ergiebt.  An* 
dere  Gleichung,  die  man  in  einem  besonderen  Falle,  aus  der  vorherge- 
benden ableiten  nnd  als  an  und  für  sich  einleuchtend  ansehen  kann. 

§.  698  u.  694. 

Anwendung  dieser  letzten  Gleichung  auf  den  Stofs  eines  festen  Kör- 
pers gegen  eine  Ebene  und  auf. den  Druck  eines  schweren  Körpers  gegen 
me  Ebene,  die  eine  gegebene  Geschwindigkeit  hat  §.695. 

Anwendung  dieser  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Druckes  eines  sich 
bewegenden  Wasserstrahls  gegen  eine  ruhende  oder  sich  bewegende  Ebene, 
die  gegen  seine  Richtung  geneigt  ist,  oder  darauf  senkrecht  steht    §.  696. 


^ 
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In  den  KupfertaFeln  zum  ersten  Bande  lese  man 

Taf.  II ,  Fig.  25  rechts  M,  statt  M 

ebend.  Fig.  2T  gehört  der  Buchstabe  JV  in  den  Borchscbnittspunkt  der 
Linie  MP  nnd  CB. 

Fig.  3T  setze  man  den  Buchstaben  H  an  den  Ponkt  der  Linie  Mji^  von 
welchem  nach  M'  eine  Linie  gezogen  ist 
Taf.  m,  Fig.  53  links  N'  statt  N. 


Viertes     Buch. 
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Zweiter    Theil. 
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Erstes   Kapitel. 
Allgemeines  Princip  der    Dynamik, 

350. 
Wenn  materielle  Punkte,  die  von  gegebenen  Kräften 
getrieben  -werden,  auf  irgend  eine  Weise  mit  einander  ver- 
bunden sind;  8o  haben  sie,  in  jedem  Augenblicke,  unendlich 
kleine  Geschwindigkeiten^  die  von  denjenigen  verschieden  sind, 
die  diese  Kräfte  ihnen,  wenn  sie  frei  wären,  mittheilen 
\fiirden.  Sind  diese  Kräfte  bekannt,  so  sind  es  diese  letzte- 
ren Geschwindigkeiten  ebenfalls,  und  die  allgemeine  Aufgabe 
der  Dynamik  besteht  darin,  aus  denselben,  der  Grüfse  und 
Richtung  nach,  die  Zunahmen  der  Geschwindigkeit,  die  wirk- 
lich statt  haben,  abzuleiten.  Ihre  Auflösung  hängt  von  einem 
sehr  einfachen  Grundsatze  ab,  den  man  d'Alembert  verdankt, 
und  vermittelst  dessen  man.  alle  Fragen,  die  sich  auf  die 
Bewegung  beziehen,  auf  einfache  Fragen  des  Gleichgewichtes 
zurückführt,  welche  letzteren  immer  durch  die  im  vorher- 
gehenden Buche  erläuterten  Regeln  aufgelöst  werden  können« 
Um  dieses  Princip  bestimmt  auszudrücken,  sey  ni  die 
Masse  eines  der  materiellen  Punkte,  die  man  betrachtet,  und 
u%  die  Gesclrwindigkeit,  welche  die  ihn  treibende  Kraft  ihm 
in  der  unendlich  kleinen  Zeit  r  mittheilen  würde,  wenn  er 
frei  wäre.  Man  nenne  qi;  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
die  während  dieses  Augenblickes  statt  haben  wird,  und  deren 


Richtung,  im  Allgemeinen,  von  der  der  gegebenen  Geschwin- 
digkeit UT  verschieden  seyn  wird.  Verniillelst  der  Regel  des 
Parallelogramms  der  Kräfte,  die  auch  auf  die  Geschwindig- 
keiten anwendbar  ist  ($♦  145),  zerlege  man  ut  in  zwei  andere 
Geschwindigkeiten,  von  welchen  die  eine  qv  seyn  soll,  die 
andere  durch  pv  vorgestellt  werden  möge.  Das  IVIaafs  der  an 
den  bewegten  Funkt  angebrachten  bewegenden  Kraft  ist  /«w, 
die  bewegenden  Kräfte,  welche  die  Gesch windigkeilen  gr  und 
pr  hervorbringen,  werden  mq  und  mp  zum  Maafse  haben, 
und  wir  können  die  gegebene  Kraft  mu  als  die  Mittelkraft 
der  Kraft  mq^  von  welcher  die  wirklich  statt  findende  Zu- 
nahme der  Geschwindigkeit  herrührt,  und  der  Kraft  m/7, 
deren  Wirkung  durch  die  Verbindung  der  Punkte  des  Systems 
aufgehoben  wird,  ansehen.  Pie  letztere  Kraft-  nennen  wir 
die  verlorene. 

INIan  bezeichne  durch  dieselben  aber  accentierten  Buchsta- 
ben, nemlich  m',  u\  q',  p^'^  in'\  u'\  q'\  p''  u.  s.  w.,  die  den 
Gröfsen  m,  w,  q,  p  analogen  Gröfsen,  welche  den  anderen 
Punkten  des  Systems  entsprechen.  Wie  auch  ihre  Anzahl  und 
ihre  wechselseitige  Verbindung  beschaffen  sey,  so  ist  es  immer 
dnleuclitend,  dafs  die  verlorenen  Kräfte  mp,  ni'p\  rn^'p".,^ 
sich  im  Gleichgewichte  halten  müssen.  Denn  hätte  dieses 
Gleichgewicht  nicht  statt,  so  würden  diese  Kräfle  gewisse  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeiten  während  der  Zeit  t  hervor- 
bringen, und  qVf  q'%'y  ^'Vu.  s.  w.  w^ären  daher,  gegen  die 
Voraussetzung,  nicht  mehr  die  Zunahmen  der  Geschwindigkeit, 
die  wirklich  statt  haben. 

Hierin  besteht  das  Princip  d'Alembert's.  Stall  der  Kräfte 
mp,  vi' p\  m"p"  U.S.W,  kann  man  auch  in  den  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  des  Systems ,  das  man  betrachtet ,  die 
Gröfsen  der  Bewegung  mp-r,  ni'p^i,  m''p"T...,  die  ihnen 
proportional  sind,  betrachten,  und  man  sagt  alsdann,  dafs  die 
unendlich  kleinen  Gröfsen  der  Bewegung,  welche  alle  l\inkte 
des  Systems ,  in  Folge  ihrer  wechselseitigen  Verbindung,  in 
fedem  Augenblicke  verlieren,  im  Gleichgewichte  sind. 

351. 
'  INIan  kann  diesen  allgemeinen  Satz  in  einen  anderen  um- 
wandeln,   det  oft  bequemer  seyn  wird. 
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Man    bemerke   nemlicli^    daf«,    weil  mu    die  Mittelkraft 
Yon  mq  und  mp  ist,  auch  jed^  dieser  Seitenkräfte,  die  zweite 
z.  B.,  die   Mittelkraft  von  mu  und  der  anderen  Seitenkraft 
mg,  die  in  dem   ihrer    Richtung   entgegengesetzten  Sinne  ge- 
nommen werden  niufs,  ist.     Ersetzt  man  daher  jede  der  ver- 
lorenen Kräfte    mp,  mp',  m"p\..  durch    die   zwei  Kräfte, 
deren  Mittelkraft  sie  ist,  so  sieht  man,  dafs  das  d'Alernbert'sche 
Princip   darauf  zurückkommt,   dal's   immer    zwischen   den  ge- 
gebenen Kräften,  die  auf  alle  Punkte  eines  Systems  materieller 
«ick  bewegender  Punkte  wirken ,  und  den  Kräften ,   von  wel- 
chen  die    unendlich   kleinen    Zunahmen   der   Geschwindigkeit, 
die  in  jedem  Augenblicke  statt  haben,  herrühren,  Gleichgewiclit 
«latt  findet,    wenn  diese   letzteren  Kräfte  in  dem  ihren  Rich- 
tungen entgegengesetzten  Sinne  genommen  werden.     Man  kann, 
wenn  man  will,   die   ersteren  Kräfte    durch   die  Grofsen   der 
Bewegung  muTj  mu%^  m'u"%..,y   und  die  letzteren  durch 
wyr,  m  q  Ty  m"q*%  u.  s.  w.  ersetzen,   indem  man  jeder  der 
Geschwindigkeiten   gr,  5',  5"...    eine  ilu-er   eignen  entgegenge- 
setzte Richtung  giebt  uüd  den  Geschwindigkeiten  1/,  u\  u\.. 
Are  Richtungen  läfst. 

Dieser  zweite  Ausdruck  des  Princips  hat  den  Vorlheil, 
aafs  er  unmittelbar  zu  Gleichungen  zwischen  den  Unbekannten 
?>  9 ,  gr  . . .  und  den  gegebenen  Gröfsen  der  Aufgabe,  nemlich 
den  Geschwindigkeiten  «/,  u\  u\ . .  führt.  Diese  Gleichungen 
ergeben  sich  theils  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes, 
tbeils  aus  den  Verbindungen,  die  in  jedem  Falle  zwischen^ 
den  Punkten  des  Systems  statt  haben ;  ihre  Anzahl  ist  immer 
sO  grofs,  wie  die  der  Coordinaten  aller  dieser  Punkte  ({•  342), 
oöd  daher  ebenso  grofs,  wie  die  der  Seitenkräfte  der  Ge- 
scliwindigkeiten  g,  q\  g"...)  die  den  Axen  dieser  Coordinaten 
parallel  sind,  so  dafs  sie,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die 
Zunahmen  der  Geschwindigkeit  aller  Punkte  in  jedem  Augen- 
Wicke  angeben,  was,  wie  oben  gesagt  wurde,  die  allgemeine 
AoBösung  der  Aufgabe  der  Dynamik  ist.  Von  diesen  unend- 
^^  kleinen  Zunahmen n  zu  den  Gesdi windigkeiten  und  den 
^^  Functionen  der  Zeit  ausgedrückten  Coordinaten  des  be- 
^vegten  Punktes  zurück  zu  gehen,  ist  eine  Frage  der  late- 
Nreebnung. 


I  * 


352. 

Siud  die  Kräfte  mq^  mq'fm'q'..*  besllmmt  und  ttiftn 
nlninit  sie  in  dem  ihren  Richtungen  entgegengesetzten  Sinne 
und  setzt  sie  mit  den  gegebenen  Kräften  mw,  m  u\  m  u\,, 
zusammen,  so  hat  man  die  verlorenen  Kräfte  mp,  mp\  m'p* ... 
Von  diesen  letzten  Kräften  rühren  die  Spannungen  der  Fäden, 
der  elastischen  Stäbe  und  aller  physischen  Verbindungen,  die 
zwischen  verschiedenen  Punkten  eines  Systems  statt  finden 
können ,  her ,  so  wie  auch  die  auf  die  gegebenen  Oberflächen 
oder  krummen  Linien,  auf  welchen  die  Punkte  zu  bleiben 
gezwungen  seyn  können,  ausgeübten  Drucke,  und  nach  dem 
ersten  Ausdrucke  des  d'Alembert'schen  Satzes  kann  man  diese 
Drucke  oder  Spannungen,  im  Zustande  der  ßewegung  des 
Systems,  durch  die  auf  die  verlorenen  Kräfte  angewandten 
Kegeln  der  Statik  bestimmen  {§.  343). 

Während  der  Bewegung^  wird  daher  ein  Theil  der  gege- 
benen Kraft,  die  auf  jeden  beweglichen  Punkt  wirkt,  dazu 
verwandt,  die  Bewegung  zu  ändern  und  hat  keinen  Einflufs 
auf  die  Drucke  oder  Spannungen  die  vorkommen;  der  andere 
Theil,  den  man  als  aufgehoben  oder  verloren  ansieht,  bringt 
diese  Spannungen  oder  Drucke  hervor  und  hat  keinen  Einflufs 
auf  die  Geschwindigkeit.  Ist  das  System  zu  einem  dauernden 
Zustande  gelangt ,  in  welchem  alle  Punkte ,  aus  denen  es  be- 
steht, sich  gleichförmig  bew^egen,  so  ist  der  erste  Theil  Null 
und  die  ganze  Kraft  ist  aufgehoben,  d.  h.  sie  wird  dazu 
verwandt,  gegen  die  festen  Widerstände  zu  drücken  und  die 
Spannungen  der  physischen  Verbindungen  hervorzubringen^ 
als  wenn  das  System  im  Gleichgewichte  wäre. 

Man  nehme  hiernach  an ,  es  bewege  sich  ein ,  Seil  nach 
seiner  Länge  und  es  wirken  gegebene  Kräfte  an  seinen  beiden 
Enden  nach  seinen  Verlängerungen.  Bleibt  diese  Bewegung 
gleichförmig,  so  sind  die  beiden  Kräfle  gleich,  und  ihr  gemein- 
schaftlicher Werth  drückt  die  Spannung  des  Seils  aus;  sind 
dagegen  die  beiden  Kräfte  ungleich,  so  wird  der  Uebei^schufs 
der  gröfseren  über  die  geringere  dazu  verwandt,  die  Bewegung 
des  Seils  zu  beschleunigen  oder  zu  verzögern ,  und  das  MaaTs 
seiner  Spannung  ist:  der  durch  die  kleinere  Kraft  aufgehobene 
Theil  der  gröfseren,  oder  der  kleineren  gleich  und  entgegen- 
gesetzt.     Zieht  z.  B.   ein   Pferd    eine  Last  auf  einem  Wege 


und  bleibt  die  Bewegung  des  Systems  gleicb förmig ,  so  ist 
die  Kraft,  welche  das  Pferd  dem  Wege  parallel  anwenden 
mufs^  dem  nacb  dieser  Richtung  zerlegten  Gewichte  der  Last 
sammt  der  Reibung  der  Last  gegen  den  Weg  gleich«  Diese 
Kraft  bleibt  dieselbe,  wenn  sich  der  Zustand  des  Weges  und 
seine  Neigung  nicht  ändern.  Ist  das  Pferd  vermittelst  meh- 
rerer Seile,  die  unter  sich  und  mit  dem  Wege  parallel  sind, 
mit  der  Last  verbunden,  so  ist  der  ganze  Kraftaufwand  der 
Summe  der  Spannungen  aller  dieser  Seile  gleich,  und  in  der 
Praxis  mifat  man  die  an  jedem  Seile  angewandte  Kraft  durch 
die  Aasdehnung  einer  nach  seiner  Länge  eingesetzten  Feder« 
Nimmt  die  Kraft  dfis  Tliieres  zu  oder  ab,  während  sich  die 
Neigung  und  der  Zustand  des  Weges  nicht  ändern,  so  wird 
die  Bewegung  des  Systems  sclmeller  oder  langsamer,  ohne 
dafs  die  Spannungen  irgend  eine  Aenderung  erleiden.  Ist  der 
Weg  horizontal,  die  Reibung  unmerklich  und  die  Bewegung 
gleichförmig  y  so  braucht  das  Pferd  keine  Kraft  weiter  anzu- 
wenden, als  diejenige,  welche  für  seinen  eigenen  Gang  noth- 
wendig  ist:  es  übt  gar  keine  Kraft  nach  der  Richtung  der 
an  die  Last  befestigten  Seile  ^us  und  die  Spannungen  dersel- 
ben sind  immer  Null, 

353. 

Das  d^Alembert'sche  Princip  hat  auch  in  Beziehung  auf 
endliche  Gröfsen  der  Bewegung  statt,  welche  die  auf  gewisse 
Weise  mit  einander  verbundenen  Körper  verlieren  und  aiuf 
welche  man  gleichzeitige  Stöfse  wirken  läfst,  die  nichts  An- 
deres sind  als  bewegende  Kräfte,  die  mit  sehr  grofser  Inten- 
sität und  während  eines  sehr  kleinen  Zeitraums  auf  die  Kör- 
per wh'ken  (f.  126). 

Man  nehme  daher  an,  es  vmke  eine  Kraft  dieser  Art 
suf  einen  Punkt,  dessen  Masse  m  ist,  während  einer  endlichen 
aber  hinlänglich  kleinen  Zeit,  damit  der  Punkt  m  und  alle 
anderen  Punkte  des  Systems  während  dieser  Zeit  ihre  Lage 
nicht  merklich  ändern.  Man  bezeichne  diese  Zeit  durch  e, 
wnd  durch  U  die  endliche  Geschwindigkeit,  welche  diese 
Kraft  dem  Punkte  m,  wenn  er  ft^i  wäre,  mittheilen  würde. 
Auch  sey  Q  die  Geschwindigkeit,  welche  sie  ihm  wirklich 
miftheilt,   so  dafs    er  am  Ende  der  Zeit  b  von  der  Gesdiwin- 


digkeit,  die  er  früher  hatte,  von  der  Geschwindigkeit  Q  und 
der,  die  ihm  während  dieser  Zeit  durch  die  bewegenden 
Krade  niitgetheilt  wurde,  die  unabhängig  von  den  Stöfscu 
auf  das  System  wirken  können,  getrieben  wird.  Man  zerlege 
die  Geschwindigkeit  U  in  zwei  andere,  von  denen  die  eine 
gleich  Q  seyn,  die  andere  durch  P  bezeichnet  werden  soll. 
Man  mache  ähnliche  Voraussetzungen  in  Beziehung  auf  die 
anderen  Punkte  m\  Tn'\...  des  Systems,  und  bezeichne,  in 
Beziehung  auf  diese  Punkte,  durch  17',  <?',  P',  i7",  Q",  P"... 
die  den  Gröfsen  C/,  Q,  P...  analogen  Gröfsen.  Es  wird  in 
dem  Systeme,  sowohl  am  Anfange  als  am  Ende  der  Zeit  ^, 
zwischen  den  verlorenen  Gröfsen  der  Bewegung  rnP,  m  P\ 
?n"P'\..  Gleichgewicht  vorhanden  seyn.  Denn  man  zerlege 
die  Dauer  $  der  Stöfse  in  eine  unendliche  Anzahl  unendlich 
kleiner  Zeittheile«  Sey  %  einer  dieser  Zeitlheile,  mlTry  m  TI'tj 
/n''77'V". ..  die  unendlich  kleinen  Theile  von  mP,  mP':, 
fn  P"...,  die  während  dieses  Zeittlieils  verloren  werden,  und 
mpTy  mp'%\  m''/j''T'^  ..,  wie  früher,  die  unendlich  kleinen 
Gröfsen  der  Bewegung,  die  von  den  bewegenden  Kräften 
henaihren  und  in  diesem  Zeittheile  verloren  werden.  Nach 
dem  Satze  des  {.  350  ist  in  dem  Systeme  zwischen  den  zwei 
Gruppen  der  Gröfsen  der  Bewegung  Gleichgewicht  vorhanden ; 
jede  der  Gleichungen,  die  sich  auf  dieses  Gleichgewicht  bezie- 
hen ,  hat  die  Gestalt  y 

AmllT  +  A'm'n'T  +  J''m'n"%  +  ... 

+  BmpT  -{"  B'm'p'T  -{-  B"ni'^p'%  -}"•••  ^^  ^9 
wenn  man  durch  ^,  ji\  Ä\*.  -B,  B',  B"*..  Coefßcienten 
bezeichnet,  die  von  den  Lagen  der  Körper  abhängen,  und 
diese  Gleichung  besteht  während  der  ganzen  Dauer  e  der 
Stöfse.  Die  Summe  der  Werthe  des  ersten  Theils  dieser  Glei- 
chung, die  allen  Zeittlieilen  dieser  Dauer  entsprechen,  ist 
daher  gleich  Null;  man  kann  aber  bei  dieser  Summation  die 
Coefficienten  als  unveränderlich  ansehen,  weil,  nach  der  Voraus- 
setzung, die  Lagen  der  Punkte  m,  m\  in",.,  sich  während 
der  Dauer  der  Stöfse  nicht  merklich  ändern.  Aufserdem  sind 
die  Summen  ^er  Werthe  von  mlli,  m' fl'j,  m'n''%..  .  die 
Gröfsen  der  E^wegung  mP,  m  P\  iw"P". ...;  die  von  iwpr, 
m'p'r,  /w"p"t...  können  im  Verhältnisse  zu  den  ersten  ver- 
nachlässigt werden ,   weil  im  Allgemeinen  die  Wirkungen  der 


bewcg«nd«ii  Kräfte,  wie  es  die  Gewichte  und  die  uacL  festen' 
oder  beweglichen  Mittelpunkten  gerichteten  Anziehungen  sind, 
während  der  Dauer  der  Stöfse,  im  Verhältnisse  zu  den  Wir- 
kungen dieael*  anderen  KraHe^  unmerklich  sind,  daher  hat  man 

AmP  +  A'mP'  +  A"m'P"  +  ...  =  o. 

Ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  alle  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes  der  Bewegung,  die  alle  zwischen  den  verlorenen 
Grüfsen  der  Bewegung  mP,  tn  P\  m" P'\.,  statt  finden  wer- 
den, was  gezeigt  werden  sollte. 

Da  die  Coefficienten  Aj  A' ^  A'\ , .  während  der  Dauer 
der  Stüfsc  unveränderlich  sind,  so  beziehen  sich  diese  Glei- 
chungen ebensowohl  auf  den  Anfang  als  auf  das  Ende  der 
Zeit  €.  Der  grüfsefen  Bequemlichkeit  halber  wurde  ange- 
nommen, dafs  diese  Dauer  bei  allen  Stöfsen  dieselbe  sey,  was 
offenbar  erlaubt  ist,  sobald  e  die  längste  Dauer  der  Stöfse, 
die  man  zu  gleicher  Zeit  betrachtet  ^  ist. 

Diese  Stöfse  entstehen,  im  AUgemeinen,  indem  beweg- 
liche Körper  auf  einander  oder  auf  feste  Widerstände  treffen 
Auch  k^n  es  geschehen,  dafs,  während  der  Zeit  £,  diese 
Körper  um  ein  Weniges  über  einander  oder  über  feste  Wi- 
derstände weggleiteu ;  alsdann  erleiden  sie  die  Reibungen,  welche 
ihnen  gewisse  Gröfsen  der  Bewegung  entziehen  werden,  diese 
Gröfsen  darf  man  aber  nicht ,  wie  diejenigen ,  welche  von  der 
Schwere  oder  den  Anziehungen  herrühren,  vernachlässigen r 
Denn  die  Pieibung  ist  eine  dem  Drucke  proportionale  Kraft, 
d.h.  eine  Kraft,  die  den  Körpern  in  jedem  Augenblicke  un- 
endlich kleine  Gr(>fsen  der  Bewegung  entzieht,  die  derjenigen, 
welche  ihnen  der  Druck  in  demselben  Augenblicke  mittheilen 
könnte^  proportional  sind.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Wirkungen 
der  Reibungen,  während  der  Zeit  £,  mit  den  Wirkungen  der 
Stöfse  verglichen  werden  können.  Findet  daher,  während 
der  Dauer  der  Stöfse,  ein  Gleiten  der  Körper  statt,  ^o  mufs 
zwischen  den  ,durch  die  Reibung  verlorenen  Gröfsen  der  Be- 
wegung und  denjenigen,  die  wir  durch  77iP,  m  P\  m' P"... 
bezeichnet  haben ,  Gleichgewicht  statt  finden.  -^  \ 

Man  kann ,  wenn  man  will,  die  Geschwindigkeiten  P,  P  ,  J 

P'\,,  durch  ihre  Seitenkräfte  ersetzen,  d.  h.  durch  Gcschwin-  | 

digkeiten,   die  Q,  Q'y  Q'\..  gleich  und  entgegengesetzt  sind,        — . 
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und  durch  die  Creschwindigkeiten  U.,  U\  17". .»^  die  in  ihrer 
eigenen  Richtung  genommen  werden  müssen« 

Diese  Ausdehnung  des  allgemeinen  Principe  der  Dynamik 
auf  endliche  Gröfsen  der  Bewegung  dient  dazu,  die  Geschwin- 
digkeiten der  Körper  eines  Systems  zu  bestimmen,  sowohl 
im  Anfang  der  Bewegung,  als  auch  während  derselben,  wenn 
sie  sich  treffen^  oder  auf  feste  Widerstände  stofsen,  und, 
im  Allgemeinen,  wenn  die  Geschwindigkeiten  der  Körper  das 
erleiden,   was  man  plötzliche  Aenderuugen  nennt. 

354. 

Die  verschiedenen  Anwendungen,  welche  wir,  in  dem 
Verlaufe  dieses  , Lehrbuches,  von  dem  allgemeinen  Principe 
der  Mechanik  machen  werden,  beziehen  sich  auf  Körper^  die 
durch  beliebige  physische  Baude  mit  einander  verbunden  sind 
und  aufserdem  durch  Anziehung  oder  Abstofsung  aus  der 
Entfernung  auf  einander  wirken  und  in  bestimmten  Augen- 
blicken Stöfse  erleiden.  Ehe  wir  aber  weiter  gehen,  halte  ich 
es  für  nützlich,  in  diesem  Kapitel  ein' einfaches  Beispiel  von 
jedem  dieser  drei  Umstände  zu  geben,  welche  als  Entwicke- 
lung  der  eben  angedeuteten  Allgemeinheiten  dienen  können. 

Man  betrachte  zuerst,  wie  im  vierten  Falle  des  f.  329, 
zwei  schwere  Körper,  die  an  die  Endpunkte  eines  als  unaus« 
dehnbar  betrachteten  Fadens  befestigt  sind  und  auf  zwei  an 
einander  gelegten  schiefen  Ebenen  liegen.  Sey  h  die  gemein- 
schaftliche Höhe  dieser  zwei  Ebenen,  Z  die  Länge  der  einen, 
/  die  der  anderen,  771  die  Masse  des  auf  der  ersten  liegenden 
Körpers,  m^  die  Masse  des  auf  der  zweiten  liegenden  und  ff 
die  Schwere*  Läfst  man  die  Reibung  unberücksichtigt ,  so 
ist  die  beschleunigende  Kraft  des  ersten  Körpers  der  Seiten- 
kraft  der   Schwere    nach    der   ersten    Ebene   gleich,    welche 

gh  ,  , 

-j-  ist,   und  die  beschleunigende  Kraft  des  zweiten  Körpers 

ffh 
ist  ebenso  ^jr*    Man  bezeichne  am  Ende  der  Zeit  t  durch  u 

die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  aller  Punkte  von  m 
und  durch  p'  die  aller  Punkte  von  m',  und  betrachte  diese 
Geschwindigkeiten  als  positive  oder  negative,  |e  nachdem  die 
Körper   sinken   oder   sich   erheben.       Während    der  Zeit  dt 
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nebmen  v  und  p'  ^m  dif  und  dp'  zu;  i/vlihreBd  derselben 
Zeit  würden  aber   die  beschleunigendtn  KräAe  den  Körpern, 

wenn  sie  frei  wären ,  die  positiven  Geschwindigkeiten  ^~-  di, 

gh 

-jr  dt  nuttheilen.    In   Folge   der  Verbindung  beider  Körper 

sind  daher  die   Geschwindigkeiten,   die  sie  während   der  Zeit 

dt  verlieren ,  ^  dt  —  dp  und  ^7-  dt  —  dtf  .     Damit  aber 

die  zwei  entsprechenden  Gröfsen  der  Bewegung  sich  im  Gleich- 
gewichte  halten  (^.  350),  müssen  sie  oiFenbar  gleich  seyn.  Da- 
bei; hat  man 

m  (^dt  —  dA  =  m'  Q^dt  —  di^'^       (1) 

Aufserdem  sind  die  beiden  Geschwindigkeiten  v  und  v^ 
gleich  und  haben  entgegengesetzte  Zeichen;  denn,  bei  der  hier 
in  Betracht  kommenden  Bewegung,  sinkt  eine  der  Massen 
und  die  andere  erhebt  sich,  während  sie  auf  den  geneigten 
Ebenen  gleiche  Räume  durclilaufen.    Daher  hat  man 

p'  =  —  Py     dv    =  —  dv^ 

Ich  substituiere  diesen  Werth  von  dp  in  die  Gleichung 
(i),  woraus  sich  alsdann 

(m  +  m  )  II 
und,  wenn  man  integriert, 

(/n  -f-  m  )  // 
ergiebt,  wo  c  eine  willkührliche  Constante  ist« 

Multiplicierl  man  mit  dt  und  integriert  noch  einmal,  so 
hat  man  den  Raum ,  welchen  m  auf  seiner  geneigten  Ebene 
durchlaufen  hat;  der  Werlh  von  v  ist  abei  hinreichend,  um 
zu  zeigen,  dafs  die  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt  oder 
vermindert  ist,  je  nachdem  man  mV  >  m'l  oder  ml  <,mt 
hat.  In  Folge  der  Gleichung  v'  =  —  v  hat  das  Entgegenge- 
setzte in  Beziehung  auf  m    statt. 

Ich  nenne  T  die  Spannung  des  Fadens,  an  welchen  die 
beiden  Körper  befestigt  sind  und  welche  von  der  Kraft  Iict- 
rührt,   die  jeder   der  Körper    in   jedem  Augenblicke  verliert. 
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Der  Wertk  dieser  bewegenden  Kraft  ist  eine  der  .Gröfsen  der 
Bewegung  9  welche  die  zwei  Tlieile  der  Gleichung  (1)  bilden, 
dividiert  durch  dt.      Daher  hat  man 

/^g7i  df^\ 


und  wenn  man   statt  dp  seinen   vorhergehenden  Werth  setzte 

80  ^rgiebt  sich 

_  (/+/')  mm  hg 

^  —     {m  +  m')ir    ' 

jngli 
welcher  "Werth  auf  — ^ —  zurück  kommt^  wie  dies  auch  seyn, 

it 

mufs^  wenn  m,tz=:m'l  ist,  d.h.  wenn  Gleichgewicht  statt 
findet.  Was  den  Druck  betrifft,  der  auf  jede  geneigte  Ebene 
ausgeübt  wird,  so  rührt  dieser  von  der  auf  dieser  Ebene  senk- 
recht stehenden  Seitenkraft  des  Gewichtes  des  Körpers ,  wel- 
ches dies^e  trägt,  her,  und  ist  dieselbe ^  wie  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes. 

355. 

Die  Constante  c  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  von  772;^ 
sind  beide  Körper  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgegangen,  so 
hat  man  cz=zo,  hat  aber  einer  oder  haben  beide,  im  Anfange 
der  Bewegung,  einen  Stofs  erlitten,  so  mufs  man  ihre  Anfangs- 
geschwindigkeiten davon  abziehen. 

Man  nehme  daher  an,  dafs,  im  Anfange  der  Bewegung, 
die  Körper  m  und  m!  gleichzeitig  Stöfse  erlitten  haben,  welche,^ 
wenn  sie  frei  gewesen  waren,  nach  den  Verlängerungen  des 
Fadens,  an  den  de  befestigt  sind,  allen  Punkten  von  m  die 
Geschwindigkeit  a  und  allen  Punkten  von  m'  die  Geschwin- 
4igkeit  a  mitgetheilt  hätten.  Da  ihre  Anfangsgeschwindigkei- 
ten  c  und  — c  sind,  so  folgt  liieraus,  dafs  im  Anfange  der 
Bewegung  die  Gröfsen  der  verlorenen  Bewegungen,  der  GrÖfse 
und  Richtung  nach,  m{a  —  c)  und  m'(a'-j-cX  waren.  Sie 
müssen  daher,  um  sich  im  Gleichgewichte  zu  halten,  vermöge 
des  f.  353,   einander  gleich  seyn.     Daher  hat  man 

m{a  —  c)  =  m'  {a    +  c), 
woraHS  sich 


r     f 

m>a  —^  m  a 


^  —   i r 

ergiebt. 
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Der  Stcrfsy  den.  der  Faden  in  diesein  Augenblicke ,  nach 
jeder  seiner  Verlängerungen ,  erlitten  hat,  rührt  von  einer 
oder  der  anderen  dieser  verlorenen  Beweguhgen  her,  deren 
gemeinschaftlicher  Werth 

mm   (a  -|-  a') 

m  -f"  m 
ist,  so  dafs  der  anfängliche  Stofs  des  Fadens  derselbe  ist,  als 
weDD  er  viertical  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  inid  ein 
an  sein  üriteres  Ende  befestigter  Körper  im  Sinne  der  Schwere 
durch  einen  zweiten  Körper  gestofsen  worden  wäre,  der  diese 
Gröfse  der  Bewegung  hat    und  sich  mit  dem  ersten  vereinigt. 

356. 
Statt  zweier  schwerer  Körper  kann  man  drei  oder  eine 
gröfsere  Anzahl  betrachten,  die  auf  einer  Reihe  geneigter  Ebe- 
nen liegen  und  von  welchen  jeder  mit  dem  folgenden  durch 
einen  un ausdehnbaren  Faden  verbunden  ist;  die  Bewegung 
dieses  Systems  von  Körpern  wird  von  derselben  Art  seyn  und 
auf  dieselbe  Weise  bestimmt  werden  wie  im  Vorhergehenden. 
Man  kann  auch  die  zwei  Körper,  die  man  betrachtet;^  durch 
eine  schwere  auf  zwei  geneigten  Ebenen  liegende  Kette  er- 
setzen. Nimmt  man  an,  dafs  sie  gleichartig  und  überall  gleich 
dick  ist,  und  bezeichnet,  am  Ende  der  Zeit  t^  durch  x  und 
X  die  Längen  ihrer  zwei  Theile,  so  verhalten  sich  ihre  Mas- 
sen zu  einander  wie  diese  Gröfsen,  so  dafs  man  zuerst  in 
der  Gleichung  (l)  m,  und  m  durch  x  und  x'  ersetzen  mufs. 
Aufserdem  nimmt,  während  der  Zeit  dt^  der  erste  dieser 
zwei  Theile  um  das  Element  dx  zu,  was  die  allen  Punkten 
gemeinschaftliche  Geschvrindigkeit  v  annimmt;  daher  wird  die 
Gröfse  der  Bewegung,  virelche  dieser  Theil  verliert,  um  eine 
positive  oder  negative  Gröfse,  die  gleich  vdx  ist,  vermindert. 
Aus  ähnlichen  Gründen  wird  die  Gröfse  der  Bewegung,  welche 
der  zweite  Theil  der  Kette  während  derselben  Zeit  verliert, 
»m  eine  Gröfse,  die  gleich  v'dx'  ist,  vermindert.  Man  mufs 
daher  noch  pdxy  p'dx'  vom  ersten  und  zweiten  Theile  der 
Gleichung  (i)  abziehen,  welche,  auf  diese  Weise, 

wird. 


Nennt  man  X  die  constante  Länge  der  ganzen  Kette ,   ao 

hat  man 

X  ^  x'  :=z  Xf    dx  '^  d9t'  =  p; 

aufserdem  sind  die  Geschinrindigkeiten  v  ypd  v    seiner  beiden 

TheUe 

dx  ,         dx* 

woraus  sich  dx'  =:  •«—  dx  und  vdx  zzi  vdx'  ergiebig  und 
wenn  man  x*  und  dp  aus  der  Gleichung  der  Bewegung  eli- 
miniert, so  hat  man 

d^x 

wo  man,   zur  Abkürzung, 

gh{l  +  V)  _     a     gh  ^ 

—jJV        -"'    T-  ^ 

setzt.     Das  vollständige  Integral   dieser  linearen  Gleichung  ist 


X  =  ae>      +  oe 


^*  > 


wenn  man  durch  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
und  durch  a  und  6  die  zwei  willkährlichen  Constanten  be- 
zeichnet; deren  Werth  man,  vermöge  der  Werthe  von  x  und 

dx 

-—y  welche  ^::=o  entsprechen,  erhält«    Liegt  die  ganze  Kette 

dt 

auf  einer  und  derselben  Ebene,  d.h.  ist  der  Unterschied  x  —  x*^ 
gleich  :±:  X  geworden,  so  ändert  sich  die  Beschaffenheit  der 
Bewegung   und  sie  wird  gleichförmig  beschleunigt. 

Damit  die  Kette  in  Ruhe  bleibe ,   mufs  man    a  z=  o   und 
6  =  0  haben  y  woraus  sich 

XI  ,  XV 

X  "—  I  I     .       X     im  ■ 

^—   /  +  /''      "^    —    /  +  /' 

ergiebt;  dies  beweist,  dafs  im  Zustande  des  Gleichgewichtes 
die  beiden  Theile  der  Kette  sich  zu  einander  verhalten ,  wie 
die  Längen  /  und  /'  der  geneigten  Ebenen,  auf  welchen  sie 
liegen,  so  dafs  die  beiden  Endpunkte  derselben  sich  auf  der- 
selben horizontalen  Linie  befinden*  Ist  umgekehrt  diese  Be- 
dingung in  einem  bestimmten  Augenblicke  erfüllt  und  erhalten 
die  Punkte  der  Kette  in  diesem  Augenblicke  gar  keine  Ge- 
schwindigkeit, so  hat  das  Gleichgewicht  statt,  denn  da  das 
Verhältnifs 
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«  :  A  —  *  =  / :  /' 

als  Werlh  von  x  den  Ausdruck  ^         ,  giebt,  so  hat  man  in 
dem  Augenblicke 9  von  dem  die  Rede  ist, 

und  da  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  angenommen  worden 
ist,  80  hat  man 9  zu  gleicher  Zeit, 

—  =  aae      —  bae  =o, 

woraus  sich    a  =  o  und   b  zzz  o  ergiebt. 

357. 

Als  zweites  Beispiel  der  Anwendung  des  allgemeinen  Prin- 
cipe der  Dynamik  betrachte  man  die  Bewegung  zweier  mate- 
rieller Punkte,  die  sich  wechselseitig  abstofsen,  und  setze,  um 
die  Frage  auf  den  einfachsten  Fall  zurückzuführen,  dafs  man 
ilmen  keine  Anfangsgeschwindigkeit,  senkrecht  auf  der  Linie 
die  von  einem  zum  anderen  gezogen  ist,  mittheilt,  so  dab 
ihre  Bewegungen  auf  derselben  geraden  Linie,  deren  Lage 
gegeben  ist,  statt  haben, 

Seyen  m  und  m'  ihre  Massen;  am  Ende  der  Zeit  /  be- 
zeichne man  durch  x  und  x'  ihre  Abstände  von  einem  festen 
auf  dieser  Linie  genommenen  Punkte  und  durch  tf  und  t^' 
ihre  6eschwindigkeiten ,   so  dafs   man   in   diesem  Augenblicke 

dx         ,  dxi 

dT^     ^  "dT 

hat.  Zu  gleicher  Zeit  sey  II  die  abstofsende  Kraft,  die  In 
entgegengesetztem  Sinne  auf  m  und  m  wirkt  und  z.  B.  den 
Abstand  x'  vergröfsern  und  den  Abstand  x  vermindern  solL 
Während  der  Zeit  di  theilt  diese  bewegende  Kraft  der  Masse 

rn   eine  Geschwindigkeit  — 7-  mit,  und  da  die  Zunahme  der 

ni 

Geschwindigkeit  von  m    in  Wahrheit  dif'  ist,  so  folgt  hieraus, 

dafs  die  Geschwindigkeit  und  die  Gröfse   der  Bewegung,    die 

jy  gl  f. 

er  während  dieses  Augenblickes  verloren  hat,  « — r-  - — du   und 

m 

Rdt  —  mdp'  »eyn  werden.    Die  Gröfse  der  Bewegung,  die 

^  nach   derselben  Richtung  und  in   derselben  Zeit  verloren 
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liat^  ist  —  Rdt  «-  mdif.  Da  aber  diese  zwei  materiellen 
Punkte  aoDSt  ganz  frei  sind,,  so  müssen  diese  Gröfsen  der 
BeNvegungy  wenn  Gleidigewicbt  statt  finden  soll,  einzeln  Null 
seyn,  dalier  hat  man  .'.       .  •- 

mdif  +  Rdt  =  Of      m'dif'  —  Rdt  =  o. 

Sey  r  der  Abstand  der  zwei  materiellen  Punkte  m  und 
m\  80  dafs  man 

x'  —  A?  =  r,    dx^  —  dx  z=z  dr 
bat.     Da   dxzizvdt   und  dx'  zziv'dt^  so   findet    man   aus 
den  yorbergebenden  Gleichungen 

mdP'^-mdv'  =  o,    2mvd\>  +  Üm't^'dp'  =  2Rdri 

Integriert  man  und  bezeichnet  durch  c  und  c'  die  zwei 
willkübrlichen  Constauten »  so  hat  man  daher 

mv  +  mV  =  c,     mv2  +  mV«  =  2fRdr  +  c'. 

Die  Kraft  R  ist  eine  gegebene  Function  von  r,  man  kann 
daher  das  Integral  yTZc/r  genau  oder  näherungsweise  finden, 
und  wenn  man  durch  ex  den  Werth  von  r  im  Anfange  der 
Bewegung  bezeichnet  und  dieses  Integral  gleich  Null  selzt, 
wenn  r  =  a  ist,  so  ist  sein  Werth,  in  einem  beliebigen  Au- 
genblicke eine  Function  von  r  und  a,  die  ich  durch/  (r,  a) 
bezeichne«  Seyen  auch  a  und  a'  die  Anfangsgeschwindigkeiten 
von  771  und  m  ,  so  hat  man,  zu  gleicher  Zeit, 

r  =  ay    J(r,cc)=o,    p  z=i  ay    p    =z  a\ 

und  daher 

c  =  ma  -|-  m    a\    c'  =  ma^  -(-  ma^y 

woraus  sich,   für  einen  beliebigen  Augenblick, 

mp  -|-  TwV  =  ma  +  m'a' 
mp^+mV^  =  2/(r,  tt)-f  ma^  +  m 
ergiebt. 

Diese  letzteren  Gleichungen  geben,  in  jedem  Augenblicke, 
die  Geschwindigkeiten  der  zwei  Köq)er  als  Function  ihres 
wechselseitigen  Abstandes.  ^  Hieraus  schliefst  man,  dafs,  so 
oft  dieser  Abstand  derselbe  wird,  auch  die  Quadrate  v^  und 
p'^  dieselben  Werthe  erhalten  und  jeder  Körper  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit nach  derselben  odei^  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung annimmt; 


'«'«}.  {'^ 
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Kennt  man  p  und  p'  aU  Fiincdonen  von  r,  so  hat  man 

dr 


dt  = 


v'-v' 


um,  durch  eine  neue  Integralion,  dön  Werlh  von  /  aU  Func- 
tion von  Tj  oder  umgekehrt,  zu  bestünmen, 

MultipHciert  man  aufserdem  die  erste  der  Gleichungen  (t) 
durch  dty  integriert  und  bezeichnet  durch  b  die  willkührliche 
Constante,  ao  ergiebt  sich 

mx  +  nix'  =  (ma  -f-  m'a)t  -|-  *• 
Durch  die  anfängliche  Lage  der  zwei  Punkte  ergiebt  sich 
der  Werth  von  5,  und  diese  Gleichung^  verbunden  mit 
^  —  X  zzz  r^  giebt  ihre  Lagen  in  jedem  Augenblicke,  d.  h. 
die  Werthe  Von  x  und  x'  als  Functionen  von  r  oder  i  an, 
wodurch  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Ziehen  sich  die  zwei  Punkte  an,  so  mufs  man  in  den 
vorhergehenden  Formeln  das  Zeichen  von  R  und  daher  auch 
das  von  f  (r,  a)  ändern.  Ziehen  sich  die  Punkte  in  gewissen 
Abständen  an,  und  stofsen  sie  sich  in  anderen  ab,  so  mufs 
man  für  H  eine  Function  von  r  nehmen,  die  in  der  Aus- 
dehnung der  Werthe  der  Veränderlichen  ihr  Zeichen  ändert. 
In  allen  Fällen  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  dafs 
die  wechselseitige  Wirkung  der  zwei  Punkte  die  Bewegung 
ihres  Schwerpunktes  nicht  ändert ;  denn  ihr  erster  Theil,  durch 
Tn  •}-  m  dividiert,  giebt  den  Abstand  dieses  Mittelpunktes,  von 
dem  festen  Anfangspunkte  von  x  und  x'  an,  so  dafs  die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  gleichförmig  und  unabhängig  von 
der  Kraft  R  ist. 

358. 
Die  Gleichungen  (1)  gelten  auch  bei.  der  Bewegung  zweier 
fester  Körper  von  beliebiger  Gröfse,  die  von  der  Kraft  R 
getrieben  werden  und  deren  Massen  m  und  m'  sind,  sobald 
die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  dieser  zwei  Körper  be- 
ständig einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind.  Diese 
anziehende  oder  abstofsende  Kraft  R  kann  alsdann  von  einer 
Feder  herrühren,  die  sich  zwischen  den  zwei  Körpern  aus- 
dehnt oder  zusammenzieht,*  gegen  welche  sie  sich  mit  ihren 
Endpunkten  stützt.  Oder  man  kann  auch  annehmen,  dafs  die 
Kraft  R  von  einer  elastischen  Flüssigkeit  herrührt,   die  sich 
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zwischen   den   zwei  Körpern  entwickelt   und  sie  nach   entge- 
gengesetzter Richtung  abstöst. 

Dieser  letzte  Fall  ist  der  einer  Kugel  und  einer  Kanone, 
während  die  erstere  sich  durch  den  Lauf  des  Stückes  bewegt. 
Es  sey  m  die  Masse  der  Kugel,  m  die  der  Kanone.  Um  die 
vorhergehenden  Formeln  anzuwenden,  mufs  man  annehmen, 
dafs  sich  das  Pulver  im  Anfange  der  Bewegung  gänzlich  in 
Gas  verwandelt.  Die  Länge  der  Ladung  ist  der  anfängliclie 
Abstand  a  der  zwei  Körper,  und  wenn  dieser  Abstand  r  ge- 
worden ist ,  so  drückt  JR.  den  Druck  aus ,  welchen  das  aus- 
gedehnte Gas  auf  jeden  der  beiden  Punkte  ausübt.  Aufserdem 
mufs  man  über  den  Werth  von  Ü^,  der  eine  Function  von 
r  seyn  soU^  eine  bestimmte  Annahme  machen.  Bleibt  nun 
die  Temperatur  des  Gases,  wjihrend  seiner  Ausdehnung,  con- 
stant,  so  steht  die  Kraft  i7,  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze, 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Räume,  die  es  im  Inneren 
der  Kanone  einnimmt.  Sey  daher  h  der  auf  die  Einheit  der 
Oberfläche  bezogene  Druck,  den  das  Gas  im  Augenblicke  aus- 
übt, in  welchem  sich  das  Pulver  entzündet,  und  es  noch 
denselben  Raum,  wie  die  Ladung,  einnimmt.  Man  bezeichne 
durch  0)  den  Durdischnitt  der  Ladung  senkrecht  auf  ilu^e  Länge, 
was  auch  der  innere  Durchschnitt  des  Stückes  ist;  hia  ist  der 
Werth  von  R  im  Anfange  der  Bewegung,  und,  wenn  die 
Temperatur  constant  ist,  so  hat  man  in  dem  Augenblicke^  der 
dem  Abstände  r  der  beiden  Körper  entspricht, 

r 
denn  in  diesen  zwei  Zeitmomenten  verhalten  sich  die  Räume, 

die  das  Gas  einnimmt,  zu  einander,  wie  die  Längen  a  und  r. 
Dieser  Ausdruck  von  jR  ist  der  allgemein  angenommene, 
wiewohl  er  auf  zwei  ungenauen  Voraussetzungen  beruht,  in- 
dem sich  nicht  die  ganze  Ladung  vor  dem  Abfahren  der  Kugel 
in  Gas  verwandelt,  und  auch  das  gebildete  Gas  während  seiner 
Ausdehnung  im  Kanonenlaufe  sehr  bedeutende  Verminderungen 
in  der  Temperatur  erleiden  mufs.  Da  aber  diese  zwei  Ur- 
sachen in  entgegengesetztem  Sinne  auf  die  Abnalime  des  Wer- 
thes  von  R.  wirken,  indem  die  zweite  oiFenbar  diese  Abnahme 
zu  beschleunigen  sucht,  während  die  Wirkung  der  ersten  sie 
verzögern  mufs,  da  |ede  neue  Quantität  Gas,  die  allmälioh  zu 
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der  aolangliclien  hinzukomint ;  so  nimmt  man  an,  dafs  diese 
zwei  entgegengesetzten  ürsacLen  sich  ungefähr  aufhehen^  und 
Ycruachlässigt  ihren  Einflufs  auf  den  als 'Function  Ton  r  an« 
gegebenen  Werth  von  7?. 

Dies  vorausgesetzt,  so  hat  man,  vermöge  des  eben  ange- 
gebenen Werthes  von  Jß, 

iodein  man  bemerkt,  dafs  das  Integral  f  (f^  tt),  für  den 
Werth  r  z=  u  Null  gesetzt  >vird.  ]Man  betrachtet  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten der  Kugel  und  der  Kanone  als  Null  '^) ;  setzt 
man  daher  in  den  Gleichungen  (l),  azzzo  und  a'  ^izo  und 
substituiert  diesen  Werth  von  J  (r,  a)  in  dieselben,  so  hat  man 

inp  -4-/»V  =  o,    mu^  4-/nV^  ==  2iua  log—. 

a 

Sey  /  die  Länge  des  Laufes ,    f^  die  Geschwindigkeit  der 

Kugel  .an   der  Mündung  der   Kanone,    /^'  die  entsprechende 

Geschwindigkeit  des  Rücklaufes,   so  hat  man,  zu  gleicher 

Zeil, 

aud  findet  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen 


t  •. 


y-.^  2m'hma      ,      / 

^     —  "~7 i '\  *ö8— > 

m  {m^m  )         a 

wodurch    man    die   Wurfgeschwindigkeit    F   erfährt*      Ohne 

Rücksicht   auf  das  Zeichen   ist  die   des  Rücklaufs   gleich  der 

tn 
Geschwindigkeit    f^,    multipliciert  mit  dem  Verhiütnisse  — 7. 

m 

Setzt   man  das  Differential    von^f^^  in  Beziehung  auf  ci 

gleich  Null,  so  bestimmt  man  die  Länge  der  Ladung,  die,  bei 

sonst  gleichen  Umständen,  dem  Maximum  der  Wurfgeschwin- 

digk^it  entspricht.     Auf  dies«  Weise  hat  man 

/ 
log  —  =  1 , 
a 

und  da  dieser  Logarithme  ein  natürlicher  ist,  so  folgt,  dafs, 
wenn  man,  w^ie  gewöhnlich,  durch  e  die  Basis  dieser  Loga- 
ritkmen  bezeichnet ,    /  =  e  a  Ist ,    so  dafs   der  Werth  von  «, 


*)  Eine  genauere  Prüfung  dieses  Gegenstandes  findet  man  im  21sten 
Hefte  des  Journal  de  TEcole  Polytechnique  S.  191. 

2 


^ 


1» 


um    den    es    sich  hier  handelt/  etwas   mehr   als    den   dritten 
Theil  der  Länge  /  des  Laufes  betragt. 

359.       > 
Die    Masse  m\   die    die    Masse    des    Stückes    und    der 
Lavelte   enthält,    ist    immer  selir   beträchllich   im  VerhäUnisse 
zu   der  der  Kugel.     Nimmt  man  daher    statt  m    den  Divisor 
fji  J^  rn    des  Werthes  von    7^^,  so  hat  man  einfach 

m  a  i 

Um  diese  Formel  anzuwenden,  mufs  man  die  Constante 
h  kennen,  welche  die  elastische  Kraft  des  in  Gas  verwan- 
delten  Pulvers,  im  Augenblicke  seiner  gröi'sten  Intensität, 
darstellt.  Sey  daher  D  die  Dichtigkeit  des  Pulvers  in  seinem  ' 
natürlichen  Zustande,  die  Masse  dei  Ladung  ist  daher  Dwa, 
setzt  man  ihr  Gewicht  dem  dritten  Theile  des  Gewichtes  der 
Kugel  gleich,   so  hat  man  daher 

ni  =  3D(0€c 
und  findet  aus  der  Gleichung  (2) 

3Z?^2 


k  = 


2  log  — 
a 


Diese  Grofse  k  giebt  den  'gröfsten  Druck  des  Gases,  auf 
die  Einheit  der  Oberfläche  bezogen,  an;  um  ihn  mit  dem  der 
atmosphärischen  Drucke  zu  vergleichen,  sey  ^dieser  andere 
Dfuck,  h  die  Barometerhöhe,  ft>  die  Dichtigkeit  des  Queck- 
silbers und  g  die  Schwere,  so  hat  man 

n  =  g/uh. 

Sey  auch  M  der  Modulus  der  gewöhnlichen  Logarithmen- 
tafeln   und   A   der  aus  diesen   Tafeln   genommene  Logarithme 

/  , 

von  — ,  so  dafs  man  . 
a 

X  =  M  log  - 


a 


hat,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  Werthen 

n    ~     2kfigh 
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Bei    der    gewöhnliclien    Temperatur    von    ungefähr  18®, 

setze  ich  für  die  Dichtigkeit  des  Pulvers  und  Quecksilbers 

D  =  0,8335,      /e  3C  13,548, 

auch  hat  man 

g  =  9»,  80896,     h  =  ©"»jTö, 
uod  da 

M  =  0,4342945 
ist,  so  w^ird  die  vorhergehende  Formel 

—  =    (0,0053761)  — . 

Bei  einer  24  pfundigen  Kanone,  die  mit  dem  dritten  Theile 
des  Gewichtes  der  Kugel  geladen  ist,  hat  man 

/  1368 

uird  hieraus  folgt 

h  =  1142  J7. 

Bei  einer  12  pfundigen  Kanone  hat  man  ebenso 

rr  Ar..  ^  1248 

f^  z=:  493»»,      —  =  , 

'      a  99   ^        . 

woraus  sich 

i  =  1187  IT 

ergiebt. 

Nimmt,  man  das  Mittel  dieser  zwei  Werthe  von  2r,  die, 
wenn  die  Theorie  streug  richtig  und  die  Angaben  genau  wä- 
ren, einander  gleich  seyn  müfsten,    so  hat  man  daher 

k  =  1165  17. 

Diesen  Werth  von  i  müfste  man  in  die  Formel  (2)  setzen; 
dieser  Ausdruck  für  f^^  kann  aber  nur  als  eine  empirische 
Formel  angesehen  werden,  erstens  wegen  der  Hypothesen, 
auf  welchen  er  beruht,  und  dann,  weil  man  hei  der  directen 
Berechnung  der  Bewegung  der.  Kugel  im  Kanonenlaufe  auf  die 
in  Gas  verwandelte  Masse  des  Pulvers  hatte  Rücksicht  nehmen 
müssen.  Während  dieses  Gas  die  Kugel  und  die  Kanone 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  treibt ,^  wird  ein  Theil 
der  entwickelten  Kraft  angewandt,  seine  eigene  Masse,  die  im 
Verhältnisse  zu  der  der  Kugel  nicht  vernachlässigt  werden 
darf,  fort  zu  bewegen,  und  man  sieht  leicht  ein,  dafs  hieraus 
eine  geringere  Wurfgeschwindigkeit  entstehen  mufs,    als  wenn 

2* 
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bei  derselben  clastisclien  Kraft  des  Pulvers  ^  seine  Masse  ver- 
naclilassigt  werden  könnte,  wie  es  die  vorhergehende  Unter- 
suchung voraussetzt.  Diese  Bemerkung  Lagrange's  beweist, 
wie  nolhwendfg  es  ist,  zugleich  die  Bewegung  des  Pulvers 
und  der  beiden  Massen  m  und  m  zu  betrachten,  wahrend 
die  Kugel  noch  im  Laufe  ist;  die  Frage  wird  aber  alsdann 
verwickelt,  und  die  Schwierigkeit  der  Berechnung  verstattet 
es  nicht  mehr,  zu  einem  für  die  Ausübung  nützlichen  Resultate 
zu  gelangen.  Es  ist  daher  besser,  mit  Hülfe  der  Erfahrung 
die  Wurfgesch windigkeilen  der  Körper  zu  bestimmen,  die  aus 
Geschützen  geschleudert  werden.  .Es  giebt  aufser  der  Betrach- 
tung der  \Yurfweilen,  die  wir  schon  ({.216)  angedeutet  haben, 
noch  ein  anderes  Mittel,  diese  Geschwindigkeiten  zu  erhalten, 
von  welchem  in  einem  der  folgenden  Kapitel  die  Rede  seyn 
wird. 

360. 
Wir  wollen  noch  das  d'Alemberl'sche  Princlp  auf  den 
einfachsten  Fall  des  Slofses  der  Körper  amvenden,  und  an- 
nehmen, dafs  es  sich  um  zwei  gleichartige  Kugeln  handelt, 
deren  Mittelpunkte  sich  auf  derselben  geraden  Linie  bewegen, 
und  deren  Punkte  sämnitlich  Linien,  die  mit  dieser  Linie 
parallel   sind,    beschreiben. 

Seyen  m  und  m'  die  Massen  dieser  zwei  Körper,  v  und 

V  sollen  ihre  Geschwindigkeiten  seyn,  wenn  sie  anfangen, 
sich    zu   berühren ,    d.  h.   im    ersten    Augenblicke   des   Slofses ; 

V  und  u'  werden  dasselbe  oder  verschiedene  Zeichen  haben, 
|e  nachdem  die  zwei  Körper  sich  hinter  oder  gegen  einander 
bewegen.  In  beiden  Fällen  soll  die  Geschwindigkeit  p  als 
positiv  angesehen  werden  und  nach  dem  Stofse  wird  "die  Ge- 
schwindigkeit jedes  der  beiden  Körper  ^  positiv,  oder  negativ 
seyn,  je  nachdem  sie  vor  dem  Stofse  im  Sinne  dieser  Ge- 
schwindigkeit von  m,  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  ge- 
richtet seyn  wird. 

Wie  hart  auch  die  beiden  Körper  sind,  immer  sind 
sie  mehr  öder  weniger  zusammendrückbar;  wegen  des 
Unterschiedes  ihrer  Geschwindigkeiten  u  und  v'  werden  sie 
sich  daher  zusammendrücken,  indem  sie  sich  gegen  einander 
stutzen,    und    während    dieses    Zusammendrückens    wird    die 
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Geschwindigkeit  des   einen  dieser  Körper,  s.  B,   die   ron  m, 
in  unendlich  kleinen  Zv^'ischenstiifen   abnehmen^    die   von  m 
dagegen  zunehmen,    bis   diese    2wei  Geschwindigkeiten    gleich 
geworden  sind.      Von  diesem  Augenblicke   an  mufs  man   aber 
z\Yei  verschiedene  Fälle  betrachten« 

1)  Wenn  die  beiden  Kugeln  gar  keine  Elasticität  haben, 
so  kören  sie  in  dem  Augenblicke,  wo  iiire  Geschwindig- 
keiten gleich  geworden  sind,  auf,  eine  gegenseitige  Einwir- 
kung zu  haben  und  bewegen  sich  mit  einer  genieinschaft- 
Uclien  Geschwindigkeit,  indem  sie  neben  einander  bleiben 
und  die  Gestalt  behalten,  welche  die  Zusammendrückung 
ilinen  gegeben  hat. 

2)  Sind  dagegen  die  beiden  Kugeln  elastisch,  so  streben 
de  ihre  natürliche  Gestalt  wieder  anzunehmen;  indem  sie 
zu  dieser  zurückkommen  und  sich  noch  immer  gegen  ein- 
ander stemmen,  nimmt  die  Geschwindigkeit  von  m  fortwäh- 
rend ab,  die  von  m  dagegen  zu.  Zuletzt  kommt  ein  Au- 
genblick, in  welchem  sich  die  Körper  trennen,  und  dies 
ist  das  Ende  des  Stofses.  Im  Falle  einer  vollkommnen  Elasti- 
cität nimmt  man  aber  an ,  dafs  der  zweite  Theil  des  Stofses 
dem  ersten  völlig  ähnlich  ist,  dafs  die  Körper  am  Ende 
des  Stofses  wieder  die  vollständige  Kugelgestalt  angenommen 
und  alle  Punkte  eines  jeden  gleiche  Geschwindigkeit  haben, 
und  dafs  sie  während  des  zweiten  Theils  des  Stofses  Grö- 
fsen  der  Bewegung  verlieren  oder  gewinnen,  die  denjenigen 
gleich  sind,  welche  sie  schon  während  des  ersten  verloren 
oder  gewonnen  haben. 

Die  Frage  über  den  Stofs  «weier  Kugeln  würde  keine 
neue  Schwierigkeil  darbieten,  und  auf  die  des  J.  357  zurück- 
kommen, wenn  ihre  Halbmesser  unendlich  klein  wären.  Um 
sie  aber  in  dem  Falle,  wenn  ihre  Halbmesser  eine  endliche 
Grufse  haben,  vollständig  zu  erledigen,  mufs  man  auf  die 
Fortpflanzung  der  Bewegung  in  ihren  Massen  Rücksicht  neh- 
nien  und  den  Znstand  dieser  zwei  Körper  in  einem  beliebigen 
Augenblicke  der  Dauer  des  Stofses  betrachten,  was  man,  bei 
dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft,  als  unmöglich 
betrachten  kann.  Wir  werden  daher  die  eben  erläuterten 
Voraussetzungen   als   die,   bei  der  Frage,   die  uns  beschäftigt, 
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gegebenen  Stücke  annelimen,  und  wenn  man  diese  gegebenen 
Stücke  mit^  dem  auf  endliclie  Gi*öfsen  der  Bewegung  ange- 
wandten d-Alembert'schen  Grundsatze  verbindet,  so  müssen 
nur  nocli  die  Geschwindigkeiten  beider  Kugeln  nach  deni 
Stofse,  vermittelst  ihrer  Massen  und  anfänglichen  Geschwin- 
digkeiten bestimmt  werden,  sey  es  nun,  dafs  diese  Körper 
völlig  unelastisch  oder  völlig  elastisch  sind.  Nur  die  weichen 
Körper  haben  keine  merkliche  Eiasticitat;  die  meisten  harten 
Körper  erhalten  ihre  ursprüngliche  Form  wieder,  wenn  sie 
nicht  durch   den  Stofs  zersprengt  werden. 

361. 
Betrachtet  man  weiche  Körper,  so  sey  u  die  Geschwin- 
digkeit nach  dem  Stofse,  die  beiden  Körpern  gemeinschaftlich 
wt,  m  wird  die  Geschwindigkeit  p  —  u  verloren  und  m 
die  Geschwindigkeit  u  —  p'  gewonnen  haben.  Begegneten 
sich  daher  diese  beiden  Körper  mit  den  Geschwindigkeiten 
,P  —  u  und  u  —  p\  80  müfsten  sie  sich,  nach  dem  Grund- 
satze des  f.  353,  im  Gleichgewichte  halten,  was  erfordert  (§.  127), 
dafs  die  diesen  Geschwindigkeiten  entsprechenden  Gröfsen  der 
Bewegung  gleich  sind.    Wir  haben  daher 

m  (y  —  u)   =:   m' (u  —  ^'), 
woraus  sich 

mp  -4-  ;nV 

w=  5 —  («) 

m  'f'  m  ^  ^  - 

als  Werth  von  w,  den  man  erhalten  wollte,  ergiebt. 

Ist  m'  vor  dem  Stofse  in  Ruhe,  und  im  Verhältnisse 
seiner  Dichtigkeit  sehr  grofs,  und,  mit  m  verglichen,  fast 
unendlich  grofs ,  so  darf  man  u  z=z  d  setzen.  Alsdann  stellt 
die  Masse  m  eiii  festes  Hindernifs  vor  und  der  unelastische 
Körper  wird  durch  den  Stofs  gegen  dieses  Hindernifs  zur 
Ruhe  gebracht  werden. 

Man  nennt  die  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punk- 
tes, oder  allgemeiuer,  eines  Körpers,  dessen  Punkte  sämmtlich 
dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  das  Produkt  aus  seiner  Masse 
in  das  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit.  Die  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte  von  m  und  m'  ist  daher  mp^  -|-  jnp^  vor 
dem   Stofse,    und   mii^  -f-  m'ii^   nach   demselben.      Aus   der 
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» 

Formel  (a)  folgt  aber,  dafs  die   zweite  Summe  immer  kleiner 
ist;  als  die  erste,  deün  ohne  ihren  Unterschied 

TTif^*  -|-  mV*  —  mu^  —  m*u^' 

zu  ändern,   kann  man  die  Grörse 

2  u  (jnv  -f-  'w  V  —  niu  —  mu^y 

die  in  Folge  der  Gleicliung  (a)  Null  ist»  davon  abziehen,  und 
dieser  Unterschied  wird  alsdann 

was  eine  positive  Gröfse  ist« 

Bei  dem  Stofse  zweier  Kugeln,  die  völlig  unelastisch  sind, 
entsteht  daher  immer  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft,  und 
dieser  Verlust  ist,  wie  man  sieht,  der  Summe  der  von  den 
Geschwindigkeiten  v  —  u  und  u  —  v  herrührenden  leben- 
digen Kräfte  gleicii,  welche  diese  Körper  verloren  oder  ge«» 
wonnen  haben.  Dieses  Resultat  ist  ein  besonderer  Fall  eines 
allgemeinen  Satzes,  den  man  Carnot  verdankt  und  welchen 
wir  später  beweisen  werden. 

362. 
Bei  dem  ersten  Theile  des  Stofses,  d.  h.  bis  zum  Augen- 
blicke der  grÖfsten  Zusammendrückung ,  werden  sich  die  beiden 
Kugeln  immer  auf  dieselbe  Weise  bewegen,  wie  auch  sonst  ihre 
Elasticität  beschafien  sey ;  so  dafs  die  eben  bestimmte  Geschwin- 
digkeit £^  immer  diejenige  ist,  welche  sie  in  diesem  Augen- 
blicke gemeinschaftlich  haben.  Wahrend  dieses  ersten  Theils 
ist  daher  die  Verminderung  der  Geschwindigkeit  von  m  und 
die  Vermehrung  der  Geschwindigkeit  von  m  bezüglich  v^u 
und  u  -^  if' .  Sind  aber  diese  beiden  Kugeln  völlig  elastisch, 
80  erleidet  in  im  zweiten  Theile  des  Stofses  eine  zweite  Ver- 
ininderung  der  Geschwindigkeit,  die  der  ersten  gleich  ist^  und 
es  wird  daher  seine  Geschwindigkeit  am  Ende,  des  Stofses 
«^  —  2  {y  — *  u)  oder  2  u  —  v  seyn.  Zu  gleicher  Zeit  erleidet 
ni  eine  zweite  Vermehrung  der  Geschwindigkeit,  die  gleich 
u  —  if'  ist  und  seine  Endgeschwindigkeit  wird  v  +  2  (a  —  ^') 
oder  2  u  —  p'  seyn.  Nennt  man  daher  y  und  V  die  Ge- 
schwindigkeiten von  m  und  m    nach  dem  Stofse,  so  hat  man 

y~2u—v,     J^'z=z2u  —  u'f 


.t^ 
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^ludem   der  Werlh   von  ü   uiiiner  durch  die  Formel   (a)  gege- 
ben ist. 

Zieht  man  diese  Geschwindigkeiten  von  einander  ab,  so 
hat  man 


jr—r  = 


V   ff 


f 


J 


jworaus  sich  ergiebt,  dafs  bei  diesem  Stofse  das  Zeichen  der 
relativen  Geschwindigkeit  der  zwei  Körper  sich  ändert,  wälirend, 
ihre  Gröfse  dieselbe  bleibt.  Betrachtet  man  die  Masse  m\ 
wegen  ihrer  Dichtigkeit,  im  Verhallnisse  zu  m  als  unendlich 
grofs,  und  hat  i^'  =  o,  so  hat  man  ii=:o  und  daher  /^=  —  i*, 
woraus  sich  ergiebt,  dafs,  wenn*  eine  vollkommene  elastische 
Kugel  auf  ein  festes  Hindernifs  trifft,  sie  mit  einer  Geschwin- 
digkeit  abprallt,  die  derjenigen,  welclie  sie  vor  dem  Stofse 
hatte,  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Ist  es  ^.  B.  eine  schwere 
Kugel,  die  im  leeren  Räume  auf  eine  horizontale  unbewegliche 
Ebene  fällt,  so  mufs  sie  sich  wieder  zu  ihrer  ursprünglichen 
Hohe  erheben. 

Die   Summe   der  lebendigen   Kräfte  wird  vor  und  nach 
dem  Stofse  dieselbe  seyn,  oder,  mit  anderen  Worten,  man  hat 

mp^  -f  7/1 V 2  =  m{2u  —  py  +  m  {2u—p'Y, 

welche  Gleichung  auf 

4  u  {mu  -j-  m'u  —  mp  —  mV)  =z  o 

zurück  kommt ^  und  die,  in  Folge  der  Formel  (a),  identisch 
ist. 

Bei  dem  Stofse  zweier  völlig  elastischer  Körper  entsteht 
daher  gar  kein  Verlust  an  lebendiger  Kraft,  und  dieses  Re- 
sultat, so  wie  auch  dasjenige,  welches  den  Stofs  zweier  nicht 
elastischer  Körper  darstellt,  ist  in  einem  allgemeinen  Lehrsätze 
enthalten,    den  ich  in  einem  anderen  Kapitel  beweisen  wtrJe. 

363. 
Setzt  man  7;i'  =  m,    so  hat  man 

2u  =  v^p\     r=p\    V  =  P. 

Bei  dem  Stofse  zweier  vollkommen  elastischer  Kugeln 
von  gleicher  Masse  entsteht  daher  ein  Umtausch  der  Geschwin- 
digkeiten, und  wenn  eine  derselben  vor  dem  Stofse  in  Ruhe 
ist,  so  bleibt  die  andere  nach  dem  Stofse  in  Ruhe  und  die 
erste  erhält  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit  der  zweiten. 
>  Hieraus   folgt,    dafs,   wenn  man  eine   Reihe  Kugeln    von 


25 

gleicher  Masse  hat,  deren  Mittelpunkte  In  einer  geraden  Linie 
liegen  und  nur  die  erste  sich  bewegt,  deren  Geschwindigkeit, 
die  V  seyn  soll,  nach  dieser  geraden  Linie  und  nach  den  an- 
deren Kugeln  hin  gerichtet  ist,*  diese  erste  Kugel  zur  Ruhe 
kommt,  inrenn  sie  die  zweite  trüTt;  diese  erhält  alsdann  die 
Geschwindigkeit  v,  mit  der  sie  die  dritte  trifft,  und  kommt- 
alsdann  zur  Ruhe,  die  dritte  erhält  die  Geschwindigkeit  p  und 
trifft  die  vierte,  und  so  fort,  bis  zur  letzten,  welche  die  Ge- 
schwindigkeit V  behält.  Nach  dieser  Reihe  von  Stüfsen  sind 
daher  alle  Kugeln  in  Ruhe,  die  letzte  ausgenommen,  welche 
die  Geschwindigkeit  hat>  die  ursprünglich  die  ersle  hatle,  und 
da  dieses  Resultat  von  der  Gröfse  der  zwischen  den  auf  eio- 
ander  folgenden  Kugeln  enthaltenen  Räume  unabhängig  ist, 
80  ist  es  natürlich,  hieraus  den  Sclilufs  zu  ziehen,  dafs  es 
auch  noch  statt  finden  wird,  wenn  diese  Zwischenräume  ver- 
schwinden und  die  durch  die  erste  gestofsenen  Kugeln  sich 
berühren.  Wenn  daher  eine  Reihe  neben  einander  liegender 
Kugeln,  die  vöUig  elastisch  und  in  Ruhe  sind  und 'gleiche 
Massen  haben,  während  ilire  Mittelpunkte  in  einer  geraden 
Linie  Hegen,  durch  eine^lastische  Kugel  gestofsen  wird,  welche 
einer  derselben  gleich  und  nach  der  Linie^  der  Mittelpunkte 
in  Bewegung  ist,  so  vereinigt  sich  diese  mit  der  Reihe,  die 
in  Ruhe  bleibt,  bis  auf  diejenige  Kugel,  die  am  anderen  Ende 
liegt,  welche  sich  allein  mit  der  Geschwindigkeit  der  stofsenden 
Kugel  fortbewegen  wird.  Dies  kann  man  leicht  durch  einen 
Versuch  bewahrheiten,  wie  z.  B.  mit  Hülfe  von  Bill  ardkugeln. - 

U^berhaupt  sind  die  Gesetze  des  Stofses  sphärischer,  wei- 
cher oder  harter  Körper,  die  aus  den  Annahmen  des  f.  360 
folgen,  durch  zahlreiche  Versuche  bestätigt  worden,  die  man 
mit  gleichen  oder  ungleichen  Kugeln  aus  demselben  oder  ver- 
ecbiedencm  Stoffe  angestellt  hat  und  deren  Geschwindigkeiten, 
in  Yerschiedenen  Verhältnissen  standen. 

364. 
Die    Bewegung    des    Schwerpunktes   eines    Systems    von 
I      Körpern  wird  nie  durch  den  Stofs  oder  jede  andere  wechsel- 
seitige   Wirkung  -der   Körper   geändert.      In    der  Folge    wird 
dieser  wichtige  Satz ,    dessen   einfachster  Fall  schon  in  f.  357 
mitgetheilt   worden    ist,    und   den  man   auch  bei  dem   Slöfse 


26 

kugelförmiger  welcher  oder ,  völlig  elastisclier  Körper  bewahr- 
heiten kann,  ganz  allgemein  bewiesen  werden. 

Zu  diesem  Ende  »eyen  x  und  x'  am  Ende  der  Zeit  /  die 
Abstände  der  Mittelpunkte  von  m  und  m'  von  einem  festen 
Punkte  der  geraden  Linie,  auf  welcher  sie  sich  bewegen- 
Sey  auch,  in  diesem  Augenblicke,  Xi  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  m  und  m    von  demselben  Punkte,   so   hat  man 

({.  65) 

(/n-f-mjATi  =  mx  -^  m  X  . 

Hieraus  findet  man,  durch  Differentiieren, 

dx\ 
welche  Gleichung  die  Geschwindigkeit  —j —  des  Schwerpunk- 

dt 

teSy   die    den  Geschwindigkeiten  der  beiden  Kugeln  entspricht, 

angiebt.    Vor  dem  Stofse  hat  man  aber 

dx  dx'  , 

57  =  *''   ■57  =  *'' 

und  daher 

dxi   pii^  -|-  mv 


f    r 


dt  m  -^  7fi 

Nach  dem  Stofse  hat  man 

dx  dx' 


dt*         dt 
bei  weichen  Körpern,   und 

dx  dx'  , 

dt  '     dt 

bei  elastischen«  Substituiert  man  allmalich  diese  Werthe  in 
die    Gleichung   (b)   und   berücksichtigt   die    Gleichung  (a),    so 

dxi 
findet  man  --7—  =  u   für   beide   Fälle ^   was,    in    Folge   der 

Gleichung  (a)  derselbe  Werth,  wie  vor  dem  Stofse  ist,  daher 
ändert  der  Stofs  beider  Kugeln  Nichts  in  der  Bewegung  ihres 
Schwerpunktes* 

Da  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  immer  die  Summe 
der  Gröfsen  der  Bewegung  des  Körpers,  dividiert  durch  die 
Summe  ihrer  Massen,  ist,  so  kommt  dies  darauf  zurück,  dafs 
bei  dem  Stofse  zweier  kugelförmiger,  weicher  oder  elastischer 
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Körper  die  Stimme  der  Grüfsen  der  Bewegung  rieh  iii<^t  Ijn« 
dert,  wenn  man  bei. dieser  Summe  auf  die  Zeichen  der  Ge* 
scbwindigkeiten  Rücksidit.  nimmt. 

lat  die  Geschwindigkeit  v  Y4>n  m  NoU,  und  ist  diese 
Masse  sehr  klein  im  Verhältnisse  zu  m,  so  ist  die  n%  mitge« 
theilte  und  m  entzogene  Gröfse  der  Bewegung  beinahe  mv 
oder  2 mV,  je  nachdem  diese  Körper  unelastisch  oder  völlig 
elastisch  sind» 

365. 
Man  hat  bis  jetzt  den  Widerstand  der  Flüssigkeiten  mit 
einer  Reihe  von  Stöfsen  eines  Körpers  gegen  die  Theile  des 
Mittels,,  durch  welches  er  geht,  verglichen;  wiewohl  nun, 
nach  meiner  Ansicht,  die  auf  diese  Betrachtung  gegründete 
Theorie  des  Widerstandes  verlassen  werden  mufs , '  so  ist  es 
dennoch  gut,  sie  hier  mit  wenigen  Worten  zu  erläutern. 

Man  nehme  an,  der  Körper  sey  ein  gerader  Cylinder,  der 
sich  im  Sinne  seiner  Länge  bewegt.     Sey  i»  der  Flächeninhalt 
seiner  Basis,   die  auf  seiner  Länge  und   Richtung  der  Bewe- 
gung senkrecht  steht;  sey  auch  m  die  Masse  des  Körpers  und 
(  die  Dichtigkeit  der  flüssigen   oder  luftförmigen  Flüssigkeit, 
io  welcher  er  sich  bewegt.     Am  Ende  der  Zeit  t  nenne  man 
^  seine  Geschwindigkeit   und    «    den   Abstand  der   vorderen 
Basis  von    einem  festen   Pimkte,    welcher   in   der  auf  dieser 
Ebene   senkrecht    stehenden   Linie  genommen    wird,    so   dafs 
man  dx  z=:  pdt  hat.     In  dem  Augenblicke  di  durchlauft  diese 
Basis  den  Raum   dx^   der  Körper  wird  daher  alle  materiellen 
Punkte  der  Flüssigkeit  treffen ,  die  in.  einer  Schichte  enthalten 
sind,  deren -Basis  m,  deren  Höhe  dx  und  deren  Masse  gwdx 
ist.     Betrachtet  man  aber  alle   diese  Punkte   als  isolierte,   die 
auf  die   umgebende  Flüssigkeit  gar  keine  Wirkung   ausüben, 
so  kann  man  für  die  Verminderung  der  Gröfse  der  Bewegung, 
welche  der  Körper  während  der  Zeit  dt  erleidet,  das  Produkt 
aus  seiner  Geschwindigkeit  t^    in  die  gestofsene  Masse  gojdxy 
oder  das  Doppelte  dieses  Produktes  nehmen,  je  nachdem  man 
diesen  Slofs  mit  dem  der  Körper,  die  gar  keine  Elasticität  haben, 
oder  mit   dem  völlig  elastischer  Körper  vergleicht.     Der  erste 
y^erihvQwdx  entfernt  sich  am  wenigsten  von  der  Erfahrung, 
nimmt  mau  daher  denselben  als  den  richtigen  an^  und  bemerkt. 


m-rr  =  —  Qtov^ 
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dafs  mdt>  die  Veränderung  der  Grofoe  der  Bewegung  der 
Masse  m   in  der  Zeit  dt  bezeichnet^   so  hat  man 

mdu  =  —  vgmdXf 

und  wenn  man  statt  dx  seinen  Werth  pdl  setzt  und  durch 
dt  dividiert,  so  erhält  man 

dp 

dt 

als  bewegende  Kraft,  die  von  dem  auf  eine  ebene  Oberfläche, 
senlvreclit  auf  die  Richtung  der  Bewegung,  ausgeübten  Wi- 
dersland herrührt. 

Dieser  "Widerstand  ist,  wie  man  sieht,  der  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit,  an  der  Oberfläche,  an  welcher  er  ausgeübt 
wird,  und  dem  O.uftd^'^*©  ^^^  Geschwindigkeit  des  Körpers 
proportional.  Nennt  man  7t  die  zu  dieser  Geschwindigkeit 
gehörende  Höhe  und  g  die  Schwere,  d.  h.  setzt  man  p^z=z2g/t, 
so  wird  sein  Werth  2gQwh,  so  dafs  er  dem  Gewichte  eines 
aus  der  Flüssigkeit  gebildeten  CyUnders  gleich  ist,  dessen  Basis 
die  auf  der  Richtqng  der  Geschwindigkeit  senkrechte  Oberfläche 
uiid  dessen  Höhe  das  Doppelte  derjenigen  ist,  von  welcher 
ein  schwerer  Körper  im  leeren  Räume  fallen  müfste,  um  die- 
selbe Geschwindigkeit  zu  erlangen. 

Ist  die  Richtung  der  Bewegung  nicht  senkrecht  auf  der 
ebenen  Oberfläche ,  die  ,den  Widerstand  erleidet,  so  zerlegt 
man  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  zwei  andere,  in  eine 
senkrechte  und  eine,  die  mit  dieser  Ebene  parallel  ist.  Man 
nimmt  an,  dafs  die  parallele  Geschwindigkeit  nur  eine  Reibung 
hervorbringt,  welche  man  unberücksichtigt  lafst,  und  der  ei- 
gentliche Widerstand  ist  derselbe,  als  wenn  blos  die  senk- 
rechte Geschwindigkeit  vorhanden  wäre.  .  Daher  mufs  man 
diese  Seitengeschwindigkeit  statt  der  Geschwindigkeit  p  in  den 
vorhergehenden  Werth  des  Widerstandes  substituieren ,  der  als- 
dann QOiP^  cos^  i  wird,  wo  i  der  Winkel  ist,  den  die  auf 
der  Oberfläche  w  senkrecht  siehende  Linie  mit  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  p  macht. 

366. 
Nimmt   man    dieses   Resultat    an,- und   dehnt   es    auf  die 
pndlicli  kleinen  Elc'mcute  der  krummen  Oberflächen  aus,  so 
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findet  man,  mit  Hülfe  der  Integralrecbnung,  den  Widerstand, 
weichen  ein  fester  Körper  von  beliebiger  Gestalt  erleidet. 

Zur  grüfseren  Einfachheit,  nehme  man  an ,  man  betrachte 
einen  Rotationskörper,  dessen  Punkte  sämmtUch  mit  der  Ge- 
schwindigkeit f^  Linien  beschreiben,  die  der  Axe  seiner  Figur 
parallel  sind.  Sey  jiB^  diese  Axe  (Fig.  1)  und  uiMB  die 
erzeugende  krumme  Linie.  Man  nehme  diese  Axe  für  die  der 
Abscissen,  und  nenne  x  und  ^  die  Abscisse  CP  und  die 
Ordinate  PM  eines  beliebigen  Punktes  M  dieser  krummen 
i  Linie.  Man  nehme  an^  dafs  der  gröfste  Durchschnitt  des 
festi&n  Körpers,  senkrecht  auf  die  Axe  der  Figur,  derjenige 
sey,  welcher  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  C  entspricht, 
und  sey  daher  CD  die  gröfste  Ordinate  der  krummen  Linie 
AMB.  Da  die  Bewregung  von  B  gegen  ji  statt  hat,  so  ist 
der  Theil  der  Oberfläche,  der  den  Widerstand  des  Mittels 
erleidet,  derjenige,  welcher  dem  Theile  DMA  der  krummen 
Linie  entspricht.  Sey  da  das  DüTerentialeleinent  dieser  krum- 
men Linie  in  einem  beliebigen  Punkte  3/,  so  hat  man 

dy 

cos  £  =  — 

ds 

für  den  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Normale  an  diesem 
Punkte  mit  der  Axe  at,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Bewegung 
einschliefst,  und  dieser  Winkel  wird  derselbe  in  der  ganzen 
Ausdehnung  der  Zone  seyn,  welche  durch  dsj  wenn  dieses 
sich  um  jiB  dreht,  erzeugt  wird,  und  deren  Oberfläche 
^ynda  ist.  Jedes  der  ebenen  Elemente  dieser  Zone  erleidet 
einen  senkrechten  Widerstand ,  der  dem  Produkte  dieses^  Ele- 
mentes, mit  Qv^  Q0%^  i  multipliciert ,  gleich  ist.  Zerlegt  man 
diese  Kraft  iii  zwei  andere,  von  welchen  eine  auf  der  Axe 
AB  senkrecht,  die  andere  mit  ihr  parallel  ist,  so  ist  es  ein- 
leuchtend, dafs  die  auf  jiB  senkrechten  SeitenkräHe  sich 
paarweise  aufheben.  Aufserdem  wird  Jede  mit  AB  parallele 
Seitenkraft  dem  auf  der  Zone  senkrechten  Widerstände,  mit 
cos  i  muUipIiciert,  gleich  seyn.  Die  Summe  dieser  Seiten* 
kräfle,  für  die  ganze  Zone,  ist  daher  dem  Produkte  aus  der 
Oberfläche  2nydsy   qp^  cos  £  und  cos  f,  oder,  vermöge  des 

Werlhes  von  cos/,   dem  Ausdrucke  2nQP^y  -^^  gleich. 
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Htoraiis  folgt,  daf«,  wenn  man  R  den  ganzen  Wider- 
stand nennt,  den  der  Körper  im  entgegengesetzten  Sinne  seiner 
Bewegung  erleidet,  und  CA=i.a  setzt,  der  Werth  dieser  be- 
wegenden Kraft 

Ä  =  2.ß.»y;v^'  (o) 

ist. 

Ist  der  Körper  eine  Kugel,  so  ist  C  sein  Mittelpunkt 
und  a  sein  Halbmesser.  Bezeichnet  man  durch  &  den  Win- 
kel Jlf  61^,   80  hat  man 

y  =:  a  sin  ^,    dy  =  a  coB&d&y     da  =  ad&j 
und  es  folgt  hieraus 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Widerstand,  den  eine  Kugel  er- 
leidet, die  Hälfte  desjenigen  ist,  den  der  umschriebene  Cy- 
linder  erleiden  würde,  dessen  auf  der  Richtung  der  Bewegung 
senkrechte  Basis  na^  seyn  würde. 

367, 
Diesen  ersten  Versuch  über  die  Berechnung  des  Wider- 
standes^ der  Flüssigkeiten  verdankt  man  Newton,  und  er  hat 
auch  zuerst  die  Bewegung  der  Körper  beslimmt,  die  von 
einer  von  ihrer  Geschwindigkeit  abhängenden  Kraft  getrieben 
werden.  Indem  er  das  Resultat  seiner  Berechnung  mit  der 
beobachteten  Zeit  des  Falles  einer  Kugel,  die  in  der  Luft, 
von  einer  grpfsen  Höhe,  fiel,  verglich,  fand  er,  dafs  man, 
um  sie  in  Uebereinstinimung  zu  bringen,  den  vorhergehenden 
Werlli  von   R  auf  die  Hälfte  reducieren  müsse. 

Nach  anderen,  von  Borda  angestellten,  Versuchen  mufs  die- 
ser Werth  nur  auf  drei  Fünftel  reduciert  werden,  woraus  sich 

R=:  ^nga^u^ 

ergiebt.     Nennt  man  D  die  Dichtigkeit  der  Kugel,  so  ist  ihre 

4nDa^ 

ÜNIasse  •,    und  wenn  man  R  durch  diese  Masse  theilt 

3  * 

und  ^  die  daraus  entstehende    beschleunigende   Kraft  nennt, 
so  hat  man 

^  ~  40  Da' 
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Die»  ist  auch  wirklich  der  Ausdruck  für  den  Widerstand, 
den  man  am  häufigsten ,  in  Werken  über  die  Geschützkunde, 
angenommen  findet ^  und  den  wir  in  §.216  erwähnt  haben. 

In  Folge  der  Formel  (c)  besteht  die  Bestimmung  des 
Retolulionskörpers ,  der  den  geringsten  Widerstand  erleidet, 
darin,  die  erzeugende  krumme  Linie  dieses  Körpers  zu  finden, 

fär  welche  das  Integral J      y  ^  ein  Minimum  ist,  wckhe 

Aufgabe  leicht  nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  ge- 
löst wird  und  von  welcher  Newton  eine  Auflösung  gegeben 
hat,  ehe  noch  andere  Mathematiker  sich  mit  dieser  Art  von 
Fragen  beschäftigt  hatten,  ohne  jedoch  die  Methode,  welche 
er  befolgt  hat,  anzugeben. 

Diese  Theorie  des  Widerstandes  beruht,  wie  man  gesehen 
hat,  auf  einer  Vergleichung  der  Wirkung  der  Flüssigkeit  mit 
dem  Slofse  der  Körper,    und  auf  der  unzulässigen   Annahme, 
dafs,  bei  diesem  Stofse,  die  Th^ilchen  der  Flüssigkeit  isoliert 
auf  den  Körper  und  nicht  auf  einander   selbst  wirken.     Die 
Beobachtung   wiederspricht  ihr    schon   in   Beziehung   auf  die 
absolute  Gröfse,   die  die  Rechnung  ungefähr  doppelt   so  grofs 
giebl  als   die   Erfahrung,    sie   widerspricht   ihr  aber  auch  in 
Beziehung  auf  das  Gesetz,   nach  welchem  der  Widerstand  als 
Function  der  Geschwindigkeit    ausgedrückt   wird,    indem    er, 
öaeh  dieser  Theorie,  immer  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit proportional   wäre,   während  aus   der  bei    sehr   kleinen 
Schwingungen  des  Pendels  beobachtieten  Abnahme  der  Weiten 
(M87)   sich    ergiebt,   dafs    diese  Kraft   nur  den  sehr  kleinen 
Geschwindigkeiten  proportional  ist.     Der  Widerstand,  den  eine 
tropfbare    oder    luftförmige   Flüssigkeit    der    Bewegung    eines 
festen  Körpers  entgegensetzt,  besteht  aus  einer  Reibung  gegen 
die  Oberfläche    und    der   Mittelkraft   der   Drucke ,   die    diese  . 
Flüssigkeit  gegen   die   ganze  Oberfläche   ausübt.     Um    diesen 
«weiten  TheU,  welcher  der  eigentliche  Widerstand  ist,  passend 
zu  bestimmen,   mufs  man    zu   gleicher  Zeit  die  Bewegungen 
des  Körpers    und    der  Flüssigkeit    betrachten,  wie  ich   es  in 
der  schon  (f.  191)  erwähnten  Abhandlung  gethan  habe.     Diese 
'^aft  kann  bei  der  schwingenden  und  progressiven  Bewegung, 
*»ai  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  und  den  Gasarten  verschieden 
*eyn,  und  bei  letzteren  kann  sie  nicht  allein  von  ihrer' Dich- 
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tigkelt,   sondern   auch  von   ihrer  Temperatur   abhängen,    was 
durch  die  Erfahrung  ermiitelt  zu  werden  verdiente«  *) 


*)  Durcfi  das  (TAlembertsche  Priocip  werden  alle  Fragen  der  Dynamik 
auf  die  Statik  zurückgefiiiirt  und  dnrcli  das  Princip  der  Tirtuelien 
Geschwindigkeiten  alle  statischen  Aufgaben  gelöst,  so  dafs  in  diesen 
zwei  Principien  die  Lösung  aller  mechanischen  Aufgaben  enthalten 
ist.      In   Crelle'a   Jonrn.  für   die  reine   und   angew.  Matbem.  Bnd.  4. 

*  S.  232  findet  man  aber  ein  neues  Princip  TOn  Gaufs,  welches  beide 
erwähnte  Principe  enthält  und  das  Gesetz  der  Bewegung  wie  der  Ruhe 
auf  ganz  gleiche  Art  in  gröfster  Allgemeinheit  umfasst.  Es  lautet 
wie  folgtt  Die  Bewegung  eines  Systems  materieller,  auf 
was  (vir  eine  Art  unter  einander  ver4)undener  Punkte, 
deren  Bewegungen  zugleich  an  was  immer  für  äufsere 
Beschränkungen  gebunden  sind,  geschieht  in  jedem 
Augenblicke  In  möglich  gröfster  Uebereinstimmung 
mit  der  freien  Bewegung^  oder  unter  möglich  kleinstem 
Zwange,  indem  man  als  Maafs  des  Zwanges,  den  das 
ganze  System  ia  jedem  Zeittheilchen  erleidet,  die 
Summe  der  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung 
jedes  Punktes  von  seiner  freien  Bewegung  in.  seine 
Masse  betrachtet.  Den  Beweis  kuan  man  an  der  angeführten 
Stelle  nachsehen.  Anm.  des^Uebers. 
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Zweite«    Kapitel. 
Bestimmung  der  Trägheitsmomente   und   Hauptaxen. 

368. 
In  den  folgenden  Kapiteln  betrachten  wir  die  rerscLie- 
denen  Fälle  der  Bewegung  eines  festen  Körpers*  Um  die 
Gleichung  seiner  Bewegung  zu  bilden ,  theilen  wir  ihn  in  un- 
mefsbare  aber  endliche  Theile,  von  welchen  jeder  eine  aufser- 
ordentlich  grofse  Zahl  von  Theilchen  enthält.  Wiewohl  der 
Körper  aus  getrennten  Theilchen  besteht^  so  können  die  auf 
seine  unmersbaren  Theile  bezüglichen  Summen  dennoch,  ohne 
merklichen  Fehler^  in  bestimmte  Integrale  verwandelt  werden, 
^ie  in  f.  98,  und  in  allem  Folgenden  kann  man  die  Theile, 
Yon  denen  die  Rede  ist,  als  unendlich  klein  ansehen. 

Die~  bestimmten  Integrale,  welche  die  Gleichungen  der 
Bewegung  enthalten,  sind  neun  an  der  Zahl,  nemlich 

fxdniy      fydrrij      fzdrriy 
fxydniy    fzxdm^   fyzdm^ 
fz^dm,    fy^dntj    fx^dniy 
wo  dm   das  Differentialelement   der  Masse  ist,    das  den  di*ei 
rechtwinkligen  Coordinaien   x,  y^  ä,   entspricht,   und  in  dem^ 
sich  die  Integrale  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers,    die  wir 
durch  M  bezeichnen,  erstrecken. 

Die  drei  ersten  hängen  von  der  Lage  des  Schwerpunktes 
ah  und  weiui  man  Xi^yi^  zi  seine  drei  Coordinaten  nennt, 
80  hat  man  ({•  91) 

fxdm  =  Mxiy    fydm  =  Myu     fzdm  =  Mz^ 
•0  dafs  jedes  dieser  Integrale  Null  seyn  wird,  wenn  man  diesen 
Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nimmt. 

Wie  auch  dieser  Anfangspunkt  beschaffen  sey ,  so  kann 
man  immer,  wie  später  bewiesen  werden  soU^  die  Riclitung 
der  drei  Axen  so  bestimmen,  dafs  man 

fxydm  —  o,    fzxdm=,Oy    fyzdm  —  o 

3 
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hat.      Die    drei  rechtwinkligen  Axen  der  x,  y,  z,  für  jvelche 
diese  drei  Integrale  verschwinden,  nennt  man  die  Hauptaxen. 

Die  drei  letzten  von  den  neun  Integralen  kann  man 
vermillelsl  dreier  anderer  ausdrücken,  die  ich  durch  ^,  By  C 
bezeichnen  werde  und  welclie 

A=f{y^'^z'^)dmy  B=zfiz^+x^)clni,  C=/{x^+j^)dni 
seyn  werden  i  woraus  man 

2fz^dni  =   J+S  —  C 

2fy^dm  —  c\'A  —  B 

2fx^dni  —  B-^-  C  —  A    > 
findet. 

Im  ^allgemeinen  nennt  man  das  Trägheitsmoment  eines 
Körpers  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  gerade  Linie,  die 
Summe  der  Elemente  seiner  Masse,  multipliciert  durch  das 
Quadrat  ihrer  Abstände  von  dieser  geraden  Linie^  So  sind 
A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Beziehung 
auf  die  Axen  der  x,  y,  z,  denn  y^  -^  z^  z#  B.  ist  das  Qua- 
drat des  Abstandes  von  dm  von  der  Axe  der  x.  Sind  diese 
Linien  die  Hauptaxen,  so  nenne  ich  A,  B,  C  die  Haupt- 
momente der  Trägheit.  • 

Der  Schwerpunkt  und  die  Hauptaxen  haben  den  Vorlheil, 
die  Gleichungen'  der  Bewegung  zu  vereinfachen,  indem  ein 
Theii  der  Glieder  dieser  Gleichungen  verschwindet,  wenn  man 
jene  als  Anfangspunkt  und  Coordinatenaxen  annimmt.  Aufser- 
dem  haben  sie  für  die  Dynamik  sehr  wichtige  Eigenschaften, 
wie  sich  in  der  Folge  zeigen  wird. 

360. 

Die  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  ist  eine  Aufgabe 
der  Integralrechnung,  die  man  immer  genau  oder  durch  die 
Methode  der  Quadraturen  auflösen  kann. 

Das  einfachste  Beispiel  bietet  die  Berechnung  des  Trag- 
heitsmomentes  eines  rechtwinkligen  gleichartigen  Parallelopi- 
pedums  in  Beziehung  auf  eine  seiner  Kanten.  Man  nehme 
drei  von  seinen  zusammenstofsenden  Kanten  für  die  Axen  der 
X,  y  und  z  und  bezeichne  ihre  Längen  durch  a^  6,  c,  alsdann 
theile  man  jede  dieser  drei  geraden  Linien  in  eine  unendliche 
Anzahl  unendlich  kleiner  Theile.     Zieht  man  durch  alle  Thei- 
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Inngspunkte  Ebenen ,  die  den  FlSchen  des  Parallebpipedum 
parallel  sind,  so  hat  man  drei  Reihen  YOn  Ebenen,  welche 
dasselbe  nach  den  drei  Dimensionen  in  unendlich  «kleine  Ele- 
menie  theilen.  Das  Volumen  des  Elementes ,  welches  den 
drei  Coordinaten  x^y,  z  entspricht,  ist  oiEenbar  dxdydz\ 
man  hat  daher  für  seine  Masse 

dm  =  qdx  dy  dzy 
wo  p  die  Dichtigkeit  des  Parallelopipedum  ist,  die   man   als 
constant  ansieht.      Das  Trägheitsmoment  C,   in  Beziehung  auf 
die  Kante,    welche  man   als  Axe   der   z  genommen   hat  und 
deren  Länge  c  ist ,  wird  daher 

C==Qrff  {.x^-\-y^)  dx  dy  dz. 
Man    dehnt    dieses    dreifache   Integral    auf   alle  Elemente 
des  gegebenen    Parallelopipedum    aus,   indem  man,   in   belie- 
biger Ordnung,    von  x  =.0j    j  =  o,   ä  =  o,   bis  at  ,=  «, 
y^zby  zz=::c  integriert,    woraus   sich,    ohne  Schwierigkeil, 

^  ^a^bc  ab^c\ 

oder,  was  dasselbe  ist, 

ei'giebt,  wo  M  die  Masse  des  Körpers  ist,   so  dafs  man 

M  =  gäbe 
bat.    Ebenso  hat  man 

für  die  Trägheitsmomente  desselben  Körpers  in  Beziehung 
auf  die  Kanten,  deren  Längen  b  und  a  sind. 

370., 
Altf    zweites  Beispiel  will   ich  da^  Trägheitsmoment  eines 
gleicbartigen  Ellipsoids,    in  Beziehung  auf  eine  der  drei  Axen 
«einer  Figur,   berechnen. 

Die  Gleichung  seiner  Oberfläche  ist 

^2   "T    ^2    "T    ^.2  >  ^  ^ 

wenn  man  durch  2a ^  2b y  2c  die  Längen  seiner  drei  Haupt- 
durcfamesser  bestimmt,  die  man  für  die  Axen  der  x^y^  z 
öimmt.  Sein  Trägheitsmoment,  in  Beziehung  auf  die  Axe 
*«r  z,   wird    durch    dasselbe    dreifache   Integral    ausgedrückt 

3* 
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wie  in  der  yorhergelicDden  Aufgabe,  indem  die  Constante  q 
immer  die  Dichtigkeit  des  Körpers  ist.  Um  dieses  dreifache 
Integral  zu  erhalten ,  welches  auf  die  ganze  Masse  des  Ellip- 
soids  ausgedehnt  werden  mufs,  integriere  ich  zuerst- in  Bezie- 
hung auf  Zy  indem  ich  x  und  y  als  beständige  Gröfsen  an- 
sehe 9  daun  in  Beziehung  auf  y^  indem  ich  noch  immer  x  als 
beständig  ansehe,  und  zuletzt  in  Beziehung  auf  x.  Man  kann 
bei  diesen  drei  auf  einander  folgenden  Integrationen,  jede  be- 
liebige Ordnung  befolgen;  diejenige,  die  ich  wähle,  kommt 
darauf  zurück,  dafs  man  sich  das  Ellipsoid  in  eine  unendliche 
Menge  elliptischer  Schichten ,  die  der  Ebene  der  y  und  z  par 
rallel  sind,  getheilt,  ebenso  jede  Schichte  in  eine  unendliche 
Menge  Parallelopipeda ,  die  der  Axe  der  z  parallel  sind  und 
durch  die  Oberfläche  begränzt  werden,  und  jedes  Parallelo- 
pipedum  wieder  nach  den  drei  Dimensionen  in  unendlich 
kleine  Elemente  getheilt  denkt.  Die  Gränzen  des  Integrals, 
in  Beziehung  auf  Zy  sind  die  zwei  Werthe  dieser  Veränder- 
lichen, die  durch  die  Gleichung  (a)  gegeben  sind;  dieses  be- 
stimmte Integral  drückt  das  Trägheitsmoment  eines  der  Paral- 
lelopipeda  als  Function  von  ^v  und  j^  aus.  Die  Gränzen  des 
Integrals  in  Beziehung  auf  y  sind  die  zwei  Werthe  dieser 
Veränderlichen,  die  demselben  Werthe  von  x  in  der  Glei- 
chung des  Schnittes  des  Ellipsoids,  der  durch  die  Ebene  der 
X  und  y  gebildet  wird ,  entsprechen ;  es  drückt  das  Trägheilsr 
moment  der  mit  det  Ebene  der  y  und  z  parallelen  Schichte 
aus,  die  sich  in  der  Entfernung;  x  von  dieser  Ebene  befindet. 
Endlich  wird  das  Integral  in  Beziehung  auf  x  zwischen 
*  =  —  «  und  X  zzza  genommen  und  drückt  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Ellipsoids  aus. 

"     Integriert  man  in  Beziehung  auf  ä,  so  erhält  man 

(^^+y^)zdxdy  +  const. 

Die  beiden  durch  die  Gleichung  (a)  gegebenen  Gränzen  sind 

daher  wird  das  bestimmte  Integral 

^QCx^A^^^Zl^f^^dxdy  +  OQcy^j^i^Zl^^dxdy 
scjrn.     Setzt  man  zur  Abkürzung 


ja  — 
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/-; 


80  wird   das  Integral  des   erftten  Theils   der  vorhergehenden 
Formel  9  in  Beziehung  auf  y^ 

Die  Gleichung  des  Schnittes  des  EUipsoids  vermittelst  der 
Ebene  der  x  und  y^  nemlich 

giebt  y  =  dz  r  für  die  zwei  Gränzen  des  Integrak  in  Be- 
ziehung auf  yy   und  da  man 

'"  ^/^i^ZZyidy  =  Jj^r« 

hat,   so"  folgt  daraus,   v?enn  man  für  r^  seinen  Werth  setzt, 

Integriert   man   in  Beziehung  auf  x  von    Ji7  =  — »a  bis 
x=zaf  so  hat  man  daher 

ohne  neue  Rechnung  und  durch  blofse  Aenderungen  der  Buch- 
staben, hat  maa  ebenso    * 

2qc  ffy^  y^  1 L Z^dxdy  ^=  ^ , 

daher  ist  der  Werth  des  Trägheitsmomentes  C  in  Beziehung 
auf  die  Axe  der  z ,  welcher  die  Summe  der  zwei  letzten  In- 
tegrale ist^ 

C=  4^ea5c 

15         ^      ^. 
Ebenso    erhält  man   die  Trägheitsmomente  i3  und  A  in 
Beziehung  auf  die  Axen   der  y  und  x*     Da   die  Masse  des 
EUipsoids  M  ist,  so  hat  man,  vermöge  seines  Volumens  ({•  89), 

Angabe 

und  die  drei  Trägheitsmomente  ^  in  Beziehung  auf  die  Durch- 
messer 2a,  26,  2cy  sind 
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Diese  Durchmesser  sind  die  drei  Hanptaxen  des  Körpers, 
die  sich  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden,  denn  wenn  mau 
sie  für  die  Axen  der  x^  y^  z  nimmt ,  so  sind  die  drei  Inte- 
grale /jkt  je?  m ,  Jxzdm^  fyzdmjrfenu  man  sie  auf  das 
ganze  Ellipsoid  ausdehnt,  gleich  Null,  weil  jedes  derselben 
aus  Elementen  besteht,  die,  paarweise  genommen,  gleich  sind 
und  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Man  sieht,  dafs  unter 
den  drei  Gröfsen  ji,  Bj  C,  die  gröfste  und  kleinste  diejenige 
ist,  welche  d^m  kleinsten  und  gröfsten  der  drei  Durchmesser 
entspricht,  was  ohnehin,  durch  die  £i;klärung  der  Trägh'eits- 
momente,  einleuchtend  ist. 

371. 
Im  Falle  einer  Kugel  hat  man  «  ==  6  m  c ;  die  drei  Träg- 
heitsmomente  sind  alsdann  einander  gleich  und  werden  durch 

—  oa^  ausgedrückt.     Nimmt  der  Halbmesser  a  um  ein  un- 
.  15  ^ 

endlich  Kleines  zu    und  geht  in  a  -{-  da  über,   so  drückt  die 
*  entsprechende  Zunahme    dieses  Trägheitsmomente»  der  Kugel, 

nemlich qa^da    das    Trägheitsmoment    der    sphärischen 

Schichte  aus ,  deren  innerer  und  äufserer  Halbmesser  a  und 
a  ^  da  sind.  Man  nehme  nun  an,  die  Kugel  sey  nicht 
gleichartig,  sondern  nur  aus  gleichartigen  concentrischen  Schich- 
ten zusammengesetzt,  so  dafs,  wenn  man  r  den  Halbmesser 
einer  beliebigen  Schichte  nennte  die  Dichtigkeit  q  eine  ge- 
gebene Function  von  r  ist.  Um  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  Kugel  zu  haben,  mufs  man  das  einer  beliebigen  Schichte, 

nemlich  --r-  gr^dr  ^   in  Beziehung  auf  r  integrieren  und  das 
3 

Integral  auf  den  ganzea  Halbmesser  der  Kugel  ausdehnen ; 
bezeichnet  man  daher  diesen  Halbmesser  durch  c,  so  hat  man 

für  das  verlangte  Trägheitsmoment* 

Vergleicht  man  es  mit  dem  Trägheitsmomente  einer  gleich- 
artigen Kugel,  die  denselben  Halbmesser  hat  und  deren  Dich- 
tigkeit der  mittleren  Dichtigkeit  derjenigen,  die  man  betrachtet, 
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gleich  ist,  80  sieht  man  leicht ,  dar8  es,  vermöge  der  Erklä- 
rung des  Trägheitsmomentes  gröfser  oder  kleiner  seyn  mufs, 
und,  vermöge  seines  Ausdruckes ,  auch  gröfser  oder  kleiner 
seyn  wird,  je  nachdem  die  Dichtigkeit  g  forlwahreud,  vom 
Mittelpunkte   nach  der  Oberfläche  hin,   wächst  oder  abnimmt. 

372. 
Die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  eines  homogenen 
Körpers,  der  durch  eine  Rotationsoberfläche  begränzt  wird, 
reduciert  sich  auf  eine  einzige  Integration ,  die  von  der  er- 
zeugenden krummen  Linie  abhängt,  v^enn  man  es  in  Bezie- 
hung auf  die  Axe  der  Figur  nimmt.  Man  zerlegt  alsdann 
den  Körper  in  kreisförmige  Ringe,  die  eine  unendlich  kleine 
Dicke  und  Breite  hab^n,  von  welchen  jeder  seinen  Mittelpunkt 
in  der  Axe  hat  und  einerseits  zwischen  zwei  auf  der  Axe 
senkrecht  stehenden  Ebenen,  andererseits  zwischen  zwei  cy- 
lindrischen  Oberflächen  enthalten  ist,  deren  gemeinschaHliche 
Axe  diese  gerade  Linie  ist.  Nennt  man  r  den  Halbmesser 
der  inneren  Oberfläche,  r-^-dr  den  der  äufseren  und  dx  den 
Abstand  der  beiden  Ebenen ,  so  ist  das  Volumen  eines  Ringes 
71  (r  -j-  dr)^  dx  —  nr^dx  oder  2  nrdrdxj  wenn  man 
das  unendlich  kleine  Glied  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt. 
Seine  Masse  ist  daher  2nQrdrdx,  wenn  man  durch  q  die 
Dichtigkeit  des  Körpers  bezeichnet,  und  da  alle  Punkte  dieses 
Ringes  denselben  Abstand  r  von  der  Axe  der  Figur  haben,  so 
drückt  das  Produkt  2n:Qr^drdx  aus  dieser  Masse  in  r*, 
das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  diese  Axe  aus.  Ist 
daher  jiB  diese  Axe-  und  Jl MB  die  erzeugende  krumme 
Linie  (Fig.  1),  und  man  setzt 

^P  =  *,  PM=y, 
80  hat  man  das  Trägheitsmoment  der  unendlich  dünnen  Schichte 
des  Rotationskörpers,  die  senkrecht  auf  AB  steht  und  dem 
Punkte  P  entspricht,  wenn  man  2nQr^drdx\  von  rzizo 
hhrrziy  integriert,  was  ^ngy^dx  giebt.  Bezeichnet  man 
daher  durch  /  die  Länge  der  Axe  AB  und  durch  ^  das 
Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers,  so  erhält  .man  den 
Werth  von  ^,  indem  man  das  Differential  ingy'^dx  von 
xzzo  bis^  A7  =  2  integriert  und  es  ergiebt  sich  hieraus 

j'^dx.  (6) 
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Bezeichnet  man  durch  a.und  ß  die  gegebenen  Werlhe 
von  x^  so  dafs  man  a  -«C  ß  und  /?  <C  /  hat,  so  ist  es  hin- 
reichend, von  x=:a  bis  a?  =  /J  zu  integrieren,  um  das  Träg- 
heitsmoment der  Schichte  d^s  Körpers  zu  haben,  die  zwischen 
den  beiden  auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen  enthahen 
ist,  deren  Abstände  vom  Punkte  -^  die  Gröfsen  a  und  ß 
sind.  Ist  der  Körper  hohl  und  zwischen  zwei  Rotation sober- 
fiächen  enthalten,  die  dieselbe  Axe  jiB  haben,  so  erhält  man 
sein  Trägheitsmoment,  indem  man  diesen  Körper  wie  den 
Unterschied  zweier  Rotationsoberfläclien  ansieht,  deren  Träg- 
heitsmomente, in  Beziehung  auf  eine  gemeinschaftliche  Axe^ 
man  von  einander  abzieht*  Verlangt  man  endlich  das  Träg- 
heitsmoment eines  Thells  eines  Rotationskörpers,  welcher  zwi- 
schen zwei  durch  die  Axe  der  Figur  gezogenen  Ebenen  eut-» 
halten  ist,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs  dieses  Moment,  in  Be- 
ziehung auf  diese  Axe,  sich  zu  dem  des  ganzen  Körpers  ver- 
hält, wie  der  Winkel  der  zwei  Ebenen  zu  vier  rechten 
Winkeln. 

373. 

Nimmt  man  einen  Halbkreis  für  die  erzeugende  Linie 
AMB  und   bezeichnet  den  Halbmesser  durch  a,    so  hat  man 

y^  z=z  2  ax  —  x^ 
als  Werth  von  y^,  den  man  in  die  Formel  (6)  setzen  mufs^ 
und  wenn  man  das  Trägheitsmoment  eines  Kugelabschnittes^ 
dessen  Höhe  a  ist,  in  Beziehung  auf  den  auf  seiner  Basis 
senkrecht  stehenden  Durchmesser  genommen,  wissen  will,  so 
mufs  man  in  dieser  Formel  von  x  z=zo  bis  ^  =  a  integrieren  ; 
dieses  giebt 

Im  Falle   einer  ganzen    Kugel   setzt   man   a  ==^  2  a  und 

hieraus   folgt  /e  = — ,  wie  früher  gefunden  wurde. 

15 

Ist  die  erzeugende  Linie  eine  gerade,  die  durch  den  Punkt 
j4  geht  und  mit  der  Axe  AS  einen  Winkel  einschliefst,  des- 
sen Tangente  19*  ist,   so  hat  man 

y  z=z  ^x» 

Ich  substituiere  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (b)  und 
integriere  von  at  =  a  bis  jc  =  /? ,   so  ergiebt  sich 
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Dieser  Werlh  ist  der  des  TräglieitsmomeDtes  eines  abge« 
stumpften  Kegels  in  Beziehung  auf  die  Axe  seiner  Figur  ge- 
nommen. Nennt  man  a  und  b  die  Halbmesser  seiner  beiden 
GrundAächen  und  h  seine  Höhe,  so  bat  man 

^a  ==  a,     &ß  =  b,    ß  —  «  =  Ä, 
und  man  kann  alsdann  den  Werth  von  /«  unter  der  Form 

,»  =  ^yiQh(a^  +  a\b  +  a^b^  +  ab^  +  b^) 
schreiben. 

Im  Falle I  \^'enn  der  Kegel  ein  ganzer  ist,  setzt  man 
b=:  o ,   und  da  M  seine  Masse  ist  y   so  bat  man 

M  =  {ngha^y     f^  =  ^Ma^. 
Gebt  der  abgestumpfte  Kegel  in  einen  Cylinder  über,   so 
setzt  man  bz=a,  und  da  die  Masse  immer  iU  ist,   so  folgt 
hieraus 

374. 
;  Kennt  man    das   Trägheitsmoment   eines  Körpers   in  Be« 

!       Ziehung  auf  eine  Axe,    die  durch  den  Schwerpunkt  geht,  so 
kann  man  daraus  leicht  das  Trägheitsmoment   desselben  Kör- 
pers in  Beziehung  auf  jede  Axe,  die  mit  der  ersten  parallel 
I       ist,   finden. 

Denn  man   verlege  den  Anfangspunkt  der  Qoordinaten  in 

\       den  Schwerpunkt   und   nehme    die   erste  Axe    für  die  der  z. 

f'      Seyen    a  und   ß   die   Coordinaten    des  Punktes,  in  welchem 

I       die  zweite  Axe  die  Ebene  der  x  und  y  schneidet ,  auf  welcher 

I       diese   zweite  Axe   ebenfalls   senkrecht   steht.      Man   bezeichne 

#     durcli   a   den   Abstand   des    Sfchwerpunktes    von  der   zweiten 

Axe,    durch    r   den   Abstand    eines   beliebigen  Elementes  r/m 

des  Körpers  von  der   ersten  Axe,   durch  r'  den  Abstand  des- 

I       selben   materiellen   Punktes   von   der  zweiten   Axe*     Das   be- 

f       kannte  Trägheitsmoment  ist  Jr^dm,   und  das  verlangte  wird 

fr^dm  seyn,  indem  sich  diese  Integrale  auf  die  ganze  Masse 

des  Körpers  erstrecken.    Wir  haben  aber 

multipliciert  man  durch  rfm,   integriert  und  bemerkt,  dafs 

x^-^-y^zzzr^^    «2  +  ^2  =  «», 
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80  hat  man  daher 

fr^dm.=  Jr^dm  —  2afxdm—2ßfydm'\'a'^fdm. 

Die  Integrale  Jxdm^  Jy^^^  ^^^^  »her  Null,  weil  der 
Schwerpunkt  auf  der  Axe  der  z  Hegt  (f.  368),  aiifserdeni  ist 
Idm  die  ganze  Masse  des  Körpers,  welche  ich  durch  M  be- 
zeichne, daher  reduciert  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auf 

fr'^dm=Jr^dtn  +  MaK 
Folglich  hat  man  das  verlangte  Trägheitsmoment,  wenn  man 
zu  dem  gegebenen  die  Masse  des  Körpers,  niullipliciert  durch 
das  Quadrat  des  Abstandes  des  Schwerpunktes  von  der  neuen 
Axe,  addiert. 

Nach  dieser  Regel  hat  man  unmittelbar  das  Trägheits- 
moment einer  Kugel,  die  gleichartig  oder  aus  coiicenlrisclicn 
Schichten  zjusammengesetzt  ist,  in  Beziehung  auf  eine  beliebige 
Axe,  weil  dieses  Moment  in  Beziehung  auf  alle  Axen  bekannt 
ist,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Figur  gehen,  welcher  zu- 
gleich der  Schwerpunkt  ist. 

Bei  einem  beliebigen  Körper  ist  das  Trägheitsmoment,  in 
Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht,> 
kleiner,  als  in.  Beziehung  auf  jede  andere  Axe,  die  mit  dieser 
parallel  Ist.  Die  Trägheitsmomente  eines  und  desselben  Kör- 
pers sind  gleich  In  Beziehung  auf  alle  Axen,  die  unter  ein- 
ander parallel  und  gleichweit  vom  Schwerpunkte  entfernt  sind. 
Ihr  gemeinschaftlicher  Werth   nimmt  zu ,    so  wie  sie  sich  von 

diesem  Funkte  entfernen, 

375.     . 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ändert  sich  nicht 
blos  mit  der  absoluten  Lage  der  Axe ,  auf  welche  man  es 
bezieht,  sondern  auch  mit  der  Richtung  dieser  geraden  Linie. 
Um  zu  zeigen,  welchen  Einilufs  diese  Richtung  auf  die  Gröl'se 
des  Trägheitsmomentes  eines  beliebigen  Körpers  hat,  suche 
man  das  der  Masse  M  in  Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gesogen  ist  und  mit  den  Axen 
der  Xy  y,  z  die  drei   gegebenen  Winkel  «,  /?,  y  einschliefst. 

Sey  p  die  vom  Elemente  dm  auf  die  neue  Axe  gefällte 
senkrechte  Linie,  ü  der  Abstand  dieses  materiellen  Punktes 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  ä  der  Winkel,  der 
zwischen  der  Liüie  1)  und  der  neuen  Axe  enthalten  ist.  Da 
^9  J^y  ^    ^^  Coordinaten   von  dm  sind,    so  werden   die  Co- 
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siniis  der  Winkel,  weklie  die  Riichlüng  des  Radius  Veclor 
U  mit  den  Ax«n  dieser  Coordinaten  einscLliersen ,  7-»  -p-»  y 
seyn ,  daher  hat  mau  ({..  9) 

cos  ^  =  -TT  CO8  a  -f-  -^  cos  /?  -f"  "TT  c<>*  y* 

Aufserdem  hat  man 

p  =  J5sin*,     p«  = /?*  —  (/)  cosd)«; 
substituiert  man  daher  statt   D  cos  d  die  vorhergehende  For- 
mel,   nachdem    man   sie    mit  I)   miilttpliciert  hat    und  setzt 
**  +  r^+  «*  »t«W  !>*,   so  folgt  hieraus 
p^  =  x^  sin^a  +  j^^^sin«^  +  ««  sin»y 

—  2  orj'  cos  a  cos/?  —  2  jfä  cos  a  cos  y  —  2^'ä  cos/?  cosy, 
woraus 

fp^dm  =  sin^ a f  x^ dm -{- sin^ßfy^ dm +  sin^yfz^ dm 

—  2  cos  a  cos/?  fxy  dm —  2co8a  cos^  J xzdm 

—  2  cos/?  cos  /  fy  z  dm 
folgt. 

Vermittelst  dieser  Formel  hat  man  daher  das  Träghetts- 
moment  fp^dm,  in  Beziehung  auf  eine  Axe  von  gegebener 
Richtung  y  die  durch  äen  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht, 
wenn  man  die  sechs  Integrale  fx^dm^  Jy^dm^  fz^dm^ 
Jxydnij  J xzdnij  Jyzdni^  auf  die  Masse  des  Körpers  aus- 
gedehnt und  auf  die  Coordinatenaxen  bezogen,  kennt.  Sind 
diese  drei  geraden  Linien  die  Hauptaxen^  «o  sind  die  drei 
letzten  Integrale  Null  (f.  368)  und  die  vorhergehende  Formel 
reduciert  sich  auf 
fp^dm==:sin^afx^dm'^sm^ßJy^dm-\-sin^yfz^dm. 

In  Folge  der  Gleichung 

cos^a  4"  cos^/?  -f-  cos*/  =  1 
hat  man 

sin^cx  —  cos^/?  4"  cos^y 

sin^/?  =  cos^y  -|"  ^^*^  ^ 
sin^y  =  cos^cf  -{-  cos^/?, 
wodurch  der  Werlh  von  /p!^dm  in  folgenden  übergehl: 
fp^dm  =  (fy^dm  -}- /z^dm)  cos^a 
+  (fz^dm  4-  fx^dm)  cos«/? 
-^{f'x^dm  +  fy^dm)  coh^y. 
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Zielit  man  daber  jedes  Paar  Integrale  in  ein  einziges  zu* 
sammen  und  bezeichnet,   wie  in   }•  368,   durch  ji ^  B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  Xy  y,  Zy  bo  . 
hat  man  zuletzt 

fp^dm  =  ji  €08««  +  B  cos^/J  4-  Ccos^y.        (c) 

Es  ist  daher  hinreichend,  "wenn  man  die  drei  Trägheits« 
momente  in  Beziehung  auf  die  drei  Hauptaxen  kennt,  die 
sich  in  einem  gegebenen  Punkte  schneiden,  um  daraus  so- 
gleich das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  eine  beliebige 
Axe,  die  durch  diesen  Punkt  geht,  ableiten  zu  können,  und 
wenn  man  dieses  Resultat  mit  dem  des  yorhergehenden  Para- 
graphen vergleicht,  so  sieht  man,  dafs  die  Berechnung  aller 
Trägheitsmomente  desselben  Körpers  darauf  zurückkommt,  die 
drei  Uaupttragheitsmomente  zu  bestimmen;  die  seinem  Schwer- 
punkte entsprechen.  Hat  man  z.B.  ({.370)  die  Werthe  der 
drei  Trägheitsmomente  für  den  Fall  eines  gleichartigen  EUip- 
soids  berechhet,  so  kann  man  das  Trägheitsmoment  dieses 
Körpers,  in  Beziehung  auf  |ede  Axe,  als  bekannt  ansehen, 

376. 

Das  gröfste  und  kleinste  der  drei  Hauptträgheitsmomente 
jIj  By  C,  die  in  der  Formel  (c)  vorkommen,  ist  auch  das 
gröfste  oder  kleinste  aller  Trägheitsmomente  desselben  Körpers 
in  Beziehung  auf  Axen,  die  durch  den  Apfangspunkt  der 
Coordinaten  gehen. 

Sey  nemlich  A^  die  gröfste  unter  den  Gröfsen  A^  By  C\ 
setzt  man  1  —  to%^ ß  —  cos^  ;/  statt  cos^  o  in  die  Gleichung 
(c),  so  hat  man 

fp^dm  =  A  —  (A  —  B)cos^/3  —  (J—C)co9^yy 
woraus  sich  erglebt,  dafs  fp^dnt  kleiner  als  A  ist,  wie  auch 
die  Winkel  ß  und   y'  beschaifen    seyn  mögen.    .Ist  ebenso  C- 
die  kleinste  der  drei  Gröfsen  A,  B,  C^   so  sieht  man,  wenn, 
man  die  Gleichungen  (c)  unter  die  Form 

fp^dm  =  C^"  (^  — C)cos2a  +  (^— 5)cosV 
bringt,    dafs  man  beständig 
Lat.  fp'dn.>C 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  drei  Gröfsen  Ay  B, 
C  gleich  sind,    hat   man  auch  fp^dm^^z  Ay   wie  auch   die 
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Richtung  fier  Axe,  auf  welcher  das  TrhgbcilSfnomentAF'r/m 
bezogen  wird,  beschaffen  sey.  Die  TrSgheilsiiiomeiite  sind 
daher  alsdann  in  Beziehung  auf  alle  Axen,  die  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen,  gleich.  Dies  ist  bei 
einer  Kugel  der  Fall,  welche  gleichartig  oder  aus  gleichartigen 
conGentrischen  Schichten  zusammengesetzt  istt  wenn  man  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  yerlegt;  auch 
findet  es  bei  einem  Würfel ,  bei  dem  regelmäfsigen  Octaeder 
und  anderen  gleichartigen  Körpern  statt,  deren  drei  Haupt* 
tragheit^nomente  nicht  verschieden  ^ejn  können»  sobald  man 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  der 
Figur  yerlegt. 

Hat  man  nur  ^  :zs  Bf   so  reduciert  sich   die  Gleichung 

(c)  auf 

fp^dm  =  AAn^y  +  Ccos^y, 

und  da  dieser  Werth  von  fp^dni  von  den  Winkeln  a  und 
ß  unabhängig  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dasselbe  für 
alle  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gezogenen  Axen, 
die  denselben  Winkel  y  mit  der  Axe  der  z  einschliefsen. 
Dies  ist  bei  einem  gleichartigen  Rotatiopskörper  der  Fall,  wenn 
diese  Linie  die  Axe  seiner  Figur  ist. 

Nach  dem,  was  man  schon  in  (.374  gesehen  hat,  können 
wir  jetzt  sagen,  dafs  das  kleinste  aller  Trägheitsmomente,  die 
ein. Körper  haben  kann^  einer  der  drei  Hauptaxcn  entspricht, 
die  sich  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden.  So  z.  B.  bezieht 
sicU  das  kleinste  aller  Trägheitsmomente  eines  gleicliartigen 
Eliipsoids  auf  den  gröfsten  seiner  rechtwinkligen  conjugierten 

Durchmesser. 

377. 

Wir  wollen  Jetzt  das  Yorhandenseyn  der  Hauplaxen ,  das 
wir  bisher  vorausgesetzt  haben  ^  beweisen  und  ihre  Richtung 
für  jeden  Punkt  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt  bestim- 
men. Es  ist  aber  nöthig,  zu  diesem  Zwecke  an  die  allge- 
meinen Formeln  der  Coordinaten  Verwandlung  zu  erinnern, 
welche  wir  ohnehin  bei  anderen  Gelegenheiten  brauchen  werden. 

Seyen  at,  y,  z  die  drei  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes Jtf,  die  auf  die  drei  rechtwinkligen  Axen  Ox^  Oj,  Oz 
bezogen  sind  (Fig.  2).  Man  bezeichne  durch  Xi^  yiy  äj  die 
Coordinaten    desselben  Punktes ,    die  denselben  Anfangspunkt 
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linbeiiy  aber  auf  die  drei  Axen  Oxi^  Oy^^  Ozi  bezögen 
sind,  welche  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  sieben.  Vuui 
Punkte  M  fälle,  man  die^  senkrechten  Linien  MF  und  MK 
auf  die  Axe  Ox  und  auf  die  Ebene  der  Xi  und  yi  y  und  vom 
Punkte  K  eine  senkrechte  Linie  KH  auf  die  Ax%  Oxiy  so 
dal's  man 

OP  =  x,    OH—xi,    KH  =  yiy    MK  =  zx. 
hat. 

Die  Protection  der  gebrochenen  Linie  MKHO  auf  die 
Axe  Ox  ist  OP  \  die  Projectionen  ihrer  Theile  OH^  KH^  MK 
sind  diesen  geraden  Linien  mit  den  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Axen  ^^2 ,  yiy  Zi  mit  der  Axe  Ox  einschliefsen ,  multipli- 
ciert,  gleich.  Nimmt  mau  deren  Summe,  so  hat  man  daher 
x  zzz  Xi  cosj^Oatj  -f-yi  cos  xOyi  -}-  Zi  cobxOzi. 

Die  Figur  setzt  voraus,  dafs  diese  drei  Winkel  spitz  und 
die  drei  Coordinaten  Xi^  yi,  zi  posiüv  sind,  in  welchem 
Falle  ihre  Projecllonen  auf  die  Richtung  von  Ox  selbst  fallen 
und  ihrer  absoluten  Gröfso  nach  addiert  werden  müssen.  Man 
kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dafs  diese  Gleichung  in 
allen  Fällen  statt  haben  wird,  wenn  man  die  Zeichen  der 
Coordinaten  ^i,j^l,  zi,  der  Cosinus  und  der  Abscisse  x  berück« 
sichtigt.  Man  sieht  z.B.  leicht  ein,  dafs,  wenn  die  Abscisse 
Xi  negativ  und  der  Winkel  xOxi  spitz  ist,  oder,  wenn 
diese  Abscisse  positiv  und  der  Winkel  stumpf  ist,  die  Projec- 
tion  von  OH  auf  die  Verlängerung  von  Ox  fällt  und  der 
absolute  Werth  dieser  Protection  abgezogen  werden  nuifs. 
Dagegen  sieht  man,  dafs  er  addiert  werden  mufs,  wenn  diese 
Abscisse  Xi  negativ  und  der  Winkel  xOxi  zu  gleicher  Zeit 
stumpf  ist,  was  in  beiden  Fällen,  mit  dem  Zeichen  des  Pro- 
duktes xi  cos  xOxi  zusammenstimmt. 

Ebenso  sieht  man,  dafs  die  Projectionen  der  gebrocheneu 
Linie  MKHO  auf  die  Axen  Oy  und  Oz  oder  auf  ihre  Ver- 
längerungen, immer  gleich  j'  und  z  sind.  Dies  vorausgesetzt, 
setzt  man 

cos  xOxi  =  a,     cos  xOyi  '^  b,  cos  xOzi  =:  c 

cosyOxi  =  a'f   icos yOyi  =  6',  coayOzi  =  c' 

cos  zOxi  =  a",  cos  zOyi  =:  6",  cos  zOzi  =  c", . 
so  hat  matt 


w 


«   =  a"xi  -f  byi  -f  c"äi    ) 
Diese  neun  Cosinus  a,  A...  sind  durch  sechs  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  nenilich 

b^  +  b'2^h-2—  i^  ac  +  a'c'  +aV'  =  o  i  {2) 
c2  4-  c'2  +  c"2  =  1,  6c  +  6'c'  +  b"c"  =  o  ) 
Die  erste  z.B.  folgt  daraus,  dafs'^a,  a',  a\  die  Cosinus 
der  Winkel  sind^  welche  dieselbe  gerade  Linie  Ox^  mit  den 
drei  rechtwinkligen  Axen  Ox j  Oy^  Oz  einschliefst,  und  die 
vierte  daraus,  dafs  diese  Linie  Oxi  und  die  Linie  Oyi,  wel- 
cher die  Cosinus  by  b\  b"  entsprechen,  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Man  erhält  auch  diese  sechs  Gleichungen,  wenn 
man  die  Werthe  von  x^y,  z  in  die  Gleichung 

substituiert,    deren    zwei   Theile   das  Quadrat   von  OM  sind 
und  die  daher  eine  identische  seyn  mufs. 

Berücksichtigt  man    die   Gleichungen    (2),    so   geben    die 

Gleichungen  (1) 

xi  ziz  nx  'f^  a  y  -f-  a  z    \ 

,^1  z:z  bx  +  b'x  +  b"z     L  (3) 

x^i  =  C4;  -{-  c'y  -{-  c''z     j 
und  man   kann  die  Gleichungen  (2)  durch  folgende  ersetzen: 
ft2  ^  62  ^  c«  =  1,     aa'  +  66'  ^  cc    z=i  o  -s 
fl'2^.6'2^e'*  =  1,     aa"-|- 66"+  cc"  =o  (    (4) 
a"2^+6"2+c"2=  1,     aV'  +  6'6"-|.c'c"  =o  J 
Die   Yergleichung   dieser  Formeln   mit   denen  des   ^.  277 
zeigt  deutlich  die  Analogie^  welche  zwischen  den  Projectionen 
gerader  Linien    und   ebener  Oberflächen   statt   findet,    woraus 
sich  die  Identität  der  Zusammensetzung  der  durch  Linien  dar- 
gestellten Kräfte   mit   der  Zusammensetzung  der  durch  ebene 
Flächen  dargestellten  Momente  ergiebt* 

378. 
Bei    der  Umbildung  der  Coordinaten    mufs   man   daher 
sechs  von  den   neun   Coeificienten    a,  6,  ••.    als   Functionen 
der  drei  übrigen  ansehen,  die  entweder  durch  die  Gleichungen 
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(2)  oder  durch  die  Gleicliungen  (4)  bestimmt  sind.  Es  ist 
aber  besser,  diese  neuu  Coefficienten  vermittelst  drei  neuer 
Gröfsen  auszudrücken  und  durch  Formeln ,  die  den  Gleichup* 
gen  (2)  oder  (4)  Geniige  leisten« 

Zu  diesem  Ende  nehme  man  an,  die  gerade  Linie  JNOJSI' 
(Fig.  3)  .sey  der  Durchschnitt  der  Ebene  der  Xi  und  yi  mit 
der  Ebene  der  x  und  y  und  setze 

KOx  =  ^,    NOxi  =  y,    zOzi  ^=  &. 

Diese  drei  Winkel  yj^  ff,  S-,  bestimmen,  ohne  Zweideu- 
tigkeit, die  Lage  der  Axen  der  äTj,  j'i,  Zi  in  Beziehung  auf 
die  der  x^  y^  Zy  sobald  man  nur  vorläufig  über  die  Richtung 
übereingekommen  ist,  nach  welcher  diese  Winkel  gezählt  vrer- 
den  sollen.  Zur  gröfseren  Einfachheit  nehme  ich  an,  dafs 
die  Ebene  der  x  und  y  horizontal  und  die  verticale  Axe  der 
positiven  z  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist* 

Der  Winkel  d-  erstreckt  sich  von  0  bis  180^;  )e  nachdem 
er  spitz  oder  stumpf  ist,  liegt  die  Axe  Ozi  unter  oder  über 
der  Ebene  der  x  und  y.  Für  /d-  =  o  fallt  Ozi  mit  Oz  zu- 
sammen und  für   d-  =  180^   fällt  Ozi   auf  die  Verlängerung 

von  Oz. 

Bei  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  um  den  Punkt 
O,  sind  die  Axen  Ojci,  Oyu  Ozx  feste  gerade  Liuien  im 
Inneren  des  Körpers,  die  sich  mit  ihm  bewegen,  und  die 
Axen  Ox ,  Oy,  Oz  sind  feste  gerade  Liuien  im  Räume.  Es 
kann  also  auch  seyn,  daf$  die  Winkel  tfj  und  ip  posiliv  oder 
negativ  sind  und  einen  oder  mehrere  Kreisumfönge  enthalten. 
In  einem  beliebigen  Augenblicke  hat  man  aber  immer 

^  =  2  /» TT  -f-  w ,  fp  z=z  2  in  ^  Vj 
indem  man  durch  n  und  i  ganze  Zahlen,  die  positiv,  negativ 
oder  gleich  Null  seyn  können ,  und  durch  ti  und  p  positive 
Veränderliche,  die  kleiner  als  2n  sind,  bezeichnet.  Der 
Winkel  u  wird  aber,  von  der  geraden  Linie  Ox  aus,  in  der 
durch  den  Pfeil  8  angedeuteten  Richtung  gezählt,  so  dafs  z.  B. 
die  Linie  ON  mit  Ox  für  £^  =  o,  mit  der  Verlängerung  vou 
Oy  für  a=90®,  mit  der  von  Ox  für  u  z=z  180^  und  mit 
Oy  für  u  =  270^  zusammen  fallen  wird.  Der  Winkel  u 
wird  von  ON  aus  über  die  Ebene  der  x  und  y  gezählt,  so 
dafs  die  Axe  Oxi  über  dieser  Ebene  ist,*  wenn  v  kleiner  als 
180^,  und   unter   derselben,   wenn    dieser  Winkel  gröfser  als 
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ISO^'  ist.  Ist  p  =  o,  80  fallt  die  Axe  Oxi  mit  der  Linie  ON 
zusammen  und  für  p  =  180^  trüTt  sie  auf  die  Verlängerung 
ON'  von  ON.  In  allen  Fällen  ist  der  spitze  oder  stumpfe 
Winkel  ^  der  Ebenen winkel^  dessen  Kante  ON  ist  und  dessen 
Seitenflächen  die  auf  ihre  Thelle  u  und  p  reducierten  Winkel 
NOx  und  NOxi  sind.  Die  Figur  setzt  voraus  ^  dafs  die 
drei  Winkel  u,  p  und  'd-  spitz  sind.  j 

Dies  vorausgesetzt,  ist  der  Winkel  tp  gegeben,  so  trage  man 
seiuen  Theil  u  auf  die  horizontale  Ebene,  von  Ox  ausgehend 
und  in  dem  Sinne  des  Pfeils  s,  wodurch  die  Lage  der  Linie  ON 
bestimmt  wird.  Da  der  Winkel  rp  ebenfalls  gegeben  ist,  so  trage 
man  zuerst,  seinen  Theil  u  auf  die  horizontale  Ebene,  von  ON 
ausgehend  und  im  Sinne  des  Pfeils  a',  d.  h.  in  dem  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  ä.  Alsdann  drehe  man  die  Ebene  des 
Winkels  <p  um  ON,  so  dafs  der  an  ON  anliegende  Theil  von 
f)  sich  über  die  horizontale  Ebene  erhebt.  Hat  diese  Eb^ne  den 
gegebenen  Winkel  S'  beschrieben,  so  wird  die  andere  Seite 
des  Winkels  q>  die  wahre  Lage  der  Axe  Oxi  über  oder 
unter  der  horizontalen  Ebene  seyn,  je  nachdem  man  p  <^  180^ 
oder  t^>  180®  hat.  Vermehrt  man  den  Winkel  u,  in  seiner 
Ebene,  um  90®,  so  hat  man  die  Lage  der  Axe  Oy,  und  nach- 
dem man  eine  senkrechte  Linie  auf  diese  Ebene  gezogen  hat, 
80  nimmt  man  für  Ozi  den  Theil  dieser  Linie,  welcher  unter 
j  oder  über  der  horizontalen  Ebene  liegt,  je  nachdem  der  Win- 
kel ^  spitz  oder  stumpf  ist. 
;  Die    drei  Axen    Oxiy  Oyi,  Ozi    sind   auf  diese   Weise 

I    in  Beziehung    auf  die   Axen   Ox,   Oy,   Ozy    vermittelst    der 
,    W'inkel  ^,  y,  <^  vollkommen  bestimmt,  es  müssen  daher  die 
neun  Cosinus   a,  6...   Functionen   dieser  drei  Winkel   seyn, 
und  wenn  man  ihnen  die  eben  erklärten  Richtungen  giebt,  so 
bat  man  wirklich 

a  =  cos  &  sin  t/;  sin  9)  -f"  ^^^  V^  ^^^  9 

h  =  cos  d'  üaxfj  cos  tp  —  cos  ^  sin  9 

c  =  sin  19-  sin  t^     • 

a    =  cos  d"  cos  v^  sin  ^  —  sin  ^  cos  (p 
b'  =  cos  &  cos  ^  cos  q>  -|-  sin  ^  sin  (p     f  \y) 

c'  =  sin  -ij-  Qostp 

a"  =  —  sin  ^  sin  9) 
b"  r=:  —  siniö"  cos  5p 
c'  =  cos^ 

4 
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Mau  überzeugt  sich  leicht,  dafs  diese  Werthe  von  a,  b... 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  identisch  machen  und  daraus 
durchaus  kein  Zusauioienhang  zwischen  den  Winkeln  ^,  y,  ^ 
entsteht. 

379.  , 

Wiewohl  die  Formeln  (5)  allgemein  bekannt  sind,  so 
wird  es  doch  nicht  undienlich  seyn,  die  folgende  Art,  zu 
denselben  zu  gelangen,  anzugeben. 

Man  weil's,  dafs,  wenn  a,  /?,  y  die  drei  Winkel  eine« 
sphärischen  Dreiecks,  und  yl  der  der  Seite  a  entgegengesetzte 
Winkel  ist,  alsdann 

cos  a  =•  cos  -df  sin  /?  sin  y  -|-  cos  ß  cos  y 
ist.  Denken  wir  uns  aber  eine  Kugel,  die  vom  Punkte  O 
als  Mittelpunkt  und  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  beschrie- 
ben ist,  so  hat  man  auf  dieser  Oberfläche  ein  Dreieck,  das 
durch  die  drei  Bogen ,  die  den  Winkeln  iVO^,  NOxi ,  xOx^ 
entsprechen ,  gebildet  wird ,  in  welchem  der  der  letzteren 
Seite  entgegengesetzte  Winkel  gleich  &  seyn  wird;  da  nun 
NOx  =  yj  und  NOxi  =:  tp  ist,  so  hat  man 

cos  xOxi  =  Ä  ==:  cos  &  sin  p  sin  (p  -|-  cos  yj  cos  y. 

Diese  Gleichung  hat  für  alle  Werthe  von  <p  und  tff  statt, 
daher  kann  inan  annehmen ,  dafs  (p  in  ^  ^  90^  übergeht, 
alsdann  nimmt  die  Axe  Oxi  die  Stelle  von  Ofi  ein,  der  Win- 
kel xOxi  wird  xOyi ,  und  man  hat 

cos  xOy-i  =  &  =  cos  #  sin  ^  cos  tp  —  cos  \p  sin  9). 

Setzt  man    ebenso  ^  -{-  90^  an  die  Stelle  von  ^,  in  der  ^ 
vorhergehenden  Gleichung,   so   geht   die  Axe  Ox  in   die  Axe 
Oy   und  der  Winkel  xOx^   in  yOxi  über,    60  dafs  man 

cos yOxi'zz:  a    —  cos  ^  cos  y  sin  9)  —  sin  \\)  cos  ^ 

hat.  Setzt  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  ^  -{-  90® 
und  ^>  -|-  90^  statt  ^  und  9),  so  wird  der  Winkel  xOxx  durch 
den  Winkel  yOy\  ersetzt,   und  es  folgt  daraus 

cos  y  Oyx  =  6'  =:  cos  -^  cos  \\)  cos  9  -|-  sin  ^  sin  ^. 

Man  betrachte  ebenso  das  sphärische  Dreieck,  dessen  drei 
Seiten  den  Winkeln  NOx  ^  NOzi^  xOzi  entsprechen.  Der 
der  letzten  Seite  entgegengesetzte  Winkel  ist  90^  —  ^,  aufser- 
dem   hat  man    NOx  =:  p   und   NO zi  ==  90^.      Setzt   man 
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^z=900— ^,  ß=zp,  y  =  900,  a  =  xOziy  so  reducierl  aicli 
die  allgemeine  Gleichung  auf 

cos  xOzi  =:  c  =  sin  ^  sin  ^9 
woraus  man  auch 

cosjrOzi  =  c'  =  sin^  cos  i/ß 
findet,  wenn  man  ^'+90°  statt  ^  sctat,   wodurch  die  Axe 
Ox  in  Oy  und  der  Winkel  xOzi   in  den  Winkel  j^O^i 

übei^eLt. 

Endlich  ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke,  dessen  Seiten 
den  Winkeln  iVOz,  NOxi,  zOxi  entsprechen,  der  der  letzten 
Seite  entgegengesetzte  Winkel  gleich  d^  -{-  90«  und  man  hat 
NOz  =z  900  und  NOxi  z=  y.  Setzt  man  daher  .rf  =  90«  -f.  ^, 
/?=900,  y=:y,  azzÄÜATi,  in  der  allgemeinen  Gleichung, 
so  hat  man 

cos  zOxi  =  a"  =  —  sin^  siny. 

Setzt  man  y  -f-  90^  statt  jp,  so  geht  die  Axe  Oxi  in  Oyi 
über,  und  der  Winkel  zOxi  verwandelt  «ich  in  zOjyi ;  daher 
haben  wir  auch 

cos  zOfi  =  4"  z=  —  sin  &  cos  ^. 

Was  den  nennten  Cosinus  c"  betrilft,   so  hat  man 

c     =  coszOzi  =  cos^* 

I 

380. 
Man   setze  jetzt,  die  Coordinatenaxen  JPi,^i,  äj    seyen 
die  Hauptaxen ,  die  sich  im  Punkte  O  schneiden ,  so  hat  man 
fiach  ihrer  Erklärung  (f.  368) 

fxiyi  dm  =  ö,    fzx  ocx  dm  =  o,    fy^  zx  dm  nr  o     (a) 
und  es  mufs  blos  bewiesen  werden,  dafs  diese  drei  Gleichun- 
gen immer  reelle  Werthe  für  die  Winkel  q>,  ip,  &  geben. 
Setzt  man,  zur  Abkürzung, 
X  ^:z  X  cos  '^^  —  y  sin  tfß  • 
Y  :=  X  cos  &  sin  yj  ^  y  co^  &  co$  ip  —  z  sin  & 

öfld  substituiert  die   Formeln  (5)   in  die   Gleichung  (3),    so 
bat  man 

Xx  =  Y"  sin  5p  4"  -X  ^öS  g> 
yi  =  Y  cos  9)  —  X  sin  y, 
«1  ==:  ^  sin  d'  simfj  ^  y  sin  #  cos  yj*^  z  cos  i^. 


} 
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Verniiltelst  dieser  Werllie   erhält   die  erste  Gleicluing  {a) 
die  Form 

sin  2  (p  /(X2  —  Y^)  dm  s=  2  cos  2  (p  fX  Ydm         (b) 
und  die  zwei  letzteren  werden 

cos  y  fYzxdm  —  sin<p /Xzidm  =  o 
sin  (p  fYzidm  -j-  cos  (p  f  Xz\ drn  =  o. 
Addiert  man   diese  letzteren  Gleichungen,    nachdem    man 
sie  mit   cos  (p  und  sin  q)   oder  mit  sin  —  tp  und  cos  (p  mulli- 
pliciert  hat,  so  werden  sie  durch  folgende 

fYz^dtn  =  p,     fXzidm  =  o 
ersetzt,    die  den  Winkel  97  nicht   weiter  enthalten.      Ich  sub- 
stituiere statt  X,    y,  js,  ihre  Werthe   und  setze 

fx^dm  =  y,     Jy^dm  =  g^    fz^dni  =  h 
fyzdm  =/',    Jzxdm  =^';    J xydm:=^h\ 
indem    man    diese   sechs    Integrale    auf  die   ganze    Masse  des 
Körpers,  den  man  betrachtet,  ausdehnt«     Hieraus  folgt 
(/"sin  ^  1//  -|-  2  A'  sin  t//  cos  t/>  -|-  g  cos^  t//  —  h)  sin  ^  cos  & 

-{-  (^'  sin  ^  -f"/'  cö®  ^)  (cos^  ^  —  8"^^  ^)  =  o 
[A'  (cos  2 1^  ^ —  sin^  ^)  -|-  [f —  g)  sin  t//  cos  ^]  sin  d' 
-f-  (g'  cos xf)  — f'sinifj)  cos ^  =  o. 

Setzt  man  aber 

u  1 

tang  'kpzrz  iiy     smyjzzi  ,     cos  yj  = 


so  giebt  die  zweite  dieser  Gleichungen 

und  die  erste  erhält  die  Form 

tang  & 


l(f—h)u^+2h'u'^g  —  h] 


+  5*'^  +/'  =   Cf'"+y')tang2^. 
Setzt  man  hier  statt  tang  i9*  ihren  Werth,  so  wird  diese 
Gleichung 

-TL    ^  JT^r    äJi^«^J)      h\i  —  u^)^(f—g)u' 

Der  erste  Theü  derselben  ist 
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=^  ihg'  —  gg-  -^fh'  -  (hf  -//'  +^'Ä')«]  (1  +  «2), 
daher  hat  man  scliliefslich 

\gg'-7vg'-fh'+{hf-f/'^g'h')unh\l-u*)+{r-g)u] 

Die  Gleichungen  (a)  sind  daher  durch  die  Gleichungen 
{b)y  (c),  (d)  ersetzt«  Da  aher  diese  letzte  Gleichung  vom 
dritten  Grade  ist^  so  hat  sie  wenigstens  eine  reelle  Wurzel, 
daher  hat  man  eioen  reellen  Werth  von  u  oder  tang  &f  wel- 
chem ein  Winkel  t/j^  der  kleiner  als  ^n  ist,  und  ein  anderer, 
der  um  n  gröfser  als  der  erste  ist,  entspricht,  welche  Win- 
kel den  zwei  Theilen  ON  und  ON'  des  Durchschnittes  der 
unbekannten  Ebene  der  Xi  und  yi  mit  der  gegebenen  Ebene 

der  X  und  y  entsprechen.  Wegen  der  Wurzelgröfse  y  1  -J-  u^ 
giebt  alsdann  die  Gleichung  (c)  zwei  Werthe  von  tang  ^,  die 
gleich  sind  und  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und  einem 
spitzen  Winkel  oder  seinem  Supplemente  angehören,  d.  h. 
der  Axe  Ozi  oder  ihrer  Verlängerung.  Endlich  kann  man 
aus  der  Gleichung  (b)  einen  reellen  Werth  yon  tang  2  qo  ab- 
leiten, dem  zwei  Werthe  von  g)  entsprechen,  von  welchen 
de;*  eine  kleiner  als  ^  tt  ist  und  der  andere  um  |  n  gröfser 
als  der  erste  ist.  Nimmt  man  den  ersten  für  den  Werth  des 
Winkels  NOxi ,  so  ist  der  zweite  der  Werth  des  Winkels 
NOyi ,  und  da  alles  in  Beziehung  auf  die  beiden  Axen  Oxi 
und  Oy\  ähnlich  ist,  so  müssen  sie  durch  dieselbe  Gleichung 
bestimmt  seyn. 

Ebenso  Qieht  man,  dafs  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
{cl)  reell  seyn  müssen  und  die  Tangenten  der  Winkel  vorstel- 
len, die -zwischen  der  Axe  Ox  und  den  drei  geraden  Linien 
enthalten  sind,  nach  welchen  die  Ebenen  der  Coordinaten  atj, 
f  1 9  ^19  ^^®  Ebene  der  x  und  y  schneiden.  Denn  diese  drei 
Tangenten  müssen  durch  dieselbe  Gleichung  gegeben  seyn,  da 
man  in  der  Rechnung  keinen  Unterschied  zwischen  den  drei 
Hauptaxen,  deren  Lage  man  sieht,  andeuten  kann. 

Wir  können  daher  aus  dieser  Analyse  scliliefsen,  dafs 
es  immer  drei  rechtwinklige  Hauptaxen  jgiebt,  die  sich  in 
einem  gegebenen  Punkte  O  schneiden,  und  dafs  es  im  Allge- 
meinen nur  ein  einziges  System  von  Hauptaxen  giebt.  Damit 
mehrere    vorhanden    sind,   mufs  die  Gleichung  {d)  von  einem 
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höheren  9  als  dem  dritten  Grade  seyn  und  dreimal  so  viel 
reelle  Wurzeln  haben  y  als  solche  Systeme  vorhanden  sind«  In 
gewissen  Fällen  werden  aber  die  Gleichungen ,  von  welchen 
die  Werthe  von  'fpf  'd'y  g)  abhängen,  identisch ,  und  alsdann 
ist  die  Anzahl  der  Hauptaxen  unendlich  grofs.  Wir  könnten 
diese  besonderen  Fälle  durch  die  Untersuchung  der  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  bestimmen;  man  kommt  aber  noch 
bequemer  durch  folgende  Betrachtungen  dazu. 

381. 
Vermöge  der  Formeln  (1)  und  der  Gleichungen  (a),  welche 
die  Hauptaxen   Oxi^  Oyu  Ozi    charakterisieren^   hat  man 
offenbar 

fxydm  2=  aa'  Jx^dtn  4-  bb'  fy^^dm^cc'  fz^^dm 
fzxdm  =  aa''/xi^dm  •}-  bb"  fy^dm  +  cc'  fz^dm 
fyzdm  zizaa"  fxi^dm^'b^b"  fy^^dm'\-cc'  fz^^dm. 
Sind  aber  die  drei  Integrale  Jx-^dm^  fyi^dm^  fz-^dm 
gleich,  so  reducieren  sich  diese  Werthe  von  fxydm^  fzxdntj 
fyzdnif  in  Folge  der  drei  letzten  Gleichungen  (4),  auf  Null. 
Daher  bilden  iu  diesem  Falle  die  drei  Linien  Oxy  Oy^  Oz  ein 
zweites  System   von  Hauptaxen  und  da  ihre  Richtung  in  Be- 
ziehung auf  die  Axen  Oxi^  Oyi,  Ozi  völlig  unbestimmt  bleibt, 
so  folgt  hieraus,   dafs  alle  Systeme  rechtwinkliger  Axen,    die 
man  durch  den  Punkt  O  ziehen  kann,  Hauptaxen  sind.  Dieser 
Fall  ist  der,  wenn  die  drei  Hauptträgheitsmomente  gleich  sind, 
denn  daraus,,  dafs  man 

fx^dm  z:z  Jyi^dm  =  fz-^dm 
setzt,  folgt 

/(*!*  +yi^)rf'^  =  y  (^1^  +  ^1*)  dm  =  J{y^^  +  z^^)dm. 

Sind  nur  zwei  von  den  drei  Trägheitsmomenten  gleich, 
z.B.  diejenigen,  welche  sich  auf  die  Axen  Ox^  und  Oyx  be« 
ziehen,  so  dafs  man 

hat,  so  giebt  es  noch  eine  unendliche  Anzahl  Systeme  von 
Hauptaxen,  die  alle  eine  gemeinschaftliche  Axe,  nemlich  die 
Axe  Ozx  haben.  Denn  in  diesem  Falle  sind  die  zwei  Integrale 
fyx^dm  und  fxx^dm  gleich  und  in  Folge  der  letzten  Glei«- 
chungen  (4),  können  die  Werthe  \on  Jxydnij  Jzxdm  und 
fyzdm  unter  die  Form 
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fxydm  =  cc'(fzi^dm  —  fxi^dm) 
fzxdm  =  cc"  {fzi^dm  —  fxi^dm) 
fyzdm  =  cp'{fzi^dm — Jxi^dm) 
gebracht  werden.     Lärst  man  aber  die  Axc  Oz  mit  der  Haupt- 
axe  Ozx    zusammen    fallen ,    80    sind    die  Winkel    xOzi    und 
yOzy   rechte  Winkel,    ^sdann   hat  man  c  =  o  und   c  z=zo 
und  daher 

fxydm  =  o,    Jzxdm  =  o,    fyzdm  =  o. 

In  diesem  Falle  ist  daher  jedes  durch  die  Axe  Ozj  und 
die  beiden  anderen  rechtwinkligen  Axen,  die  wülkührlich 
durch  den  Punkt  O  gezogen  sind,  gebildete  System,  ein 
System  von  Hauptaxen* 

Sind  endlich  die  drei  HaupttrSgheitsmomente  ungleich,  so 
kann  man  sicher  seyn,  dafs  es  nur  ein  System  von  Haupt- 
axen  giebt«  Denn  sey  A  das  gröfste  dieser  drei  ungleichen 
Momente;  man  nehme  für  den  Augenblick  an,  es  sey  noch 
ein  zweites  System  von  Hauptaxen  vorhanden  und  bezeichne 
durch  A'  das  gröfste  der  drei  darauf  bezogenen  Momente, 
so  jnqfs,  nach  dem  Lehrsatze  des  (•  376,  zu  gleicher  Zeit 
ji  >-  ji'  und  A^  ^  A  seyn ,  was  unmöglich  ist  und  daher 
die  Annahme  eines  zweiten  Systems  von  Hauptaxen  nicbt 
zuläfst« 

382, 

Die  Punkte  eines  Körpers,  wenn  solche  wirklich  vor- 
handen sind,  für  welche  die  drei  Hauptträgheitsmomente  und 
daher  alle  Trägheitsmomente  gleich  sind,  haben,  wie  man 
weiter  sehen  wird,  eine  merkwürdige  Eigenschaft  rücksichtlich 
der  Rotation  dieses  Körpers.  Es  ist  daher  von  Nutzen,  sie 
zu  bestimmen,  und  dies  geschieht^  auf  folgende  Weise, 

Man  nehme  an,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  at,  y, 
2,  sey  im  Schwerpunkte  des  Körpers  und  seine  Coordinaten 
seyen  auf  die  drei  Hauptaxen  bezogen,  die  sich  in  diesem 
Punkte  schneiden.  Man  bezeichne  durch  A^  J5,  C,  die  Träg- 
heitsmomente in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x^  y^  z^  so 
hat  man  (^.  368)  ^ 

fxdm  =  o,    fy  dm.  =  o,    f  zdm  zz  o 
fyzdm  =  o    Jzxdm  z=o,    fxydin,z=:  o 
f(j2^;^^^dm=zA,  f{x^+z^)dm  =  B,  f{x^+y^)dm  =  C\ 


wo    alle    diese   Integrale    auf    die    ganze  Masse    des   Körpers 
ausgedehnt  werden  müssen« 

Seyen  ay  ß  ^  y^  die  unbekannten  Coordlnaten  eines  der 
verlangten  Punkte  auf  die  Axen  der  ä?,  y,  ä,  bezogen^  so 
dafs  man,  für  diesen  ^besonderen  Punkt,  xziza,  y=  ß^  z:=zy^ 
hat.  Man  verlege  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  dahin, 
ohne  die  Richtung  der  Axen  zu  ändern;  die  Coordlnaten  des 
Elementes  dm  werden  x  —  a/y  —  ßj  z  — y.  Will  man 
aber,  dafs  die  Trägheitsmomente,  die  sich  auf  alle  durch  diesen 
neuen  Anfangspunkt  gehenden  geraden  Linien  beziehen,  gleich 
seyn  sollen,  so  müssen  alle  diese  geraden  Linien  Hauptaxen 
seyn,  weil,  nach  dem  vorhergehenden  }.,  eine  dieser  Bedin- 
gungen eine  nothwendigiß  Folge  der  anderen  ist.  Die  Coor- 
dinatenaxen  x  —  a,y  —  /?,  z  —  y,  sind  daher  die  Haupt- 
axen und  man  hat 

f{x^u){y^ß)dm==zpx>ydm^ajydm'^ß  fxd?n'\-aßJdm==o 
f{z  — y)  {x — a)dm  =^Jzxdm  —  y  fxdtn  —  a  fzdm^ya  fdm = o 
/{y—ß) {z^y)drn  t=z  fyzdm^ß  fzdm  — y  fydin'\'ßy  fdm  =  o 
welche  Gleichungen,    in  Folge  der  vorhergehenden,  auf 

a/J  =  o,  yof  =  o,  ßy  z=.  o 
zurück  kommen.  Um  aber  diesen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten, 
müssen  zwei  der  drei  Gröfsen  «,  /?,  y  Null  seyn.  Ist  daher 
der  verlangte  Punkt  wirklich  vorhanden,  so  kann  er  sich  nur 
auf  einer  der  Coordinatenax-en  Xy  y^  z  befinden,  d.  h.  auf  einer 
der  drei  Hauptaxen,   die  sich  im  Schwerpunkte  schneiden. 

Ich  setze  ßtzio  und  y  z=  o ,  was  darauf  zurückkommt, 
dafs  der  verlangte  Punkt  sich  auf  der  Axe  der  x  in  einem 
Abstände  a  von  diesem  Mittelpunkte  befindet.  Die  Trägheits- 
momente in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  sind  alsdann  A  in 
Beziehung  auf  die  Axe  der  Xy  und  in  Folge  des  Lehrsatzes 
des  f.  374,  J5  +  Jlfa^  und  C+  Jfa^  in  Bezielmng  auf  die 
Linien,  die  mit  den  Axen  der  y  und  z  parallel  sind,  wenn 
man  durch  M  die  Masse  des  Körpers  .bezeichnet.  Nach  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  hat  man  daher 

B  +  ilia2  =  C+  Ma^  =  Ay 
damit  aber  diese  Gleichungen  möglich   seyen,  mufs  man  S  z=:  C 
haben,    und   wenn   diese   zwei   Gröfsen   wirklich  gleich  sind, 
so  hat  man 
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Ma^   =    A  —  C; 

so  mufs  man  dalier  ji^  C  haben ,  damit  die  Gröfse  o  reell 
ist«  Dies  yorausgesetzt^  bat  man  für  o  z'wei  reelle  Weribe 
die  gleich  sind  und   entgegengesetzte  Zeichen  haben  ^  nemlich 

daher  giebt  es  zwei  Punkte,  welche  die  verlangte  Eigenschaft 
haben  und  auf  der  Axe  der  Xy  in  gleichem  Abstände,  auf 
beiden  Seiten  des  Schwerpunktes  liegen. 

Wenn  daher  die  drei  Trägheitsmomente  ^,  J5,  C  eines 
Körpers  y  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen,  die  sich  in  seinem 
Schwerpunkte  schneiden,  gleich  sind,  so  giebt  es  keinen  an* 
deren  Punkt  des  Körpers,  für  welchen  alle  Trägheitsmomente 
gleich  sind;  sind  aber  zwei  von  diesen  drei  Momenten  gleich 
und  ist  das  dritte  Moment  das  gröfste,  so  giebt  es  auf  der 
Axe  des  gröfsten  Momentes  zwei  Punkte,  für  welche  alle 
Trägheitsmomente  gleich  sind,  und  deren  Lagen  durch  die 
Formel  (e)  bestimmt  sind. 

383. 
Wendet  man  diese  Resultate  auf  das  gleichartige  EUipsoid 
an,  so  sieht  man,  dafs,  wenn  von  einem  EUipsoide  die  Rede 
ist,  dessen  drei  Hauptdurchmesser  ungleich  sind,  es  keinen 
Paukt  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Körpers  giebt,  in  Bezie- 
hung auf  welchen  alle -Trägheitsmomente  gleich  sind.  Betrach- 
tet man  aber  ein  Rotationsellipsoid,  das  durch  eine-  Ellipse, 
die  sich  um  ihre  kleine  Axe  dreht,  erzeugt  wird,  so  giebt 
es  auf  dieser  Axe  oder  ihrer  Verlängerung  zwei  Punkte, 
welche  die  erwähnte  Eigenschaft  haben;  denn  in  diesem  Falle 
sind  zwei  der  drei  Momente,  die  sich  auf  die  Hauptdurch- 
messer  beziehen,  gleich,  und  das  dritte  Moment,  welches  dem 
kleinsten  Durchmesser  entspricht,  ist  das  gröfste  von  den  dreien. 

Nennt  man  a  und  h  die  Halbaxen  der  erzeugenden  Ellipse 
und  setzt  a<l&,  so  dafs  a  die  Halbaxe  ist^  um  welche  sich 
die  Ellipse  dreht,  so  hat  man 

^=  iMb^,     B  =  C=  fJf  («24.62) 

wenn  man,  in  den  Formeln  des  J.  370,  b  =z  c  setzt.  Man 
hat  daher  vermöge  der  Formel  (e) 
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a  "TZ  ±z    y    

5 

für  den  Abstand  der  verlangten  Punkte  vom  Mittelpunkte  des 
EUipsoids.  Je  nacbdem  man  b^y- 6a^  oder  b^  ^^a^  bat, 
liegen  diese  Punkte  auf  der  Verlängerung  der  Umdrebungs- 
axe  aufserbalb  des  Körpers,  oder  auf  der  Axe  selbst  innerbalb 
des  Körpers«  Ist  6^:=  Sa^,  so  liegen  diese  beiden  Punkte 
auf  der  Oberfläcbe  und  fallen  mit  den  Polen  des  EUipsoids 
zusammen. 

Die  Hauptaxen  eines  rechtwinkligen  Parallelopipedums, 
die  sieb  in  seinem  Scbwerpunkte  schneiden,  sind  offenbar 
seinen  Kanten  parallel«  Nennt  man  daber  n^  by  c  die  bolben 
Längen  diesei^  drei  zusammenstofsenden  Seiten^  so  findet  man 
die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf  diese  Axen  aus  denen 
des  §.  369,  welche  seinen  Kanten  entsprechen,  indem  man 
dort  2a,  2b,  2c  slatt  a,  6,  c  setzt  und,  vermöge  des  Lehr- 
satzes des  f.  374,  die  Produkte  M  (A^  +  c«),  Jf  (c«  -f  a«), 
M  (a^  +  &^)  davon  abzieht«     Auf  diese  Weise  hat  man 

wo  M  immer  die  Masse  des  Parallelopipedums  bedeutet,  dessen 
Volumen  jetzt  |a 6 c  ist.  Ich  nehme  daber  an,  man  habe 
6  =  c,  um  die  Trägheitsmomente  B  und  C  einander  gleich 
zu  machen  und  aufserdem  a  <Cbf  damit  ^  gröfser  als  C  sey. 
Alsdann  giebt  die  Gleichung  (e) 

a 

und  je  nachdem  6>2a,  6  =  2 a,  6<;2a  ist,  liegen  die  ver- 
langten Punkte  aufserbalb  des  Körpers^  auf  seiner  Oberfläcbe 
oder  in  seinem  Inneren« 


r 
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Drittes  Kapitel. 

Fon  der  Beilegung  eines  festen  Körpers  um  eine 

feste  Axe. 


I*    Gleiclifünnige   drehende  Bewegung« 

384. 
Wenn  ein  System  materieller  Punkte ,  die  auf  unverSn« 
derltche  Weise  mit  einander  verbunden  sind,  sich  um  eine 
feste  Axe  drelit,  an  welche  sie  unTeränderlich  befestigt  sind, 
so  beschreiben  sie  Kreise,  die  auf  dieser  Axe  senkrecht  stehen 
und  deren  Mittelpunkt  auf  derselben  liegt«  Die  Bogen,  welche 
zwei  Punkte  zu  gleicher  Zeit  beschreiben,  sind  ähnlich  und 
enthalten  dieselbe  Anzahl  von  Graden,  ihre  absoluten  Ge- 
schwindigkeiten verhalten  sich  zu  einander,  wie  ihre  Abstände 
von  dieser  Axe  und  man  nennt  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Systems  die  absolute  Geschwindigkeit  der  Punkte, 
deren  Abstand  von  der  Axe  der  Einheit  gleich  ist.  Bezeichnet 
man  sie  durch  (o  und  den  Absland  eines  beliebigen  Punktes 
von  der  Umdrehungsaxe  durch,  r,  so  ist  die  absolute  Geschwin« 
digkeit  dieses  Punktes  ria.  Diese  allen  Punkten  gemeinschaft- 
liche Gröfse  na  ändert  sich  mit  der  Zeit,  wenn  die  Punkte 
des  Systems  von  bewegenden  Kräften  getrieben  werden,  die 
eine  veränderliche  Bewegung  hervorbringen ;  sie  bleibt  dagegen 
dieselbe,  wenn  die  Bewegung  gleichförmig  ist  und  durch 
Stöfse  hervorgebracht  wird,  die  gleichzeitig  auf  die  verschie- 
denen Theile  des  später  sich  selbst  überFassenen  Systems^  wir« 
ken.    Diesen  letzten  Fall  wollen  wir  zuerst  betrachten. 

385. 
Seyen  m,  m',  m'\..  die  Massen  der  materiellen  Punkte, 
die  wir  betrachten  und  r,  r\  r"...  ihre  Abstände  von  der 
Drehungsaxe.  ~  Man  nehme  an,  es  würden  gleichzeitige  Stöfse 
auf  alle  diese  Punkte  ausgeübt,  jede  der  Kräfte  zerlegt  sich  in 
zwei  andere,  von  welchen  die  eine  mit  der  Axe  parallel,  die 
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andere  in  einer  Ebene  enthalten  ist;  die  auf  dieser  Linie  senk- 
recht steht.  Die  erste  kann  man  unberücksichtigt  lassen  ^  da 
ihre  Wirkung  offenbar  durch  den  Widerstand  der  festen  Axe 
aufgehoben  wird,  v  Seyen  daher  Vy  v\  v*\,.  die  in  der  auf 
den  festen  Axen  senkrec]it  stehenden  Ebene  liegenden  Gescliwin- 
digkeilen,  die  den  Punkten  ni^  m  y  m"...  mitgetheiil  würden, 
wenn  diese  Punkte  frei  waren.  Bezeichnet  man  durch  (o  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  daraus  sich  ergebenden  Systems,  so 
erhallen  diese  Punkte  die  Geschwindigkeiten  r«,  r'ft),  r"o)..., 
die  auf  der  Axe  und  den  Halbmessern  r,  r',  r"...  senkrecht 
stehen,  und  nach  dem  Principe  des  §,  353  werden  die  Gröfsen 
der  Bewegung  mt^y  rnv  y  tw'V"...,  die  nach  ihren  gegebenen 
Richtungen  genommen  werden,  und  die  Gröfsen  der  kreis- 
förmigen Bewegung  mrioy  m'r'wy  w'r"«..,,  die  in  der  der 
wirklich  statthabenden  Bewegung  des  Systems  entgegengesetzten 
Richtung  genommen  werden ,  im  Gleichgewichte  geyn. 

Um   die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes   zu  bilden,  pro- 

f  ^    ff 
jiciere    man    die   Punkte    /n,  7n  ,  m  ...    und   die  Richtungen 

der  Geschwindigkeiten,  die  wir  betrachten,  auf  eine  auf  der 
festen  Axe  senkrecht  stehende  Ebene.  8ey  Oz  diese  Axe 
(Fig.  4) ;  man  lasse  die  Projectionsebene  durch  den  Punkt  Q 
gehen,  sey,  auf  dieser  Ebene,  P  die  Protection  von  m,  P^ 
die  Projeclion  der  Geschwindigkeit  u  und  PN  die  der  Ge- 
schwindigkeit rw,  welche  auf  dem  Halbmesser  r  oder  OP 
senkrecht  steht.  Sey  auch  p  die  senkrechte  OF,  die  vom 
Punkte  O  auf  die  Linie  PJl  gefallt  ist;  die  nach  P^  und 
PN  projicierten  Momente  der  Kräfte  mp  und  mrw  sind  mpp 
und  mr^(Ay  und  wenn  man  auch  p'y  p\,,  die  von  demsel- 
ben Punkte  auf  die  Projectionen  der  anderen  Geschwindig- 
keiten Vy  f^".  ••  gefällten  senkrechten  Linien  'nennt,  ^o  hat 
man         / 

+  f     t      t      \  fr     ff     ff      t 

m  V  p    -|-  w  p"p'    -|-  ... 

als  Gleichung  des  verlangten  Gleichgewichtes  (f.  267). 

Wenn  unter  den  gleichzeitigen  Stöfsen  einige  sind,  die 
das  System  nach  einer  bestimmten  Richtung,  und  andere,  die 
es  in  entgegengesetzter  Richtung  drehen,  so  mufs  man  die 
Momente  der  ersteren  und  letzteren  im  zweiten  Theile  dieser 
Gleichung  mit  entgegengesetzter  Richtung  neluuen.    Das  System 
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wird  sicli  im  Sinne  der  Kräfte  drehen,  die,  oline  Riicksiolit 
auf  das  Zeichen,  die  gröfste  Summe  der  Momente  geben«  Be- 
zeichnet man  diese  positive  oder  negative  Summe  aller  mit 
ihren  ents])rechenden  Zeichen  genommenen  Momente  durch  L^ 
80  findet  man  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

_        L 

^  ~    2mr^  ' 
Vfo  2  eine  Summe  bezeichnet,   die   sich   auf  alle  Punkte  des 
Systems  erstreckt. 

Sind  alle  Geschwindigkeiten  i^,  v'j  p"  gleich,  so  ist  L 
das  Produkt  aus  ihrem  gemeinschaftlichen  Werihe  p  in  die 
Summe  mp  -f-  mp'  -j-  m'p"  -f-.«.;  sind  aufserdem  diese 
Werthe  alle  untereinander  parallel  und  man  zieht  durch  die 
Axe  Oz  eine  mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Richtung  parallele 
Ebene,  so  sind  p,  p'y  p" ...  die  Abstände  der  Punkte  m^  m\ 
m'\.,  von  dieser  Ebene,  und  nach  den  Zeichen^  die  man 
den  Gliedern  von  L  giebt,  mufs  man  sie  als  positive  oder 
negative  betrachten ^  |e  nachdem  die  Punkte  m^  m',  m'\.. 
auf  der.  einen  oder  der  anderen  Seite  dieser  Ebene  liegen. 
Bezeichnet  daher  M  die  Summe  der  Massen  //i,  m,  m' ... 
uod  q  den  potitiven  oder  negativen  Abstand  seines  Schwer« 
Punktes  von  derselben'  Ebene ,  so  hat  man  (^.  65) 
mp  •\'  mp    -|-  m'p"  +  ...   z=  jlfy, 

hieraus  folgt  Zr  =  Mvq,  und  der  Werth  vo'n  oi  wird 

Mpq 

Wird  die  Geschwindigkeit  v  nur  einem  Theile  der  Punkte 
de»  Systems  mitgetbeilt  und  erhält  der  andere  Theii  direct 
keine  weitere  Geschwindigkeit,   so  hat  man  ebenso 

WO  fi  die  Summe  der  Massen  ^  die  die  Geschwindigkeit  %f  er* 
liallen  haben , .  und  f  den  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses 
Theils  des  Systems  von  der  Ebene  bedeutet,  die  parallel  mit 
der  Richtung  von  p  durch  die  feste  Axe  gezogen  ist. 

386. 
Man  nehme  nun  an,  das  System  der  Punkte  m,  ni%  m"..» 
sey  ein  fester  Körper,  man  braucht  alsdann  nur^  in  den  vor- 
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liergehenden  Formeln  statt  der  Masse  m  eines  beliebigen  Punk- 
tes das  Differentialelement  der  Masse  des  Körpers ,  welches 
(ch  durch  dm  bezeichne,  und  statt  der  Summe  2  ein  Integral 
zu  setzen.  Die  Gröfse  2ntr^  geht  daher  in  das  Integral 
fr^dm,  welches  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers  ausgedehnt 
werden  mufs,  über,  und  drückt  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
ziehung auf  die  Drehungsaxe  aus;  daher  geht  die  letztere 
Formel  in  folgende  iil)er: 

fr^dm  ^ 

Diese  Formel  bezieht  sich  aujp  den  Fall,  wenn  ein  fester 
Körper  durch  eine  feste  Axe  gehalten  und  durch  einen  anderen 
Körper  gestofsen  wird,  der  sich  an  den  ersten  anhangt,  so 
dafs  beide  Körper  nur  leinen  ausmachen ,  der  sich  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  oi  um  die  feste  Axe  dreht« 

Die  Masse  des  stofsenden  Körpers  ist  /»,  seine  Geschwin- 
digkeit vor  dem  Stofse,  die  allen  Punkten  gemeinschaftlich 
und  senkrecht  auf  der  Richtung  der  festen  Axe  war,  ist  f^, 
und  y  drückt  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  von  einer 
Ebene  aus,  die  mit  dieser  Geschwindigkeit  parallel  ist  uüd 
durch  die  Drehungsaxe  geht.  Das  Integral  Jr^dm  mufs  auf 
beide  nach  dem  Stofse  vereinte  Massen  ausgedehnt  werden. 
Würde  der  stofsende  Körper  nach  dem  Stofse  nicht  mit  dem 
anderen  vereinigt  bleiben,  so  wäre  die  Bestimmung  der  Winr 
kelgeschwindigkeit  des  letzteren  eine  ganz  andere  Frage,  mit 
welcher  wir  uns  in  einem  ande!ren  Kapitel  beschäftigen  werden. 

Wenn  der  durch  eine  feste  Axe  zurückgehaltene  Körper 
zu  gleicher  Zeit  durch  mehrere  Massen  /r,  ^',  fUb\..  gestofsen 
wird,  welche  die  Geschwindigkeiten  v,  v\  v''...^  die  senk- 
recht auf  der  Axe  sind,  haben,  und  es  vereinigen  sich  diese 
Massen  nach  dem  Stofse  mit  dem  Körper,  so  hat  man  für 
die  hieraus  entstehende  Winkelgeschwindigkeit  den  Werth 

fr^dm  ' 

wo  das  Integral  auf  die  ganze  Masse  ausgedehnt  werden  kann, 
w^d  J,  /Sy...  die  Abstände  der  Schwerpunkte  von  /i-,  ^', 
/^"••.  von  Ebenen ;  die  durch  die  Drehungsaxe,  parallel  mit 
den  Geschwindigkeiten  Uy  u\  «^"...,    gezogen  sind;   bedeuten. 
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Hat  man  das  erste  Glied  des  Zählers  dieser  Formel  mit  dem 
-|-  Zelclien  genommen,  so  nimmt  man  die  anderen  Glieder 
mit  dem  -f-  Zeichen  oder  —  Zeichen,  je  nachdem  die  ent- 
sprechenden  Slöfse  dahin  streben ,  in  dem  Sinne  derjenigen, 
die  dem  ersten  Gliede  entspricht,  oder  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne  zu  drehen,  und  je  nachdem  der  "VVerth  von  oi  positiv 
oder  negativ  ist,  wird  die  Drehung  im  Sinne  dieser  Kraft 
oder  im  entgegengesetzten  Sinne  statt  haben/  Hat  man  w  =  o, 
so  bleibt  das  System  in  Ruhe  und  alle  StöjTse  halten  sich  im 
Gleichgewichte.  Sind  die  Stüfse  nicht  gleichzeitig,  folgen  sie 
vielmehr  nach  einander,  so  wird  der  Werlh  von  m^  nach  allen 
Stüfsen,  noch  duich  die  vorhergehende  Formel  gegeben  seyn, 
denn  nach  dem  ersten  Stofse  ist  die  Bewegung  in  jedem  Au- 
genblicke dieselbe,  als  wenn  dieser  Stofs  nun  statt  hätte,  man 
kann  daher  annehmen ,  dafs  er  im  Augenblicke  des  zweiten 
Stofses  statt  hat,  um  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  dem 
zweiten  Stofse. zu  bestimmen  u.  s.  w. 

387. 
Wenn  die  Umdrehungsbewegung  um  eine  feste  Axe  be- 
ginnt, so  erleidet  diese  Linie  Stöfse,  deren  Bestimmung  von 
Wichtigkeit  ist;  sie  rühren  von  den  zu  dieser  Zeit,  von  den 
verschiedenen  Punkten  des  Körpers,  die  sich  vermittelst  der 
festen  Axe  im  Gleichgewichte  halten,  verlorenen  Gröfsen  der 
Bewegung  her,  und  müssen  sich  daher  auf  Sti>fse  reducieren, 
deren  Richtungen  diese  Axe  treiTen,  oder  mit  ihr  parallel  sind. 
Die  parallelen  Stöfse  bestimmt  man  unmittelbar»  es  sind  dies 
die  nach  dieser  Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  der  Gröfse 
der  Bewegung,  die  dem  Körper  mitgetheilt  worden  sind.  Ich 
werde  sie,  wie  in  f.  385,  unberücksichtigt  lassen,  und  anneh- 
men, dafs  die  Umdrehungsbewegung  diejenige  ist,  welche 
durch  einen  Stofs  hervorgebracht  worden  ist,  der  auf  der 
Richtung  der  festen  Axe  senkrecht  steht  und  dem  die  Formel 
(1)  entspricht. 

Man  nehme  an,  es  sey  der  Punkt  P  der  Schwerpunkt 
von  /Uf  und  die  Linie  Pj4  die  Richtung  seiner  Geschwin- 
digkeit vor  dem  Stofse,  so  dafs  /  der  Abstand  OI^^  dieser 
geraden  Linie  von  der  Axe  Oz  ist.  In  der  Ebene,  die  auf 
dieser  festen  Axe  senkrecht  steht    und  die  Linie  Pj4  enthält. 
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zielie  man  durch  den  Punkt  O  dieser  Axe  zwei  andere  reclit- 
winklige  Axen  Ox  und  Oy. .  Seyen  x,  y^  z  die  drei  Coor- 
dinaten  von  dm,  die  auf  die  Axen  Ox^  Oy^  Oz  bezogen  sind; 
da  die  Geschwindigkeit  rm  dieses  materiellen  Punktes  auf  dem 
Halbmesser  r  senkrecht  steht  und  mit  der  Ebene  der  x  und 
y  parallel  ist,  so  sieht  man  leicht  ein,    dafs   die  Cosinus  der 

y      X 

Winkel,  die  sie  mit  diesen   drei  Axen   einschliefst,  — — ,  — 
'  r      r 

und  o  sind,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Drehung  in  der 
durch  den  Pfeil  8  angegebenen  Richtung  statt  hat,  man  kann 
sie  daher  in  zwei  Geschwindigkeiten  — yw\xnA  jpco,  die  den 
Axen  Ox  und  Oy  parallel  sind,  zerlegen.  Die  Seitenkräfte 
der  Gröfsen  der  Bewegung  aller .  Punkte  des  Körpers  nach 
diesen  Richtungen  sind  daher  —  tüfydm  und  fofxdmj  ode:> 
w^as  dasselbe  ist,  —  mMyi  und  taMxi^  wenn  man  noch 
immer  durch  M  die  ganze  Masse  nach  dem  Stofse  bezeichne  % 
und  diu:ch  Xi  und  yi  die  Werthe  von  x  und  y,  welche 
ihrem  Schwerpunkte  entsprechen,  vorstellt.  Die  Summen  der 
Momente  aller  dieser  GrÖfsen  der  Bewegung,  in  Beziehung 
auf  die  Ebene  der  x  und  y,  sind  — (ofyzdm  und  (a/xzdm^ 
sie  müssen  (f.  54)  den  Momenten  der  Kräfte  —  (a/'ydin  und 
lafxdnty  in  Beziehung  auf  dieselbe  Ebene,  gleich  seyn,  d.  \u 
sie  müssen  gleich  — wMyiz'  und  fjuMxiz"  seyn,  wenn  man 
z'  und  z*'  die  Abstände  dieser  zwei  Kräfte  von  dieser  Ebene 
nennt.    Man  hat  daher 

Myiz'  =  fzydm,      Mxiz"  ==  fxzdnij  (2) 

um  die  zwei  Gröfsen  z'  und  z  ,  die  positiv  oder  negativ  seyn 
können,  zu  bestimmen. 

Dies  vorausgesetzt,  können  die  von  allen  Punkten  der 
Masse  M  verlorenen  Bewegungen,  die  sich  vermittelst  der 
festen  Axe  im  Gleichgewichte  halten,  durch  eine  Kraft  mMyi, 
die  der  Axe  der  x  parallel  ist  und  in  der  Entfernung  z^  von 
der  Ebene  der  x  und  y  liegt,  durch  eine  Kraft  —  (oMxi, 
die  mit  der  Axe  der  y  parallel  ist  und  in  der  Entfernung  z'' 
von  dieser  Ebene  liegt,  und  durch  die  Kraft  /uPy  welche  ihre 
Richtung  vom  Punkte  P  nach  dem  Punkte  ^  behält,  ersetzt 
werden.  Diese  drei  Kräfte  reducieren  sich  wenigstens  auf 
zwei,  welche  die  feste  Axe  treffen,  und  die  Stöfse,  die  sie, 
senkrecht  auf  ihrer  Richtung  erleidet,  ausdrücken.     Reducieren 
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sie  sich  auf  eine  einzige,  so  erleidet  die  Axe  blo8  einen  Stofs, 
und  es  ist  hinreichend ,  dafs  der  Punkt,  wo  sie  von  dieser 
Kraft  getroffen  wird,  als  fest  angenommen  wird,,  damit  diese 
Axe  widerstehen  kann, 

388*     « 
Ist  die  gerade  Linie  Oz  eine  der  drei  Hauptaxen  von  Jlf, 
die  sidi  im  Punkte  O  schneiden,  so  hat  man 

fxzdm  =^  o,    fyzdni  ==  o. 

Die  Abstände    z    und   z"  sind   daher  Null,    und   da   die 

Kräfte  wMyi  und  —  coÜ/^i    so  wie   die  Kraft  fiu   alle  drei 

in  der  Ebene  der  x  und  ^    enthalten   sind,    so  geht  der  ein-» 

I     zige  Stofs,    auf  welchen  sie  sich  reducieren,  durch  den  Punkt 

0.     Um  dessen  Gröfse   und  Richtung  zu   bestimmen,   sey  JR. 

diese  Kraft,   a  und   b  die  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  Ox 

unA  Oy  einschliefst,  a  und  ß  die  Winkel,    welche  die  Linie 

;     Pji  mit  Linien,   die,  diesen  Axen  parallel,   durch  den  Punkt 

P  gezogen  sind,  einschliefst,  so  hat  man 

•  JR.  cosa  =  fip  cos  a  -{-  loMyi, 
JR.  cos  6  =  iLi,if  cos  ß  —  (üMxiy 
und  da  der  Werth  von  o)  durch    die  Formel  (1)    gegeben   ist 
und  die  Coordinaten    Xi    und  yi    des   Schwerpunktes   von  M 
ebenfalls  bekannt  sind,    so  ist   in    diesen   Werthen   der  zwei 
Seitenkräfte  der  Kraft  R  nichts  Unbekanntes. 

Da  diese  Mittelkraft  durch  den  Punkt  O  gehen  mufs,  so 
mufs  die  Summe  der  Momente  ihrer  drei  Seitenkräfte,  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Punkt,  Null  seyn.  Bezeichnet  man  aber 
durch  j^'  und  x  die  Abstände  der  mit  den  Axen  Ox  und  Oy 
parallelen  Kräfte  (üMyi  und  — mMxx  von  diesen  Linien  und 
berücksichtigt  die  Richtung,  in  welcher  diese  zwei  Kräfte  und 
der  Stofs  fxif  um  den  Punkt  O  zu  drehen  streben,  so  findet 
man  hieraus 

(aJUyiy'  +  (oJUxix'  —  iiiyf:=  o, 
vo  /  noch  imiper  die  vom  Punkte  JU  auf  die  Linie  PJt  ge- 
fällte senkrechte  Linie  OF  ist.  Dies  kann  man  auch  leicht 
beweisen.  Denn  betrachtet  man  die  Momente  aller  Gröfsen 
der  Bewegung,  die  mit  den  Ebenen  der  x  und  z  und  der  y 
und  z  parallel  und  deren  Summen  —  foMyi  und  (oMxi  ^ind, 
in  Beziehung  auf  diese  Ebenen,  so  bat  man 
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und  diese  Werthe,   verbunden  mit  denen  von  o),   machen  die 
vorhergellende  Gleichung  identisch. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dal's;  wenn  die  feste  Axe  keinen 
Stofs  erleiden  soll,  die  Abstände  z'  und  js"  Null  seyn  müssen, 
dies  kann  aber  in  Folge  der  Gleichung  (2)  nicht  anders  slatt 
finden,  als  wenn  die  Linie  Oz  eine  der  Hauptaxen  ist,  die 
sich  im  Punkte  O  schneiden^  so  wie  wir  es  annehmen.  Ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  mufs  aufserdem  die  Kraft  R  Null 
seyn;  was  erfordert;    dafs  man 

liip  cosa=  —  (üMyij     fAv  cos/?  ==  oiMxx 

habe,  hieraus  findet  man 

Xi    cosa     , 

—  • :;  +  1=0, 

yi    cos/? 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dafs  die  Linie  PJl  auf  der  Ebene, 
die  durch  die  feste  Axe  und  den  Schwerpunkt  von  M  geht, 
senkrecht  stehen  mufs.  Bezeichnet  man  aufserdem  durch  r^ 
den  Abstand  dieses  Punktes  von  dieser  Axe,  so  geben  die 
vorhergehenden  Gleichungen 

fi^P^  z=:  w2JJf2(^i2^^^2)  —  m^M^r^^, 
und   wenn   man    für   o)  den   durch  die  Formel  (1)   gegebenen 
Werth  dieser  Gröfse  setzt,  so  findet  man  daraus 

r,  fr^drn 

^  ~  Mri  • 
Wird  daher  ein  fester  Körper,  der  durch  eine  feste  Axe 
gehalten  wird,  durch  einen  zweiten  Körper  gestofsen,  dessen 
Masse  mit  der  des  ersten  verbunden  bleibt,  so  ist  es,  wenn 
kein  Stofs  auf  die  feste  Axe  ausgeübt  werden  soll,  erforderlich : 
1l)  dafs  der  Stofs  in  der  Ebene  der  zwei  geraden  Linien  ent- 
halten sey,  die  mit  der  festen  Axe  ein  rechtwinkliges  System 
von  Hauptaxen  des  durch  die  Vereinigung  beider  Massen  ge- 
bildeten Körpers  ausmachen,  2)  dafs  seine  Richtung  auf  der 
Ebene  des  Schwerpunktes  dieses  Körpers  und  der  festen  Axe 
senkreckt  stehe,  3)  dafs  diese  Richtung  PA  diese  Ebene  in 
einem  Punkte  treflPe ,  dessen  Abstand  /  von  der  Drehungsaxe 
durch  die  vorhergehende  Formel  gegeben  ist.  Diesen  Punkt 
nennt  man  den  Mittelpunkt  des  Stofses. 
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389. 
Während  sich  ein  fester  Körper  um  eine  feste  Axe  drelit, 
üben  die  Centrifugalkräffe  seiner  verschiedenen  Punkte  Drucke 
auf  diese  Axe  aus,  die  nun  bestimmt  -werden  sollen,  und 
welche  die  einzigen  sind,  die  bei  der  gleichförmigen  Bewegung 
statt  haben,  wo  die  Punkte  des  Körpers  durch  keine  bewe- 
gende Kraft  getrieben  vrerden. 

Behält  man  die  vorhergehenden  Bezeichnungen  bei^  so  hat 
man  ria^dm  (§.  169)  für  die  Centrifugalkraft  des  Elementes 
dm,  dessen  Geschw^indigkeit  r«  ist  und  wrelches  einen  Kreis 
vom  Halbmesser  r  beschreibt,  und  da  diese  Kraft  nach  der 
Verlängerung  v<Jn   r  gerichtet  ist,    so  sind   die    Cosinus  der 

Winkel ,  die  sie  mit  den  Axen  der  x,  r,  z  einschliefst,  —    — 

r     r 
und   Null.      Trägt   man   sie   daher    an    den   Punkt ,    wo  ihre 

Richtung  die  Axe  Oz  trifft,  so  kann  sie  durch  zwei  Kräfte 
ersetzt  werden,  die  in  den  Ebenen  xOz  wn^  yOz  enthalten, 
mit  den  Axen  Ox  iind  Oy  parallel  und  gleich  xiü^dnt  und. 
yi/i^dm  sind«  Da  dasselbe  bei  allen  Elementen  des  Körpers 
der  Fall  ist,,  so  findet  man  daraus ^  dafs  die  Axe  Oz  nach 
diesen  Richtungen  durch  Kräfte  gelrieben  wird,  deren  Wer- 
the  w^fxdm  und  ^^Jydtn^  oder,  was  dasselbe  ist,  w^Mxi 
und  fü^Myi  sind.  Auch  sieht  man,  dafs  die  Abstände  z' 
und  z"  dieser  zwei  Drucke  von  der  Ebene  der  x  und  y, 
durch  die  Gleichungen 

Mxiz'  =  fxzdrrij     Myiz"  =  fyzdm  (3) 

gegeben  sind,    die   das  Umgekelute  der  auf  den  Stofs  bezüg- 
lichen Gleichungen  (2)  sind. 

Hat  man  z''Z=zz"j  so  sind  die  Drucke  m^Mxi  und 
m^Myi  in  einem'  und  demselben  Punkte  der  Axe  Oz  ange- 
bracht, sie  reducieren  sich  dalier  auf  eine  einzige  Kraft,  die 
auf  dieser  geraden  Linie  senkrecht  steht,  in  der  Ebene  liegt, 
welche  den  Schwerpunkt  des  Körpers  enthält,  und  deren  Werth 
w^Ätri  ist,  wo  Tj  der  AJ)stand  dieses  Mittelpunktes  von  der 
festen  Axe  ist. 

Dieser  Fall  hat  immer  statt,  wenn  Oz  eine  von  den  drei 
Hauptaxen  ist,  die  sich  im  Punkte  O  schneiden.  In  diesem 
Falle  sind  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (3)  Null  und 
man  hat  z'  z=:o  und  z"  =  o.      Der  einzige  Druck,    den  die 

5*  .      . 
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Axe  während  der  UmdrehungsbewegtiMg  erleidet,  geht  daher 
durch  den  Punkt  O,  so  dafs  es  hinreicht,  dafs  dieser  Punkt 
fest  sey,  damit  dieser  Druck  aufgehoben  wird  und  die  Axe 
unbeweglich  bleibt.  Wie'  auch  dieser  feste  Punkt  O,  der 
entweder  einem  festen  Körper  angehört  oder  unveränderlich 
mit  ihm  verbunden  ist,  beschaffen  sey,  so  giebt  es  immer  drei 
rechtwinklige  gerade  Linien,  die  durch  diesen  Punkt  gehen, 
um  welche  sich  der  Rörpfer  drehen  kann,  ohne  daf$  diese 
Drehungsaxen  ihre  Lage  verändern  und  als  wenn  sie  völlig 
fest  wären. 

Dieses  ist  die  bei  der  gleichförmigen  Umdrehungsbewegung 
vorkommende  Eigenschaft,  welche  alle  geraden  Linien  besitzen, 
die  wir  Hauptaxen  genannt  haben.  Sie  kommt  ihnen  aus- 
schliefslich  zu;  denn  wenn  sich  der  Körper  um  eine  gerade 
Linie  Oz  dreht,  die  keine  der  drei  auf  den  festen  Punkt  O 
bezüglichen  Hauptaxen  ist,  so  werden  die  zwei  Drucke  (o^Mxi 
und  (o^Myi  im  Allgemeinen  nicht  auf  eine  einzige  zurück- 
geführt werden  können,  oder  wenn  sie  sich,  weil  je'  =  « 
ist,  auf  eine  einzige  reducieren ,  so  geht  dieser  einzige  Druck 
durch  einen  Von  O  versclriedenen  Punkt.  Es  mufs  daher 
noch  ein  zweiter  Punkt  oder  die  ganze  Axe  als  fest  gedacht 
werden,  damit  die  von  den  Centrifugalkräften  herrührenden 
Drucke  aufgehoben  werden,  und  die  Drehungsaxe,  während 
dieser  Bewegimg,  nicht  aus  ihrer  Lage  kommt. 

Hat  ein  Körper,  der  durch  einen  festen  Punkt  O  ziffück- 
gehalten  und  von  keiner  bewegenden  Kraft  getrieben  wird, 
augefangen,  sich  um  eine  der  drei  Axen,  die  sich  in  diesem 
Punkte  schneiden,  zu  drehen,  so  dauert  die  Bewegung  um 
diese  gerade  Linie  unausgesetzt  fort.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall, 
wenn  der  Körper  durch  einen  Stofs  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
dessen  Richtung  in  der  Ebene  der  beiden  anderen,  aufwiesen 
Punkt  O  bezüglichen,  Hauptaxen  liegt,  weil,  nach  dem  vor- 
hergehenden f.,  alsdann  die  Stöfse,  welche  die  Axe  im  ersten 
Augenblicke  erleidet,  sich  auf  eine  einzige  reducieren,  die 
durch  diesen  festen  Punkt  geht  und  durch  seinen  Widerstand 
aufgehoben  wird.  Ist  O  einer  der  besonderen  Punkte,  für 
welche  alle  Trägheitsmomente  gleich  sind,  so  ist  die  Axe,  um 
welche  der  Körper  sich  zu  drehen  anfängt,  nothwendig  eine 
Hauplaxe,   und  wie  auch  immer  der  Körper  um  diesen  festen 
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FuBkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  so  wird  die  Drehungsaxe 
stets  unbeweglich  bleiben.  So  drebt  sich  ein  Rotationsellipsoid 
oder  ein  Parallelppipedum ,  welche  durch  einen  der  Funkle, 
deren  Lage  früher  ((.  383)  bestimmt  worden  ist^  festgehalten 
werden y  immer  um  eine  unbewegliche  Axe.  Ebendies  ist  bei 
einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  fest  ist,  oder  bei  einem  Wür- 
fel, der  durch  einen  im  Durchschnitte  seiner  drei  Diagonalen 
liegenden  Punkte  zurückgehalten  wird,  der  Fall,  und  da  aufser- 
dem  in  diesen  zwei  letzten  Fällen  der  feste  Punkt  der  Schwer- 
punkt ist,  so  bleibt  die  Drehungsaxe  noch  unbeweglich,  wenn 
auch  der  Körper  ein  schwerer  ist.  Im  allgemeinen  Falle  üben 
die  bewegenden  Kräfte,  die  auf  den  Körper  wirken,  wie  die 
Centrifugalkräfte ,  Drucke  auf  die  Drehungsaxe  aus,  welche 
ebenfalls  dazu  beitragen,  sie  aus  ihrer  Stelle  zu  rücken,  wenn 
sie  sich  nicht  auf  eine  einzige  durch  den  festen  Punkt  ge- 
hende Kraft  reducieren. 

390. 

Ist  die  gerade  Linie  Oz  eine  von  den  drei  Hauptaxen, 
die  sich  im  Schwerpunkte  G  des  Körpers,  den  man  betrachtet, 
schneiden,  so  ist  sie  noch  immer  eine  der  drei  Hauptaxen 
dieses  Körpers  in  einem  beliebigen  Punkte  O  ihrer  Richtung. 
Denn  es  sej  f  der  Abstand  OG  dieses  Mittelpunktes  vom 
Punkte  O.  Ohne  die  vorhergehende  Richtung  der  Coordi- 
naten  jc,  y,  z  zu  verändern ,  verlege  man  ihren  Anfangspunkt 
nach  dem  Punkte  6,  so  werden  die  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Elementes  dm  die  Werthe  Jc,  y,  z  —  y  haben  und 
vermöge  der  Erklärung  der  Hauptaxen  hat  man 

Jx{z  —  y)dm  =  fxzdm  —  y  fxdm  =  o 
fy  (^  —  y)dm  =  fyzdm  — y  Jydm  =  o. 

Da  aufserdem  der  Punkt  G  auf  der  AXe  der  z  liegt,  so 
hat  man  fxdm  =  o  und  fydm  z=,  o^  hieraus  folgt  daher 
Jxzdmziz.  o  und  Jyzdm.  =  o,  woraus  man  den  Schlufs  zieht, 
dafs  Ojs  eine  der  drei  Hauptaxen  ist,  die  sich  im  Punkte  O 
schneiden. 

Man  bestimmt  die  Richtung  der  zwei  anderen  Hauptaxen 
der  Ebene  d^  x  und  y  durch  die  Coordinaten  Verwandlung. 
Sejren  x'  und  y'  die  jCoordinaten  von  dm  in  Beziehung  auf 
diese  zwei  anderen  Axen ,  so  mufs  man 
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fx'y'dmzi^Oy     fx^zdmz=:o^    Jy'zdm^no 

haben  ^  nennt  man  aber  d-  den  zwischen  der  Axe  der  x'  und 
der  Axe  der  x  enthaltenen  Winkel,  so  hat  man 

x'  :=^  X  cos^  — y  sin  19-,    y    •=.  x  sin-^  -|"  ^  cos  ^. 

Substituiert  man  nun  diese  Werlhe  in  die  vorhergehenden' 
Gleichungen,  so  verschwinden  die  zwei  letzteren,  yreüfxzdnf^^o 
und  fyzdm  =:  o  ist,  die  erste  wird 

(cos^^  —  8i»2^)  fxydm  +  sin  ^  cos^  {fx^dm  -^fy^dm)  =  o, 

und  man  findet  hieraus  den  Wertb  von  d'^  Die  Integrale, 
welche  diese  Gleichung  enthält,  können  ihren  Werth  mit  der 
Lage  des  Punktes  O  ändern,  so  dafs  die  zwei  anderen  Haupt- 
axen,  im  Allgemeinen,  sich  nicht,  längs  der  Axe  Ozy  parallel 
mit    sich    selbst  bewegt  haben   werden. 

Da    die   vier   Gleichungen 
fxdm=zOj    J'xzdmzzzOy    fydmzzio^    fyzdm  ^=10 

zu  gleicher  Zeit  statt  haben,  so  folgt  aus  den  zwei  ersten, 
dafs  die  parallelen,  in  der  Ebene  der  x  und  z  enthalteneu, 
Drucke,  die  von  den  Centrifugalkräften  herrühren,  sich  auf 
zwei  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kräfte  reduciereu, 
und  in  Folge  der  zwei  letzten  Gleichungen  hat  dasselbe,  rück- 
sichtlich der  in  der  Ebene  der  y  und  z  enthaltenen  Seiten- 
kräfte, statt.  Wenn  sich  daher  ein  Körper  um  eine  der  drei 
Hauptaxen  dreht,  die  sich  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden, 
so  bringen  die  Centrifugalkräfte  aller  seiner  Punkte  keinen 
Druck  auf  die  Umdrehungsaxe  hervor,  und  hat  die  Bewegung 
um  eine  solche  Axe  begonnen,  so  wird  sie  unausgesetzt  fort- 
dauern, ohne  dafs  diese  Linie  einen  festen  Punkt  hat^  wenn 
man  nur  immer  voraussetzt,  dafs  keine  bewegende  Kraft  auf 
den  Körper  wirkt. 

Dieses  Resultat  ist  in  dem  Falle  eines  Ellipsoids,  das 
sich  um  eine  der  drei  Axen  seiner  Figur  dreht,  von  selbst  ein- 
leuchtend; denn  da  Alles  um  jede  der  drei  geraden  Linien 
symmetrisch  ist,  so  ist'  kein  Grund  vorhanden,  weswegen 
die  Axe  eher  in  der  einen  als  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung  einen  Druck  erleiden  sollte. 
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IL    Veränderliche  Umdreliungsbewegung. 

391. 

Sey  noch  immer  dm  ein  Element  der  Masse  des  Körpers, 

der  sich  um  die  fesle  Axe  Oz  (Fig.  5)  dreht.     Durch  einen  auf 

dieser  Linie  ^illkührlich  genommenen  Punkt  O  ziehe  man  zwei 

andere   feste  Axen  Ox  und    Oy^    die   auf   einander   und    auf 

der  Axe  Oz  senkrecht  stehen,  Aind  am  Ende  einer  beliebigen 

Zeit  t   seyen  x^y^z  die   drei   auf  die   Axen  Ox^  Oy,  Oz 

bezogenen   Coordinaten  von  dm.     In   demselben  Augenblicke 

sind  die  mit  dieseü   geraden  Linien  parallelen  Seitengeschwin- 

dx    dy    dz 
^digkeiten  --r-,  -y^,  •-^.     Wie  aber  auch  die  an  das  Element 
at     dt    dt 

dm.  angebrachten  Kräfte  beschaffen  seyen,  so  kann  man  sie 
immer  parallel  mit  diesen  Axen  i^erlegen  und  am  Ende  der 
Zeil  t  seyen  X,  Y,  Z  die  nach  den  positiven  JC ,  y,  z.  wir- 
kenden Seitenkräfte  der  gegebenen  beschleunigenden  Kraft, 
die   auf  diesen   materiellen  Punkt  wirkt.     Wäre  dieser  Funkt 

" ..  .         .  ,        dx    dy     dz 

frei,   so   würden   die   Seitengeschwindigkeiten  -77,   -7^,   -y- , 

dt     dt      dt 

während  der  Zeit  dt^  um  Xdt^  Ydt,  Zdt  zunehmen  ({.  147), 

diese  Functionen  der  Zeit  nehmen  aber  in  Wahrheit  um  ihre 

Differentiale  ci.-r— ,    d.-^.   c?.-7-  zu:    daher  sind  die  wäh- 

dt  dt'         dt        ' 

rend  der  Zeit  dt,  nach  den  Richtungen  der  Coordinaten,  ver- 
lorenen Geschwindigkeiten 

Xdt  —  d.^y     Ydt—d.^,     Zdt—d.~. 

dt'  dt  dt 

MuItipUciert  man  mit  dm  und  dividiert  mit  dt,  so  hat  man 

~(.^-i^y-  C'^-S)'"".  c^-s-o^» 

für  die  Seitenkräfte  der  Kraft,  Vielehe  das  Element  dm,  wäh- 
rend der  Zeit  dt,  wegen  seiner  Verbindung  mit  den  anderen 
Punkten  des  Körpers  und  der  Drehungsaxe,  verloren  hat.  In 
Folge  des  Princips  des  §,  350  mufs  daher  das  Gleichgewicht 
um  diese  feste  Axe  zwischen  ähnlichen  Kräften,  die  an  alle 
Punkte  des  Körpers  angebracht  sind,  statt  finden. 

Um    di^  Gleichung  dieses  Gleichgewichtes   zu   bilden,   ist 
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es  -hinreichend,  die  zwei  ersten  der  vorhergehenden  drei 
Kräfte  an  die  Stelle  von  P  cos  a  und  P  cos  ß  in  das  erste 
Glied  der  Gleichung  (5)  des  ^.266  zu  setzen ,  und  alsdann 
die  Summe  der  Werlhe  dieser  Gröfse  für  alle  Punkte  des 
Körpers  gleich  Null  zu  setzen^  welche  Summe  ein  auf  die 
ganze  Masse  ausgedehntes  Integral  seyn  wird.  Bringt  man 
die  DiiTerentiale  in  den  ersten  und  die  gegebenen  Kräfte  in 
den  zweiten  Theil  der  Gleichung,  so  hat  man  auf  diese  Weise 

/(*  jf^  -y^y^  =A.Y-:yX)dm    (1) 

für  die  verlangte  Gleichung^  welche  die  Umdrehungsbewegung 
um  die  Axe  der  z  angiebt« 

392. 
Sey  CD  die  Winkelgeschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  ^, 
und  man  nehme  an,  dafs  man  diese  GrÖfse  als  eine  positive 
oder  negative  betrachte,  je  nachdem  die  Umdrehungsbewegung 
in  dem  durch  den  Pfeil  s  angegebenen  Sinne  oder  in  dem 
entgegengesetzten  statt  hat.  Sey  auch  r  der  Halbmesser  des 
Kreises,  den  dm  beschreibt,  oder  die  von  diesem  Punkte 
auf  Oz  gefällte  senkrechte  Linie,  so  ist  seine  absolute  Ge* 
schwindigkeit  reo  und  man  hat 

dx  dy 

57  =  -'""'   01="'" 

als  Werllie  der  zwei  Seitengeschwindigkeiten..  Denn  ist  P 
die  Projection  von  dm  auf  die  Ebene  der  x  und  y  und  man 
zieht  den  Halbmesser  OP  und  QPP'  senkrecht  auf  PO, 
welche  Linie  die  Axen  Ox  und  Oy  in  Q  und  Q'  schneidet, 
so  hat  man 

OP=r,    cosxQP  =:  —  ^,     cosyQ'PV=  -, 

und  da  die  Geschwindigkeit  r«  mit  der  Linie  QPP'  parallel 
ist,    so  mufs    man   diese  Geschwindigkeit  mit   diesen  Cosinus 

dx 

multiplicieren,  um  die  Werthe  der  Seiteugeschwindigkeiten  — 

^dy 
und  -r-  zu  erhalten. 
dt 

Bemerkt   man,   dafs   jp^ -{"  JK^  ^-- ''^  *^*j    ®^   findet  man 
aus  diesen  Werthen 
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xdy  — ydx  =  r^^dt.  (2) 

'  Idi  düTerentiiere  in  Beziehung  auf  t\   da  der  Halbmesser 
t  constant  ist ,  so  -bat  man 

xd'^y  —  yd^x  =.   T^dutdt/ 
und    da  die  Gröfse   dta    allen   Punkten   des   Körpers   gemein- 
schaftlich  ist   und  bei  der    auf  dm  bezüglichen  Integration  als 
constant   angesehen   werden   mufs^   so  wird  die  Gleichung  (1) 

^^fr^dm  =^  f{xY-yX)dm,  (3) 

woraus  sich   der   einer  gegebenen  Lage  des  Körpers  entspre« 
chende  Werth  Ton  rfw  ergiebt. 

Zerlegt  man  die  beschleunigende  Kraft,  die  auf  dm  wirkt, 
in  zwei  andere,  von  welchen  eine  mit  der  Axe  Oz  parallel 
und  die  andere  in  einer  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden 
Ebene  enthalten  ist,  so  kann  man  die  erste  vernachlässigen, 
da  sie  Nichts  zur  Umdrehungsbewegung  beilragen  kann ;  die 
zweite,  die  ich  tp  nennen  werde,  ist  die  Mittelkraft  von  IL 
und  Y".  Ich  projiciere  die  drei  Kräfte  JC,  Y^  y  auf  die 
Ebene  der  x  und  y^  nehme  an ,  dafs  FC  die  Richtung  der 
auf  diese  Weise  projicierten  Gröfse  tp  ist  und  nenne  h  die 
vom  Punkte  O  auf  PC  oder  seine  Verlängerung  gefällte  senk- 
rechte Linie  OH.  Betrachtet  man  die  Momente  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  O,  so  hat  man  ($.46) 

xY  —  yJC  =  SS  Ä9>j 
je  nachdem  die  Kraft  (p  im  Sinne  des  Pfeils  8  oder  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  zu  drehen  strebt.  Ich  nenne  auch  9 
den  Winkel  Q* PC j  welchen  die  Linie  PC  mit  der  auf  dem 
Halbmesser  OP  senkrecht  stehenden  Linie  PQ\  die  in  dem 
durch  den  Pfeil  s  angegebenen  Sinne  gezogen  ist,  einschliefst. 
Dieser  Winkel  wird  spitz  oder  stumpf  seyn,  je  nachdem  man  in 
der  vorhergehenden  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
^ehmen  mufs.    Da  OPzzir  ist,  so  hat  man  dalier  immer 

rt:  Ä  =  r.cos^, 
und  vermittelst  dieser  Werthe  wird  die  Gleichung  (3) 

—  fr^dm  =  fr(p  cos  8dm. 

Wirken   aber   die    gegebenen   Kräfte   nur   während   einer 
sehr  kurzen  Zeit  auf  den  Körper,  können  sie  jedoch  während 
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dieser  Zeit  gegebene  Gescliwiudigkeiten ,  die  nicht  sehr  klein 
sind  9  hervorbringen  und  ändern  sich  unterdessen  die  Richtun- 
gen dieser  Kräfte,  so  wie  die  Lagen  der  Punkte  des  Kür* 
pers^  nicht  merklich,  so  hat  man,  wenn  man  die  beiden 
Theile  dieser  Gleichung  in  Beziehung  auf  t  integriert, 

CO  fr'^dm  =  frv  cos  ddniy 
wo  V  das  Integral  ftpdty  während  der  Dauer  der  Wirkung 
der  Kräfte,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  welche  der 
auf  dm  ausgeübte  Stofs  diesem  materiellen  Punkte  mittheilen 
würde,  wenn  er  völlig  frei  wäre.  Diese  Gleichung  ist  die 
der  gleichförmigen  Umdrehungsbewegung  und  man  kann  aus 
derselben,  ohne  Schwierigkeit,  die  Formeln  des  f.  386  ableiten. 

Bei  der  veränderlichen  Bewegung  geht  die  Gleichung.  (3) 
in  eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  über,  von 
welcher  die  Lage  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  und  seine 
als  Function  der  Zeit  ausgedrückte  Geschwindigkeit  abhängt, 
wie  sogleich  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soll.  Zuerst 
sollen  jedoch  die  Drucke,  welche  die  Drehungsaxe  während 
der  Dauer  der  Bewegung  erleidet,  bestimmt  werden, 

393. 

Ich  werde  nur  die  Drucke,  welche  senkrecht  auf  dieser 
Axe  Oz  sind,  betrachten,  die  von  den  mit  den  Axen  Ox 
und  Oy  parallelen  Seitenkräften  der  von  allen  Punkten  des 
Körpers  verlorenen  Kräfte  herrühren  und  deren  Mittelkräfte 
die  feste  Axe  schneiden  müssen. 

Nennt  man  U  und  7^  die  Summen  aller  dieser  Kräfte, 
SQ  hat  man,  nach  f.  391, 

und  wenn  man  durch  u  und  i>  die  Abstände  der  Kräfte  U 
und  V  von  der  £bene  der  x  und  y  bezeichnet,  so  hat  man 
auch  ({.  54) 

In   Folge   der  vorhergehenden  Wcrthe  von  -r-  und  -r- 

dt  dt 

hat  man 
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d^x  diif  dy  dm 

rf  V du    .       dx  dm 

Icli  eliminiere  —  vermittelst  der  Gleicbuiig  (3) ,  bezeichne 

durch  xi  und  yi  die  Werthe  von  ä?  und  y,  Vielehe  dem 
Schwerpunkte  des  Körpers  entsprechen,  und  durch  M  seine 
Masse,   so  dafs  man 

fxdm  =  Mxiy     Jydm  ~  Myi 

hat;  substituiert  man  alsdann  die  Wwthe  von  -r-rr  und  -r^ 
,     ,.  dt^  df^ 

m  die  vorhergehenden  Formeln,    so  werden  sie 

fr^dm 

Uu  =  mVxzdm^/zXdm  +  ry-'^^A-Y-yX)dm 
^  *  •^  '  Jr^dm 

V^  =  ^  Vy  .  rfm  +/.  Ydm  -  ^^"  d^r{-Y-yX)dm 

I^t  die  Winkelgeschwindigkeit  co  bekannt,  so  geben  diese 
Gleichungen  die  mit  den  Axen  Ox  und  Oy  parallelen  Drucke 
U  und  J^,  welche  die  ^xe  Oz  auszuhalten  hat,  so  wie  auch 
die  zwischen  dem  Punkte  O  und  den  Angriffspunkten  von  V 
und  ^  auf  dieser  Axe  enthaltenen  Abstände  u  und  (',  an«  Sind 
die  Kräfte  X  und  Y  Null,  so  fallen  diese  Resultate  mit  denen 
dies  §.  389  zusammen«  Geht  die  Linie  Oz  durch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers,  so  hat  man  jcj  =  o  und  yiZ=:o  und  daher 

U=fXdm,  r  =  fYdmy 
so  dafs  die  ganze  Last  der  festen  Axe  dieselbe  ist^  wie  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes,  jedoch  ist  sie  im  Allgemeinen 
anders  vertheilt«  Ist  die  feste  Axe  aufserdem  eine  der  Haupt- 
axen,  die  sich  im  Schwerpunkte  schneiden,  so  hat  man  auch 
/xzdm  =  o  und  fyzdnizzzo^  hieraus  folgt 

Uu  z=  fzXdrriy      Vv,  —  Jz  Ydm , 
und  die  Last   der  Axe  ist  alsdann  im  Zustande  der  Bewegung 
ebenso  vertheilt,  wie  im  Zustande  des  Gleichgewichtee. 
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394. 

Man    Wende   jetzt   die  Gleichung  (3)   auf  den  Fall  eines 

schweren  Körpers  an,  der  sich  um  eine  horizontale  Axe  dreht. 

Bezeichnet  man  durch  g  die  Schwere    und  setzt  voraus,   dafs 

die  Axe  Oy  verticjfl  imd   im  Sinne  dieser  Kraft  gerichtet  ist, 

so  hat  man 

Xz=o,      Y  =  g, 

und  dafxdm  =  itf;Pi  ist,  so  reduciert  sich  die  Gleichung 
(3)  auf 

^fr^dm  =  gMx,.  (4) 

Am  Ende  der  Zeit  t  sey  &  der  Winkel,  welcher  zwischen 
der  beweglichen  Ebene,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers geht  und  der  festen  Ebene  der  y  und  z  enthalten  ist, 
welchen  Winkel  wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten  wer- 
den, )e  nachdem  die  bewegliche  Ebene  sich,  in  Beziehung 
auf  die  feste  Ebene,  auf  der  Seite  der  positiven  x  oder  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  befindet.  Sey  a  der  unveränder- 
liche Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Axe  Oz,  so  hat  man 

Xi  zrz  a  sin  '^, 
und,  vermöge  der  positiven  oder  negativen  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit DU,   hat  man  auch 

_         d& 

was  man  auch  aus  der  auf  den  Schwerpunkt,  d.  h.  auf  die 
Werthe  :xr  sin  i^-,  y  cos  ^,  a ,  von  Xy  y^  r>  angewandten  Glei- 
chung (2)  ableiten  kann,  Sey  endlich  Mh^  das  Trägheitsmo- 
ment des  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt gehende  und  mit  Oz  parallele  Axe;  h  ist  eine  Linie 
von  gegebener  Gröfse  und  vermöge  des  Lehrsatzes  des  $.374, 
haben  wir 

fr^dm  =  M{a^^h^) 

für   das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf   die  Drehungsaxe. 

Vermittelst  dieser  Werthe  von  a?x,  W;  fr^dm^  wird  die 
Gleichung  (4) 

d^d'    ga  sind" 

Multipliciert  man    mit  2d^   und  integriert,   so   hat  man 
daher 


77 

d&^   _    2 ga  co8^  _ 

wo  c  die  willkührliche  Conslante  ist.    Nimmt  man  daher  ao^ 
dafs  man  im  Anfange  der  Bewegung 

*  =  ^'   dT  =  -^ 

hat  9  80  ist  der  Werth  dieser  Constanten 

und  es  folgt  hieran«,    für  irgend  einen  Zeitpunkt, 

d»*  2 ga  (cot  a  —  cot»)_ 

Diese  Gleichung  ist  die  der  Bewegung  eines  Pendels  von 
beliebiger  Form,  das  sich  um  eine  liorizontale  Axe  dreht« 
Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  ist  die  durch  seinen  Schwer- 
punkt und  die  feste  Axe  gehende  Ebene  horizontal  ^  und  man 
hat  o  =  o^  J2  =  0;  ^  =  r.  Man  entferne  die  Körper  von 
dieser  Lage,  so  dafs  die  beiden  Ebenen  den  Winkel  a  ein- 
schliefsen.  Ueberläfst  man  ihn  alsdann  sich  selbst,  so  hat 
man  'J2  =  o,  erleidet  dagegen  der  Körper  einen  Stofs  im 
Anfange  der  Bewegung,  so  mufs  die  Anfangsgeschwindigkeit 
Sl  durch  die  Regeln  des  $•  386  bestimmt,  oder  auf  eine  andere 
Weise  gegeben  seyn,  und  in  allen  Fällen  giebt  die  Gleichung 
{a)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  in  einem  belie- 
bigen Augenblicke,  durch  die  Lage  seines  Schwerpunktes,  an* 
Löst  man  sie  in  Beziehung  auf  dt  auf  und  integriert,  so  hat 
man  den  Werlh  von  t  als  Function  von  S-  ausgedrückt,  oder 
umgekehrt,  wodurch  die  veränderliche  Lage  dieses  Mittelpunk- 
tes und  daher  die  des  Pendels  in  )edem  Augenblicke  bestimmt 
wird. 

395. 

Reduciert  sich  dieser  schwere  Körper  auf  einen  materiel- 
len Punkt,  der  an  die  Axe  Oz  durch  einen  unausdehnbaren 
und  unbiegsamen  Faden,  dessen  Masse  man  vernachlässigt,  be- 
festigt ist  und  auf  Oz  senkrecht  steht,  so  hat  man,  vermöge 
der  Erkläruiig  des  f.  179,  den  Fall  eines  einfachen  Pendels. 
Nennt  man  seine  Länge  /,  so  hat  man  ^  ==:  /;  Jlf  ist  die 
Masse    des    materiellen    Punktes,    und    das    Trägheitsmoment 
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J\i((i^  +  ^^)  öi^f»  ®*ch  auf  das  Produkt  aus  dieser  Masse  in 
das  Quadrat  seines  Abstandes  l  von  der  festen  Axe  reducieren. 
Mjin  Jiat  also  i  =  o,  daher  wird  die  auf  diesen  besonderen 
Fall  angewandte  Gleichung  (a) 

f^  +  ^  (cos  a  —  cos*)  =  J22,  (6) 

und  man  kann  sich  auch  wirklich  leicht  überzeugen,  dafs 
diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (1)  des  {.  180,  die  sich 
auf  die  Bewegung  des  einfachen  Pendels  bezieht,  übereinstimmt. 
Vergleicht  ihan  die  Gleichungen  (a)  und  (6), 'so  sieht 
man,  dafs  die  Bewegung  mit  der  eines  beliebigen  Pendels  zu- 

sammenfällt,  so  oft  die  Coefßcienten  —  und  ^2  jl  t^'  ^"^^^* 

welche  sich  diese  zwei  Gleichungen  von  einandep  unterschei- 
den, einander  gleich  sind,  d.h.  sobald  man 

Z  =  a  +  —  (c) 

hat.  « 

Nach  dieser  Formel  kann  man  daher,  wie  schon  vor- 
laufig  in  f.  179  bemerkt  worden  ist,  die  Länge  des  einem  ge- 
gebenen Pendel  entsprechenden  einfachen  Pendels  berechnen; 
die  zwei  Gröfsen  a  und  i,  die  sie  enthält,  können  immer 
genau  oder  näherungs weise,  vermittelst  bekannter  Regeln,  be- 
stimmt werden,  wenn  man  die  Gestalt  des  zusammengesetzten 
Pendels  kennt. 

Macht  dieses  Pendel  sehr  kleine  Schwingungen,  so  ist 
dieses  auch  bei  dem  einfachen  Pendel  der  Fall.  Bezeichnet 
man  durch  T  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung,  so  -liat 
man  daher  (§.  182) 

Zählt  man,  während  einer  beträchtlichen  Zeit,  die  Anzahl 
der  Schwingungen  des  zusammengesetzten  Pendels  und  dividiert 
die  ganze  Zeit  durch  diese  Zahl,  so  hat  man  den  Werth  von 
Tj  und  wenn  man  diesen,  in  der  letzten  Formel,  nebst  dem 
Werthe  von  /,  welcher  dem  angewandten  Pendel  entspricht, 
substituiert,  so  findet  man  daraus,  wie  schon  früher  (f.  192) 
erörtert  worden  ist,  das  Maafs  der  Schwere  g  mit  grofser 
Genauigkeit.     Da  sich  die  Längen  des  einfachen  Pendels    wie 


r 
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die  Quadrate  der  Dauer  der  kleinen  Schwingungen  zu  einander 
verhalten;  so  hat  man  auch;  wenn  man  X  die  Länge  des 
Secundenpendels  nennt  und  die  Secunde  als  Einheit  annimmt, 

wodurch  man  den  Werth  von  A.  Termöge  der  Werthe  Ton 
/  und   T  findet. 

-     396. 

Zieht  man  im  Inneren  des  zusammengesetzten  Pendels 
unter  seinem  Schwerpunkte  und  in  der  Ebene  dieses  Schwer- 
punktes imd  der  Drehungsaxe  eine  gerade  Linie  y  die  mit  die- 
ser Axe  parallel  ist  und  um  /  von  derselben  absteht  ^  so  wird 
die  Bewegung  der  Punkte  dieser  Parallelen  durch  ihre  Ver- 
bindung mit  den  anderen  Punkten  des  Körpers  weder  be- 
schleunigt noch  verzögert.  Denjenigen  der  Punkte  dieser  Linie^ 
welcher  mit  dem  Schwerpunkte  in  derselben  auf  der  Axe 
senkrecht  stehenden  Linie  liegt,  nennt  man  den  Mittelpunkt 
der  Schwingung. 

Sey  ^BD  (Fig.  6)  ein  Durchschnitt  des  Pendels,  der 
senkrecht  auf  der  Drehungsaxe  steht  und  durch  den  Schwer- 
punkt geht,  dieser  Schwerpunkt  sey  G,  und  C  der  Punkt, 
in  welchem  dieser  Schnitt  von  der  Axe  getroffen  wird.  Man 
verlängere  die  Linie  CG  bis  O,  so  dafs  man 

CG  =  a,     GO  z=z  — 

.  '  a 

und  daher 


\ 


CO  =  a  ^ =  / 

a 

hat.  D_er  Punkt  O  ist  der  Mittelpunkt  der  Schwingung,  und 
kehrt  man  das  Pendel  um,  nachdem  man  es  um  die  Axe 
schwingen  liefs,  die  auf  dem  Schnitte  ABD  Senkrecht  steht 
und  durch  den  Punkt  C  geht,  und  läfst  es  nun  um  die  Axe 
schwingen,  die  durch  den  Punkt  O  geht  und  auf  demselben 
Schnitte  senkrecht  steht,  so  ist  der  Punkt  C  der  Mittelpunkt 
der  Schwingungen.  Diesen  Lehrsatz  drückt  man  gewöhnlich 
so  aus,  dafs  man  sagt,  die  Punkte  C  und  O,  d,  h.  der  Auf« 
hängepunkt  und  Schwingungspunkt  seyen  einander  zugeordnet. 
In  beiden  Fällen  nemlich  ist  das  Trägheitsmoment  Mh^ 
dasselbe, 'weil  es   sich  immer  auf  die  Axe  bezieht >   die  auf 
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ABD  senkrecht  steht  and  durch  den  Funkt  G  geht,  so  dafs 
sich  die  Gröfse  h^  nicht  ändert.  Aurserdeiii  sey  O'  ein  Punkt 
in  der  Verlängerung  von  OGy  welcher  der  Mittelpunkt  der 
Schwingung  ist,  wenn  O  der  Aufhängepunkt  geworden  ist; 
nennt  man  l'  den  Abstand  00\  so  kann  man  seinen  Werth 
aus  der  Formel  (c)  ableiten,  indem  man  OG  statt  CG ^  d.h. 

—  statt  a  setzt.    Man  hat  daher 
a 

V  =:  —  +a=:  l,     OO'  =  COy 
a 

und  es  fällt  daher  der  Punkt  O'  mit  dem  Punkte  C  zusammen. 

3Q7. 
Die  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen  um  zwei  Axen, 
die  auf  ABD  senkrecht  stehen  und  durch  die  Punkte  C  und 

O  gehen,  ist  dieselbe  und  gleich  77    /^ — ,  wo  /  immer  der 

.8 
Abstand  CO  ist.      Ist  umgekehrt  die  Dauer  der  sehr  kleinen 

Schwingungen  um  zwei  parallele  Axen,  deren  Ebene  den 
Schwerpunkt  G  enthält  und  die  nicht  gleichweit  davon  ab- 
stehen, dieselbe,  so  ist  ihr  wechselseitiger  Abstand  die  Länge 
/  des  einfachen  Pendels,  welches  seine  Schwingungen  in  der- 
selben Zeit  vollendet. 

Seyen  nemlich  a  und  a'  die  ungleichen  ^Abstände  des  , 
Schwerpunktes  von  dijesen  zwei  .parallelen  Linien  und  daher 
a  '\^  a  ihr  wechselseitiger  Abstand,  sey  auch  Mh^  das 
Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  parallele  Axe ,  die 
durch  den  Schwerpimkt  geht.  Da  die  Dauer  der  Schwingun- 
gen um  beide  gerade  Linien  dieselbe  ist,    so  muTs  man 

a    +  -7    =   a  H 

a  a 

haben,  woraus  sich  auch 

a    z::z  a  und  a    zzz  — 

a 

ergiebt;    verwirft  man   daher  den   ersten  Werth   von  a',   so 
hat  man  l 

12  1 


r 
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Mifst  man  daher  den  Abstand  n  +  «'  der  zwei  Axen 
von  gleicher  Schwingungsdauer ^  so  liat  man  die  Länge  des 
einfachen  Pendels,  welches  der  gemeinschaftlichen  Dauer  ihrer 
Schwingungen  entspricht« 

Dieses  Mittel  ist  mit  Erfolg  in  England  angewandt  worden 
um  die  Länge  des  einfachen  Pendels^  ohne  weitere  Berecli- 
nung  der  Gestalt  des  zusammengesetzten  ^  zu  finden  *). 

398. 
Es  giebt  eine  unendlich  grofse  Anzahl  verschiedener  Axen, 
um  welche  die   kleinen  Schwingungen  desselben  Körpers  von 
gleicher  Dauer  sind. 

Zuerst  ist  es  einleuchtend ,  dafs  der  Werth  von  /  und  die 
Dauer  der  Schwingungen  für  alle  Aufliängungsaxen,  die  unter 
einander  parallel  sind  und  gleichweit  vom  Schwerpunkte  ab- 
stellen, dieselben  sind,  weil  sich  für  alle  diese  Axen  die  in 
d^r  Formel  (c)  enthaltenen  Gröfsen  k  und  a  nicht  ändern. 
Man  kann  auch  die  Richtungen  dieser  Axen  und  ihren  Ab- 
stand vom  Schwerpunkte  andern,  ohne  dafs  sich  hierdurch 
der  Werth  von  /ändert.  Denn  nennt  man  of,  /?,  y  die  Win- 
kel, welche  die  mit  der  Aufhängungsaxe  parallele  durch  den 
Schwerpunkt  gezogene  Linie,  mit  den  drei  Hauptaxen  ein- 
schliefst, die  sich  in  diesem  Punkte  schneiden,  und  bezeich- 
net durch  ji,  B  y  C  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung  auf 
diese  Axe,  und  durch  Mk^j  wie  vorher,  dasjenige,  welches 
der  parallelen  Linie  entspricht,  so  hat  man,  vermöge  der 
Gleichung  (c)  des  J.  375, 

Jtfi«  =  A  cos^a  +  B  cos«/?  +  Ccos^y, 
und  daher 

•  _        ,    A  cos«  a  +  B  cos«^  -f.  C  cos^y 

Ma 

Offenbar  kann  man  aber  den  Grofsen  a,  os,  ß,  y  eine 
unendliche  Anzahl  von  verschiedenen  Werthen  geben,  für 
welche  dieser  Werth  von  /  derselbe  bleibt. 

Soll  diese  Function  l  ein  Minimum  in  Beziehung  auf  die 
Veränderlichen  «>  a,  /?,  y  werden,  so  folgt  aus  ihrer  Form, 


^)    Philosopbical  Tcaasact.  for  the  year   1818. 
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dafs,  wenn  man  annimmt,  dafs  A  die  kleinste  der  drei  Con- 
stanten A,  B,C  ist,   «  =  o,  /?  =  900,  y  —  900,  und  daher 

Mo2  -ir  A 


l  = 


Ma 


seyn  mufs,  woraus,  nach  bekannten  Regeln,  «  =  f^ "^  für 
den  Werth  von  a  folgt,    der  dem  Minimum  entspricht   und 

1  =  2    /±. 

399. 
Wir  wissen,  dafs  der  Widerstand  des  Mittels  keinen  Ein- 
flufs  auf  die  Dauer  der  kleinen  Scliwingungen  des  einfachen 
Pendels  von  gegebener  Lange  hat  ({.  190),  man  mufs  aber 
uocli  beweisen,  dafs  diese  Kraft  auch  die  Länge  des  einfachen 
Pendels  nicht  ändert,  dessen  Bewegung  in  der  Luft  dieselbe 
ist,   wie   die  eines  gegebenen  Pendels  in  derselben  Flüssigkeit. 

Um  diese  Bewegung  zu  bestimmen,  mufs  man  zu  den 
Kräften  Xdm  und  Ydm,  welche^  das  zweite  Glied  der  Glei- 
chung (3)  enthält  und  die  auf  alle  Punkte  der  Masse  des 
Körpers  wirken,  die  Seitenkräfte  des  Widerstandes  der  Luft, 
der  auf  alle  Elemente  der  Oberfläche  ausgeübt  wird,  hinzu- 
fügen. Man  nehme  daher  an,  dieser  Widerstand  werde  im 
Allgemeinen  durch  die  Summe  verschiedener  Potenzen  der 
Geschwindigkeit  ausgedrückt  und  für  eine  beliebige  Geschwin- 
digkeit p  bezeichne  man  sie,  auf  der  Einheit  der  Oberfläche, 
durch 

wo  jiy  A\  A^\..  a,  «',«"...  gegebene  constanle  Grofsen 
sind.  Sey  q  der  Abstand  eines"  Punktes  M  der  Oberfläche 
des  Pendels  von  der  Umdrehungsaxe ,  so  ist  seine  Geschwin- 
digkeit, am  Ende  der  Zeit  ^,  gleich  reo,  wenn  man  noch 
immer  durch  o)  die  Winkelgeschwindigkeit  in  diesem  Augen- 
blicke bezeichnet.  Nennt  man  «  den  Winkel,  den  ihre  Richr 
tung  mit  dem  inneren  Theiie  der  in  diesem  Punkte  errich- 
teten Normalen  einschliefst,  so  hat  man  qiü  cos  «  für  die 
nach,  dieser  Linie  gerichtete  Seitengeschwindigkeit  ^  und  nach 
dem,  was  früher  gesagt  worden  ist  (f.  365),  mufs  man  diese 
normale   Seitengeschwindigkei^    statt    der    Geschwindigkeit    v, 
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in    dem    Ausdrucke    des   Widerstandee  ^    der   dem  Punkte   M 
entspricht  ^  anwenden» 

Nennt  man  da  das  Dlfferentialelement  der  Oberfläche  in 
demselben  Punkte  und  Udo  den  auf  dieses  Element  ausgeüb* 
ten  Widerstand^    so  hat  man  daher 

M  =  ^e«a)«cos«€  +  ^'^'"'(ö"'cos«^-f.... 

Ich  bezeichne  durch  /».  und  v  die  Winkel  ^  welche  die 
innere  Normale  am  Punkte  M  mit  Linien^  die  durch  diesen 
Punkt  den  Axen  der  x  und  der  y  parallel  gezogen  sind ,  ein- 
scliliefst.  Die  nach  diesen  Linien  gerichteten  Seilenkräfte  des 
Widerstandes  sind  R  cos /u. da  und  R  cos  vda^  und  wenn 
man  x'  und  y'  die  dem  Punkte  M  entsprechenden  Werlhe 
von  X  und  y  nennt  ^  so  hat  man 

x'  R  cos  vda  —  y'  R  cos  /u^da 
Sür  den  Theil  des  zweiten  Theils  der  Gleichung  (3),  der  sich 
auf  das  Element  da  bezieht.  Nimmt  man  daher  das  Integral 
dieser  Gröfse  in  dem  ganzen  Theile  der  Oberfläche  des  Pen- 
dels, der  den  Widerstand  des  Mittels  erleidet,  so  hat  man 
die  Gröfse,  die  man  zu  diesem  zweiten  Theile  hinzu  fügen 
mufs)  um  auf  diesen  Widerstand  Rücksicht  zu  nehmen«  Ich 
setze  zur  Abkürzung 

jc'  cos  |/ — j^'cos/fr  =  f, 
80  ist  der  Werlh  dieser  Gröfse 

^w"/fß"  cos"€fZo  +  ^'cosVCß"'  cos^'crfa  +  ... 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  £  die  Länge  des  kürzesten  Ab- 
standes  der  Aufhängungsaxe  und  der  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit Qco  des  Punktes  M  ist,  die  in  einer  auf  dieser  Axe 
senkrecht  stehenden  Ebene  enthalten  ist.  Daher  hängt  ^  ebenso 
wenig,  wie  der  Winkel  e  und  der  Halbmesser  q,  von  der 
Zeit  ab;  setzt  man  daher 

y^fß**  cos"  €  da  =  y,  f^Q^  cos"  eda  r=  ;/'u.s.w. , 
so  werden  diese  Integrale  y,  y',  y";..  Constanten  seyn,  die 
von  der  Gestalt  des  Körpers  abhängen  und  deren  Werthe  in 
zwei  auf  einander  folgenden  Schwingungen  verschieden  seyn 
können.  Um  ihre  Gränzen  zu  bestimmen,  beschreibe  man 
um  das  Pendel  in  seiner  Lage  des  Gleichgewichtes,  einen  Cy- 
linder,   der   auf  der  durch    die  feste  Axe  gehenden  verticalen 
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Ebene  senkrecht  sieht.  Die  krunnne  Linie ,  welche  die  Be- 
rührung dieses  Cylinders  mit  der  Oberfläche  des  Körpers  bil- 
det, theilt  diese  Oberfläche  in  zwei  Theile,  von  welchen  der 
eine  den  Widerstand  der  Luft  erleidet,  wählend  das  Pendel 
sich  in  einem  Sinne  bewegt,  und  der  andere,  während  es 
sich  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegt«  Diese  Integrale  müssen 
daher  auf  einen  dieser  zwei  Theile  für  eine  ganze  Schwin- 
gung und  auf  den  anderen  Theil  für  die  folgende  Schwingung 
ausgedehnt  werden,  und  wenn  diese  zwei  Theile  verschieden 
sind ,  so  sind  es  auch  die  Werthe  von  y^y\  y" • . .  in  zwei 
auf  einander  folgenden  Schwingungen«  Diese  Werthe  ändern 
sich  bei  dem  Falle ,  wenn  die  Schwingungen  in  ganze  Um- 
drehungen übergehen,  nicht. 

Hat  man  hiernach  die  vorhergehende  Gröfse  zu  dem  zwei- 
ten Theile  der  Gleichung  (3)  addiert,  oder,  was  dasselbe  ist, 
hat  man  diese  Gröfse,   durch  das  Trägheitsmoment  Jü(a^-|-i^) 

dividiert,  von  dem  Werthe  von  --7-^    des    f.  394   abgezogen, 

so'  hat  man 

d^d-^ ga  sind'  Ay  „  A'y  „' 

als  Gleichung  der  Bewegung  eines  beliebigen  Pendels  in  einem 
widerstehenden  Mittel.     Ebenso  hat  man 

= ^  sm^  —  />cö     —  x>  " 


CO 


•  •  • 


als  Gleichung  der  Bewegung  des  einfachen  Peadels,  dessen 
Länge  /  ist,  wo  J5,  B'yB'\.*  constante  Coefficienten  be- 
zeichnen. 

Da  die  anfänglichen  Geschwindigkeiten  und  Lagen  der 
beiden  Pendel  dieselben  seyn  sollen,  so  ist  es,  wenn  man  will, 
dafs  ihre  Bewegungen  ebenfalls  gleich  seyn  sollen,  nothwendig 
und  hinreichend, 

g  ,  ga  Ay  f  A' y^ 

zu  setzen,  wodurch  der  Werth  von  /,  der  mit  der  Formel 
(c)  zusammenfällt  und  die  Werthe  von  B,  B\  jB"...  für  die 
ganze  Dauer  jeder  Schwingung  bestimmt  werden. 

Wie   auch  die   Gestalt    des  Pendels    und   das   Gesetz   des 


r^ 
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Widerslandes  des  MiUels,  in  welchem  es  sich  bewegt,  be- 
schalTen  seyen^  so  sieht  man,  dafs  es  immer  ein  einfaches 
Pendel  giebt,  dessen  Bewegung  dieselbe  ist,  wie  die  des  ge^ 
gebenen  Pendels;  dafs  man  den  Widerstand  des  Mittels,  in 
welchem  sich  das  einfache  Pendel  bewegen  mufs,  aus  dem 
des  gegebenen  Mittels  und  der  Gestalt  des  zusammengesetzten 
Pendels  ableiten  kann ,  und  die  Lange  des  einfachen  Pendels 
nur  von  dieser  Gestalt,  keinesweges  aber  von  dem  Wider- 
stände ,    abhängt* 

Indessen  folgt  hieraus  nicht,  dafs  die  Länge  dieses  einem 
gegebenen  entsprechenden  Pendels  dieselbe  in  der  Luft  wie 
im  leeren  Räume  sey ;  der  Gewichtsverlust,  den  das  zusammen- 
gesetzte Pendel  in  der  Luft  erleidet  und  der  im  Zustande  der 
Bewegung  nicht  derselbe  ist,  wie  im  Zustande*  der  Ruhe,  hat 
auf  die  auf  den  leeren  Raum  reducierte  Länge  des  einfachen 
Pendels   einen   bestimmten  Einflufs,,  wie  wir  es  schon  gesagt 

haben  (§.  191). 

400, 

Um  die  Bewegung  eines  Rades  an  der  Welle  und  zweier  - 
Gewichte,  von  denen  das  eine  am  Rade,  das  andere  an  der  Welle 
aufgehängt  ist,  zu  bestimmen,  bilde  man,  wie  in  $.391,  die  Summe 
der  Momente  der  in  jedem  Augenblicke  verlorenen  Kräfte  aller 
Punkte  der  Maschine,  addiere  hierzu  die  Momente  der  Kräfte, 
welche  diese  beiden  Gewichte  in  demselben  Augenblicke  ver- 
loren haben  und  setze  die  ganze  Summe  aller  dieser  Momente 
gleich  Null.  Man  nehme  aber  an,  es  werde  ein  Seil  um  das 
Kad  geschlungen  und  mit  einem  Ende  an  einen  Punkt  seines 
Umringes  befestigt,  und  bezeichne  durclf  m  die  Masse  des  am 
anderen  Ende  vertical  aufgehängten  Körpers;  sey  auch  m  die 
Masse  des  am  Ende  eines  zw^eiten  Seils,  das  um  die  Welle 
geschlungen  und  mit  dem  anderen  Ende  an  seine  OberHäche 
befestigt  ist,  aufgehängten  Gewichtes.  Sind,  am  Ende  der  Zeit  t^ 
u  und  u  die  Abstände  der  Schwerpunkte  von  tji  und  m'  von 
der  horizontalen  durch  die  Axe  der  Maschine  gehenden  Ebene, 
so  sind  die  Kräfte,  welche  diese  Massen  während  des  Augen- 

blickes ad  verlieren, gleich  mig  —  -r-^  J  ""^  ^  \ß ^772  / ' 

ihre  Momente  in  Beziehung   auf  die  Axe   der  Maschine,    er- 
geben   sich    aus     diesen    Kräften ,    wenn    man    die    erste    mit 
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dem  Halbmesser ^68  Rades,  den  ich  c  nenne,  und  die  zweite 
mit  dem  Halbmesser  der  Welle,  den  ich  durch  c  bezeichne, 
multipliciert,  und  da  diese  Kräfte  die  Maschine  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  zu  drehen  streben,  so  mufs  man  dem 
Momente  der  einen  das  *)-  Zeichen,  dem  der  anderen  das 
—  Zeichen  geben.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten, 
nehme  ich  an,  dafs  die  erste  Kraft  die  Maschine  in  dem 
Sinne  zu  drehen  strebt,  nach  welchem  sie  sich  wirklich  be- 
wegt, oder  nfiit  anderen  Worten,  ich  nehme  an,  dafs  die  Masse 
tn  sinkt  und  die  Masse  ni  steigt.  Hieraus  schliefst  man, 
dafs  der   zweite  Theil   der  Gleichung   (3)  um  gmc  —  g*mc 

und    der  erste   um   m  -r^  c  —  ni      ,  ^    c     vermehrt   wird. 

dt^  dt^ 

Aufserdem  ist  das  Integral,  welches  der  zweite  Theil  enthält, 
gleich  Null,  weil  es  sich  auf  alle  Pimkte  der  Maschine  er- 
strecken mufs,  deren  Schwerpunkt  auf  der  Drehungsaxe  liegt; 
daher  hat  man 


cZ«   «  «  ,        .  d^u  ,  .  rf2 
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als  Gleichung  der  Bewegung  der  Maschine  und  der  beiden 
Massen  m  und  m. 

Während  der  ganzen  Dauer  dieser  Bewegung  ist  die  Ge- 

ft  IL 

schwindigkeit  -—  von  m  der  Geschwindigkeit  ccd  des  Punk- 
tes des  Rades  gleich,  in  welchem  das  Seil  sich  von  seinem 
Umfange  abzuwickeln  anfängt  iind  dessen  Halbmesser  horizon- 

tal  ist;    die  Geschwindigkeit  —z —   von   m'    ist    ebenfalls    der 

Geschwindigkeit  c'w  des  Punktes  der  Oberfläche  der  Welle 
gleich,  dessen  Halbmesser  horizontal  ist  und  der  auf  der 
anderen  Seite  der  Axe  liegt;    man  hat  daher  beständig 

du  du'  , 

vermittelst  vrelcber  Wertlie   die  vorhergehende  Gleichung 

wird,  wenn  man  durch  M  die  Masse  der  Älaschine  und  durch 
Mk  ihr  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Drehungsaxe 
bezeichnet. 


w 
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Nimmt  man  zur  gröfseren  Einfaclilieit  an,  dafs  die  Aufangs- 
ge8cll^Yindigkeiten  der  Masdiine  und  der  Massen  m  und  //*' 
Null  sind,  so  hat  man,  in  einem  beliebigen  Augenblicke, 

(mc  —  m'c')gt 

und   man    sieht,    ohne   weiter   zu   gehen,   dafs  die  B^regung 
der  Maschine  gleichförmig  beschleunigt  ist. 

Die  Spannungen  der  Seile,  an  welche  die  Massen  m  und 
m  befestigt  sind,  haben  die  durch  diese  Massen  verlorenen 
Kräfte  zum  Maafse,  bezeichnet  man  sie  durch  T  und  jT',  so 
hat  man  daher 

un'd  wenn  man  p,  p\  P  die  Gewichte  dieser  Körper  und  der 
Mascliine  nennt,    so  dafs 

P  =  rfig,    p'  =  m'g,    p  =  Mg 
ist,  so  findet  man  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen 

Da  das  Ge\^icht  p  sinkt,  was  pc  >  p'c'  voraussetzt,  so 
ist  die  Spannung  T  geringer  als  dieses  Gewicht,  welches  ihren 
Werth  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  ausdrücken  würde 
und  die  Spannung  2^'  ist  gröfser  als  p\ 

Die  Drucke,  welche  auf  die  Axe  der  Maschine,  durch 
die  Centrifugalkräfle  ihrer  verschiedenen  Punkte,  ausgeübt  wer- 
den, heben  sich  offenbar,  weil  der  Körper  um  diese  Linie 
symmetrisch  ist,  paarweise  auf.  Die  ganze  Last,  welche  die 
Axe  während  der  Bewegung  erleidet,  besteht  daher  blps  aus 
dem  Gewichte  der  Maschine  und  den  Spannungen  T  und  T  , 
so  dafs  man,  wenn  man  diese  verticale  Kraft  n  nennt, 

/7  =  p  +  r+  T 

hat.      Substituiert  man  statt   T  pnd  T'  ihre  Werthe,  so    er- 
giebt  sich 

'    ^    *  ^         Pk^  -f-  pc^  +  p  c  ^ 
woraus  hervorgeht,   dafs   diese  Last  immer  kleiner  ist  als  die, 
welche-  im  Zustande   des  Gleichgewichtes  statt  hat    und  gleich 
P'-f  p  +  p'  ist. 
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401. 
MaD  kann  diese  verschiedenen  Formeln  auf  die  Athood^sclie 
Maschine  anwenden ,  indem  man  c  =  c  setzt ,  und  sie  geben 
alle  Umstände  der  Bewegung  der  zwei  ungleichen  Gewichte 
p  und  p'  an,  deren  eines  in  diesem  Apparate  steigt ,  während 
das  andere  sinkt« 

-Nennt  man  z.  B.  /i  die  Höhe,  um  welche  das  Gewicht 
p  in  einer  gegebenen  Zeit  sinkt,  so  bat  man  den  Werlh  von 
hf  wenn  man  den  von  du  oder  von  cmdt  von  tz=zo  bis 
f  =  ^  integriert,  woraus  sich 

ergiebt. 

Die  Gewichte  P,  p,  p',  so  wie  der  Halbmesser  des  Ra^es, 
sind  gegeben;  die  Gröfse  l^  kann  aus  der  Gestalt  des  Rades 
berechnet  werden  und  die  Höhe  h  kann  man  messen.  Ist 
daher  die  Zeit  »^  durch  die  Beobachtung  gegeben,  so  giebt 
diese  Formel  den  Werth  von  g  an.  Wie  sorgfältig  man 
aber  auch  diesen  Versuch  anstellt,  so  ist  er  nie  einer  Genauig- 
keit fähig,  die  sich  mit  der  des  Pendels  vergleichen  liefse. 
Denn  bei  letzterem  erhsilt  man  die  Dauer  jeder  Schvfingung, 
indem  man  die  Zeit,  während  welcher  man  das  Pendel  schwin* 
gen  liefs,  durch  die  sehr  grofse  Anzahl  von  Schwingungen, 
die  es  gemacht  hat,  dividiert,  wodurch  der  möglicher  Weise 
in  der  Schätzung  der  Dauer  einer  einzelnen  Schwingung  be- 
gangene Fehler  viel  kleiner  wird,,  als  der  unvermeidliche 
Irrlhum  in  der  Abmessung  der  Zeit  ^  bei  der  Alhood^scheu 
Maschine. 

Man  abstrahiert  hier  von  der  Masse  des  Fadens,  an  wel- 
chen die  beiden  Gewichte  p  und  p'  aufgehängt  sind;  mau 
könnte  sie  leicht  auf  dieselbe  Weise  berücksichtigen,  wie  ia 
der  Aufgabe  des  f.  35^6,  nur  wäre  alsdann  das  Gesetz  der 
Bewegung  verwickelter.  Auch  vernachlässigt  man  den  Wi- 
derstand, welchen  die  Luft  den  Bewegungen  der  beiden  Ge- 
wichte p  und  p'  eiilgogensetzt ;  um  seine  Wii'kung  zu  ver- 
mindern und  auch  die  Zeit  d'  leichler  messen  zu  können, 
macht  man  diese  Bewegungen  langsamer,  indem  man  den 
Ueberschufs  des  einen  Ce^vichtes  über  das  andere  vermindert. 
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Man  hat  aucli  das  Pendel  zur  BestimmiiDg  der  Gescliwin« 
digkeil  der  abgeschossenen  Kugeln  angewandt.  Diese  Maschine 
nennt  man  das  Robins'sche  Pendel,  nach  dem  Ingenieur, 
der  es  zuerst  angewandt  hat;  es  besieht  in  einer  sehr  be* 
trachtlichen  Masse,  die  durch  eine  feste  horizontale  ^xe  zu- 
rückgehalten wird.  Die  Kugel,  deren  Geschwindigkeit  man 
erfahren  will,  dringt  in  die  Masse  ein,  ohne  durch  dieselbe 
zu  gehen  und  setzt  das  Pendel  in  Bewegung;  man  mifst  die 
Gröfse  des  Bogens,  welchen  ein  bestimmter  Punkt  der  ganzen 
Masse  beschreibt,  woraus  man  leicht  ihre  GrOfse  der  Bewe« 
gung  und  daher  auch  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  in  dem 
Augenblicke  erfährt,  in  welchem  sie  das  Pendel  erreicht. 

Sey  nemllch  j4EBF  (Fig.  7)  ein  Schnitt  dieses  Pendels 
durch  eine  auf  der  festen  Axe  senkrecht  stehende  Ebene,  die 
durch  seinen  Schwerpunkt  geht,  G  dieser  Schwerpunkt,  O  der 
Mittelpunkt  der  Schwingungen  (f.  396),  C  der  Punkt,  wo  dieser 
Schnitt  die  Axe  trifft,  so  dafs  CGO  eine  verticale  Linie,  int 
Zustande  des  Gleichgewichtes,  bildet.  Sey  auch  B  der  Punkt, 
in  welchem  die  Verlängerung  dieser  Linie  die  untere  Oberfläche 
des  Pendels  trifft,  BB^  der  Kreisbogen,  welchen  dieser  Punkt 
B  beschreibt  und  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  JE  der  INliltelpunkt 
der  kreisförmigen  Oeffqung,  welchen  die  Kugel  in  die  Ober« 
fläche  des  Pendels  macht,  oder,  allgemeiner  ausgedrückt,  die 
Projectiou  dieses  Punktes  auf  die  Ebepe  des  Schnittes  j4EBF^ 
Man  nenne  /*  die  Masse  der  Kugel,  p  ihre  Geschwindigkeit  im 
Augenblicke  des  Stofses,  /  die  vom  Punkte  C  auf  die  Richtung 
von  V  gefällte  senkrechte  Linie,  projiciert  auf  die  Ebene  von 
JEBFy  M  die  Masse  des  Pendels  und  der  Kugel,  a  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  von  M  von  der  festen  Axe, 
M  ia^  -^  h^)  ihr  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  diese 
Axe,  so  hat  man  {^.  386) 

n  /^  ^  / 

als  den  Werlh  von  J2,  den  man  in  die  Gleichung  (a)  des 
{.394  substituieren  mufs,  in  welcher  man  auch  a=o  setzt, 
weil  das  Pendel  von  der  Lage  des  Gleichgewichtes  ausgeht. 
Es  entfernt  sich  davon ,  bis  die  Winkelgeschwindigkeit  Null 
wird ;  bezeichnet  man  daher  durch  ß  den  Winkel  BCB  ,  so 
hat  man,  vermöge  der  Gleichung  (a), 
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wo  g  Sie  Schwere  ist.  Bezeicbnet  man  durch  b  die  Sehne 
des  Bogens  BB'  und  durch  c  den  Halbmesser  CBy  so  hat  mau 

cos  ij   =    1 r  . 

Ich  substituiere  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Glei* 
chung  und  leite  alsdann  daraus  den  von  f»^  ab,  woraus  sich 

ergiebt;  wo  n  das  Yerhältnifs  von  M  zu  fi^  welches  eine  sehr 
grofse  gegebene  Zahl  seyn  wird,  ausdrückt. 

Alle  übrigen  Gröfsen,  die  in  dieser  Formel  enthalten  sind, 
sind  ebenfalls  bekannt.  Der  Abstand  c  kann  unmittelbar  ge« 
messen  werden,  die  Sehne  b  ist  vermittelst  eines  Bandes  ge- 
geben, das  an  den  Punkt  B  befestigt  ist  und  durch  einen  an 
den  Boden  befestigten  Ring  geht;  der  Theil  dieses  Bandes, 
der  sich,  während  der  Erhebung  des  Pendels,  abwickelt  und 
durch  dtn  Ring  geht,  ist  gleich  6.  Ist  der  Schufs  horizontal, 
so  ist  f  der  Abstand  der  Axe  der  Kanone  von  der  Drehungs- 
axe,  entfernt  sich  dagegen  der  Schufs  ein  Wenig  von  der 
Horizontalität,  in  welchem  Falle  die  gerade  Linie,  die  vom 
Punkte  E  nach  der  Mündung  der  Kanone  geht,  nicht  mehr 
horizontal  ist,  so  ist  es  leicht,  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 
die  Gröfse  zu  berechnen,  die  man  zum  Abstände  der  beiden 
Axen  hinzu  addieren  oder  davon  abziehen  mufs,  um  den 
Werth  von  y*  zu  erhalten.  Was  die  Oröfsen  a  und  h  betrifft, 
so  kann  man  sie  aus  der  Gestalt  des  Pendels  und  den  Dich- 
tigkeiten seiner  Theiie  berechnen,  man  kann  aber  ihre  Werthe 
auch  durch  Versuche  erhalten. 

Man  befestige  ein  Seil  an  den  unteren  Theil  des  Pen- 
dels, lasse  dieses  Seil  über  eine  feste  Stange,  die  mit  der  Axe 
des  Pendels  parallel  ist  und  sich  in  derselben  Höhe  über  dem 
Boden  befindet,  gehen ;  am  anderen  Ende  des  Seils  hange  man 
ein  Gewicht  auf,  welches  das  Pendel  hebt,  bis  sein  Schwer- 
punkt mit  der  Axe  und  der  Stange  in  gleicher  Höhe  liegt. 
Nennt  man,  in  dieser  Lage,  M'  das  an  das  Seil  angebrachte 
Gewicht  und  a  den  gegebenen  Abstand  der  Stange  von  der 
Axe,  so  hat  man  die  Proportion 
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a  ;  a'  =  M'  :  My 
welche  den  Werth  von  a  angiebt. 

Läfst  man  das  Pendel  kleine  Schwingungen  machen  und 
nennt  T  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  und  /  den  i\b* 
stand  des  Mittelpunkte«  der  Schwingungen  von  der  Aufhän- 
gungsaxe,  so  hat  mau  {§.  395) 

#y"T        ,         a^  +  l^ 

8  a 

woraus  sich 

ergiebt,  und  der  Werth  von  i  ist  durch  den  von  a  bekannt. 

Vermittelst  dieses  Wcrlhes  von  a^ -{- k^  hat  man  einfacher 

ngTal 
nj  c 
alt  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  der  Kuge). 

403. 
Ist  die  Mündung    der  Kanone   nicht   sehr   entfernt  vom 
Pendel,    so  wird  der  Werth  von  Vj    den    diese  Formel  giebt, 
nur  wenig  von  der  Wurfgeschwindigkeit  der  Kugel  verschieden 
seyn,    und    nimmt    man    den    Coefficienten    des   Wider«tande8 
der  Luft  als  bekannt  an,  so  ist  es  leicht,  vermittelst  der  For- 
mel (5)    des    {.212,    die   Gröfse    zu    berechnen,    um    welche 
man  v  vermehren  mufs,  um  die  Wurfgeschwindigkeit  zu  haben. 
Man    erhält   aber   die  Gröfse    dieser   letzteren  Geschwindigkeit 
unmittelbar,  wenn  man  die  Kanone  fest  mit  dem  Pendel  ver- 
bindet,   denn   die  alsdann   dem  Pendel  mitgetheüte  Gröfse  der 
Bewegung   ist    die  Masse  /*  der  Kugel,    multipliciert  mit  der 
Geschwindigkeit  der  Kugel  an  der  Mündung  der  Kanone,  deren 
Rücklauf,    wegen    der    Zusammendrückbarkeit   der   Materie, 
nicht  merklich  anfangen  wird,  ehe  die  Kugel  die  ganze  Lange, 
des  Laufes   durclilaufen   hat;   der  durch  die  Formel  (a)  gegc- 
bene   Werth   von   p   ist    der   der   Wurfgeschwindigkeit,    ohne 
weitere  Verbesserung   und    ohne    dafs  mau   den   Coefficienten ^ 
des  Widerstandes  zu  kennen  braucht. 

Schiefst  man  allmälich  aus  derselben  und  auf  dieselbe  Weise 
geladenen  Kanone,    die  in  verscluedene  Abstände  vom  Pendel 
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gebratht  wird,  so  hat  man  ebenso  viel  Werllie  von  t^,  deren 
Abweichungen  von  einander  und  dem  Werthe,  den  man  er- 
hält,  wenn  die  Kanone  mit  dem  Pendd  verbunden  ist,  dazu 
dienen  können,  das  Gesetz  des  Widerstandes  der  Luft  zu 
ermitteln,  auf  welches  die  Formel  (5)  des  §,212  gegründet 
ist,  und  den  Cöefficienten  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen. 
Man  hat  in  England  eine  Anzahl  von  Versuchen  mit  dem 
Robins'schen  Pendel  gemacht,  indem  man  es  auf  die  zwei 
angegebenen  Arten  anwandte.  Eine  der  allgemeinsten  Folgen, 
die  man  daraus  abgeleitet  liat,  besteht  darin,  dafs,  bei  übrigens 
gleichen  Umständen,  die  Quadrate  der  Wurfgeschwindigkeiten 
ßich  ungefähr  zu  einander  verhalten,  wie  die  Gewichte  der 
Ladungen,  und  dafs  dieses  Verhaltnifs  desto  genauer  wird, 
je  weniger  die  Länge  der  Ladung,  im  Verhältnisse  zu  der 
der  Kanone  beträchtlich  ist. 


r 


93 


Viertes   Kapitel. 
Beilegung  eines^  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

I.    Vorläufige  Formeln. 

404. 
Man  betrachte  zuerst  an  uud  für  sich  und  ohne  Rücksldit 
auf  die  erzeugenden  Kräfte  die  Umdrehungsbewegung  eines 
festen  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  um  einen  festen  Punkt, 
der  zu  diesem  Körper  gehört^  oder  auf  unveränderliche  Weise 
mit  ihm  verbunden  ist« 

Sey  O  (Fig.  3)  dieser  Punkt,  Ox,  Oy^  Oz  seyen  drei 
feste  ^TÜikührlich  gewählte  rechtwinklige  Axen,  Oxiy  Oyij 
Ozi  drei  andere  rechtwinklige  im  Körper  feste  Axen,  die 
sich  mit  ihm  um  den  Punkt  O  bewegen.  In  der  Folge  werde 
ich  voraussetzen,  dafs  diese  letzteren  Linien  die  Uauptaxen 
des  Körpers  sind,  für  jetzt  sollen  ihre  Richtungen  völlig  will- 
kührlich  seyn.  Seyen  auch  Xy  y^  z  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  M  des  Körpers,  die  auf  die  ersten  Axen 
bezogen  sind,  und  Xi^  yi^  «i  seine  auf  die  Axen  Ojcj,  Oy^j 
Oziy  bezogenen  Coprdinaten.  Behält  man  alle  Bezeichnungen 
des  ^.377  bei,  so  hat  man 

X  =  axi   +   byi    -|-  czi 
y  =  a'xi  +  byi    +  c'zi 

ff  t        "Lff    .   f      t  ff 

z  z=z  a  Xi  'j'  o  yi  'f'  c  zi 
und  die  neun  Coefficienten  a,  &,•••   werden   durch  die  Glei- 
chungen  (2)  oder   die  Gleichungen  (4)   dieses  §.  mit  einander 
verbunden  se;yn. 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  diese  Gröfsen  a,  6,  ...,  in 
}edem  Augenblicke,  für  alle  Punkte  des  Körpers  dieselben 
sind,  sie  ändern  sich  aber  während  der  Bewegung  und  man 
mufs  sie  als  Functionen  der  Zeit  betrachten.  Dagegen  ändern 
sich  die  Coordinaten  j^j,  j^ij  jSx,  von  einem  Punkte  des 
Körpers  zum  anderen,  bleiben  aber  für  denselben  Punkt  bestän- 
dig dieselben  und  ändern  sich  nicht  mit  der  Zeit.    Bezeichnet, 
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man  daher  die  Zeit  durch  i  und  differentiiert  in  Beziehung 
auf  diese  Veränderliche,   so  hat  man 

dx  da     .         db  de 

dy  da*  db'  de 

dz  da'    ,         db"  de'' 

dx    dy    dz    ^  „  ^ 
Diese  Werthe  von  -7—,  -77,  -r-   drucken,    in  einem  be- 

at     dt     at 

liebigen  Augenblicke,  die  den  Axen  Ojc,  Oy^  Oz  parallelen 
Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  M 
aus.  Will  man  daher  die  Punkte  des  Körpers  erfahren,  deren 
Gescliwindigkeit  in  diesem  Augenblicke  Null  ist,  so  bestimmt 
man  sie,  indem  man  diese  Gröfsen  gleich  Null  setzt,  woraus  sicli 

Xi  da   -^  yi  db    -^^   zide  =:  o      \ 
Xi  da'  +  yi  db'  +  Zi  de'  =  o     L  (l) 

xida"+  yidb"  +  zide"  =  o     )        • 
ergiebt. 

Addier.t  man   aber  diese  Gröfsen,   nachdem   man  sie  mit 
c,  c',  c"  mullipliciert  hat,  setzt,  zur  Abkürzung, 

cdb  •\'e'db''\'c'db"  z=:pdi,  crfa-|-c'rf«'-f-c"rfa"  =  — jrf/, 

und  bemerkt ,  dafs  die  Gleichung  c*-f-c'^-|-c''2  =  l  auch 
crfc  -f-  c'de'  "4-c"rfc"  =  o  giebt,   so  erhält  man 

pyi  —  qxi  =  o. 
Addiert   man   diese   Gleichungen   (1),    nachdem,  man   sie 
mit  &,  &',  b"  multipliciert  hat,    so  findet  man 

rxi  —  pzi  =  o, 
indem  man ,  zur  Abkürzung , 

bda  +  b'da'  +  b"da"  =  rdt 
setzt,  und  bemerkt,  dafs  die  Gleichung  6^^  5'2  ^5''2 -- ^ 
auch  bdb  +  b'db'  -|-  b"db"  :=z  o  giebt,   und  ferner,    ver- 
möge der  Gleichung- &c  +  6'c'  -f-  b"e"  =0  des  f.  377,  auch 

hde  +  b'dc  +  b"de"  =  —  edb  -  c'db'  -  c''db"  =  —pdt 

ist. 

Multipliciert  man  noch  die  Gleichungen  (1)  mit  «,  a',  a" 

und  addiert  die  Resultate,    so  erhält  man 
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qzi  —  ryi  =0; 
denn  man  hat  ada  -|-  ada'  -|-  a'da"  z=z  o,   da  a*-|-a'* 
+  «"^  =  1   ist,    und   aufserdem    geben   die   Gleichungen  ba 
-|-  6  a'  -}-  6"a"  i=  o    und   ca  '{^  c'a'  -j-  c*'a"  =  o    des 
angeführten  {., 

adb  +  a'db'  +  a"db"  =  —  bda-b'da  -b'^da"  =  - rdt 
adc-^-  ade  ^a'dc'  =i  —  cda-cda'  -  c'da'  =  qdt. 
Statt  der  Gleichungen  (1)  haben  wir  daher  auf  diese  Weise 
pyi  —  9^1  =  Oy  rx^  —  pzi  z=z  o,  qzi  —  ryx  —  o.  (2) 
Jede  dieser  Gleichungen  ist  in  den  zwei  anderen  enthal- 
ten^ und  sie  gehören  einer  geraden  Linie  an,  die  durch  den 
Anfangspunkt  O  der  Coordinaten  geht« 

Aus  dieser  Analyse  folgt ,  dafs  alle  Punkte  des  Körpers, 
deren  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Augenblicke  Null 
ist,  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  die  durch  den  Drehpunkt 
gehen.  Diese  Linie  kann  während  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  als  eine  feste  angesehen  werden;  der  Körper  dreht  sich 
daher,  während  dieser  Zeit,  um  diese  Linie,  wie  um  eine 
feste  Axe,  und  man  mufs  sich  die  Umdrehungsbewegung  eines 
festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  so  vorstellen,  als  ge- 
schähe sie  in  jedem  Augenblicke  um  eine  Axe,  die  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  unbeweglich  bleibt.  Im  Allge- 
meinen ändert  sich  die  Lage  dieser  Axe,  im  Inneren  des  Kör- 
pers, während  der  Bewegung,  von  einem  Augenblicke  zum 
anderen,    und    man    nennt    sie    daher   die   augenblickliche 

Umdrehungsaxe. 

405. 
Man   nehme  an,    es   sey   die  Linie  101'  diese  Axe   am 
Ende  der  Zeit  /,  so  sind  die  Gleichungen  (2)  die  seiner  Pro- 
jectionen  auf  die  drei  Ebenen   der  Coordinaten  ^1,  yi ,  ^1, 
woraus  man  leicht 

cos  lOxi  =  —  -- 

cos  lOyi  =  ^'  \  (3) 

coä  10  zi   =  -  —1. 

findet.  Vp" +?*+'■* 
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Sind  dalier  die  drei  Groföen  P}  q^  r  bekannt,  so  kann 
man  die  Lage  der  augenblicklichen  Unidreliungsaxe  in  Bezie- 
hung auf  die  beweglichen  Axen  Oxi ,  O^i,  O^i  augeben, 
und  vermittelst  de^  Zeichens,  das  man  der  Wurzelgröfse  giebt, 
M'ird  der  Theil  Ol  dieser  Linie ^  dem  diese  Formeln  ent- 
sprechen^ vollständig  bestimmt  seyn«  Von  jetzt  an  werde  ich 
diese  Wurzelgröfse  immer  als  eine  positive  betrachten. 

So  oft  py  qy  r,  beständige  Gröfsen  sind,  so  bleibt  die 
Umdrehungsaxe  im  Körper  fest^  d.  h.  sie  triift  ihn  immer  in 
denselben  Punkten*  Da  aber  die  Punkte  des  Körpers,  deren 
Geschwindigkeit  in  jedem  x\ugenblicke  Null  ist,  immer  die- 
selben sind,  so  bleiben  sie  während  der  Dauer  der  Bewegung 
unbeweglich,  in  diesem  Falle  ist  daher  die  Umdrehungsaxe 
eine  feste  gerade  Linie  im  Räume. 

Vermöge  der  Gleichung  (2)  des  f.  9  und  der  Bezeichnun- 
gen des  (.  377 ,  hat  man 

cos  lOx  =  a  cos  lOxi  -j-  b  cos  lOfi  -j-  c  cos  lOzi . 
cos  lOy  =  a'  cos  lOxi  "{•  b'  cos  lOyi  -f-  c'  cos  lOzy 
cos  lOz  =  a"  cos  IO;x;i  -[-  6"  cos  lOyi  -f"  ^*"  ^^^  lOzi , 
daher  hat  man,  in  Folge  der  Gleichungen  (3), 

cos  lux    =  — ' —  '       - — ^ 

yfp2  ^  ^2   ^   ,.2 

cos  lOy  =  ~/z~======.    >  W 

V  P^  +  9*  +  ''* 

cos  lOz  =      .      '        ^    '         • 

um  die  Richtung  der  augenblicklichen  Axe^   in  Beziehung  auf 
die  festen  Axen  Ox^   Oy^  Ozy    zu   bestimmen. 

Hieraus  folgt,    dafs,    wenn  p,    q^  r   beständige  Gröfsen 
*  sind,    die  Zähler  dieser  Formeln   ebenfalls    unabhängig  von  t 
seyn  müssen  ^   was  auch  in  der  Folge  gezeigt  werden  soll. 

406. 

Weil  in  jedem  Augenblicke  die  Bewegung  um  die  Linie 

lOI'  wie  um  eine  feste  Axe  statt  hat,  so  folgt  hieraus,  dafs 

alle  Funkte   des   Korpers,   während   einer    unendlich   kleineu 

Zeit,    dieselbe    Winkelgeschwindigkeit    um    diese   Axe    haben 
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{§.  384).  Um  deren  Werth  zu  begtimmen,  betrachte  man  den 
Punkt 9  welcher  sich  auf  der  Axe  Oäj,  in  einer  der  Einheit 
gleichen  Entfernung  vom  Punkte  O  befindet;  so  hat  man  rück- 
sichtlich  dieses  Punktes,  ^i  =o,  yi  =o,  «^  =  l,  daher  ist 
die  absolute  Geschwindigkeit 

c//«  T^  c//«  ■+■  "57^  ~    ^    J~- 

vermöge  der  vorhergehenden  Werthe  von  —     ^    ^ 

dt'  dt'  dt' 
man  hat  für  seinen  Abstand  von  der  Umdrehungsaxe 


und 


sin  lOz^  =  V^i— cos  2/0^1  =  ^P^  +  ^ 


2 


Dividiert  man  daher    die    absolute  Geschwindigkeit   durch 
diesen  Abstand,    so  hat  man 

y/'dc^  +  rfc'2  +  rfc"2       -         - 

V  p^  +  q^dt  z'  -r^  -f-r 

für  die  Winkelgeschwindigkeit.     Wir  haben  aber 

—pdt  =  bdc-\^b'dc'^b"dc'\qdt=zadc  +  a'dc'^a!'dc'\ 
woraus  man,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  des  f. 377 

{p^,^q^)dt^=;dc^  +  dc'^^dc''^-{cdc+c'dc'  +  c'^dc'^) 

findet,  welche  Gröfse  sich  auf  rfc* -|-^^'*+ ^^"*  reduciert 
weil  crfc  +  c'dc'  +  c"rfc"=o  ist.  Nennt  man  daher  oi  die 
Winkelgeschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  t  und  betrachtet  sie 
als  eine  positive  Gröfse,   so  hat  man  einfach 

Man  sieht,  dafs  diese  Geschwindigkeit  eine  beständige  ist, 
80  oft  die  Lage  der  Umdrehungsaxe  unveränderlich  ist.  *)  Der 
umgekehrte  Satz  ist  aber  nicht  wahr  und  es  ist  möglich,  dafs 
die  augenblickliche  Axe  ihre  Lage  ändert,  ohne  dafs  der  Werth 
der  Winkelgeschwindigkeit   ein   anderer  wird,   oder,  mit  an- 

*)  Diese  Behauptnng  des  Verf.  scheint  auf  einem  Irrthume  zn  beruhen. 
Denn  wenn  man  statt  pr  q,  r  bezüglich  mp,  mq,  mr  setzt,  wo  m 
irgend  eine  Zahl  bedeutet,  so  behalten  co&  10 x,  cos  J0^>  «os/Oz 
dieselben  Werthe,   mithin  bleibt  die  Lage  der  Axe  dieselbe,  während 

w  ==  m  VV*  +  q^  +  r^  wird.  Anm.  des  üebcrs. 
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deren  Wprten,  es  ist  möglich,  dafs  die  Gröfsen  p,  7,*r  ver- 
änderlich sind  und  der  Werlh  von  w  derselbe  bleibt. 

407. 

Man  nennt  p,  gf,  r  die  rechtwinkligen  Seitengeschwin- 
digkeiten der  Geschwindigkeit  tu  der  Umdrehung  um  die  Axen 
Oxi ,  Oyi ,  O^i ,  und  sagt  auch,  dal's  jede  dieser  drei  Gröfsen 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  entsprechende 
Axe  ist. 

Die  Gleichungen  (3)  können  aber  durch 

p  =  w  cos  lOxi ,    g  =  (0  cos  lOyi ,     r  =  w  cos  lOzi 
ersetzt   werden    und  man   kann  die  Gleichungen  (4)  unter  der 
Form  ^  j,Qg  iQ^  -—  ^p  «J.  6^  «|-  er 

m  cos  lOy  =  ap  -|-  h'q  -{-  er  , 
(0  cos  lOz  =  a"^p'{-b"q-\'c"r 
schreiben,  woraus  man  findet,  dafs  die  Zerlegung  der  Um- 
drehungsgeschwindigkeiten denselben  Gesetzen  folgt,  wie  die 
der  Geschwindigkeiten  der  progressiven  Bewegung,  wenn  man 
die  Richtungen  der  letzteren  durch  die  Richtungen  der  Um- 
dreliungsaxen  ersetzt. 

Da  (ü  eine  positive  Gröfse  ist  und  mau  den  bestimmten 
Theil  Ol  der  Linie  lOI'  als  Axe  genommen  hat,  aufweiche 
sie  sich  bezieht,  so  sind  die  Seitengeschwindigkeiten  /?,  gr,  r, 
deren  Axen  Oxiy  Oyi ,  Ozi  sind,  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  diese  Linien  spitze  oder  stumpfe  Winkel  mit  der  Axe 
Ol  einscliliefsen ,  und  im  Allgemeinen  mufs  man  die  auf  zwei 
Theile  derselben  geraden  Linie  bezogenen  Seitengeschwin'dig- 
keiten  von  w,  oder  deren  Axen  wechselseitig  die  Verlängerun- 
gen von  einander  sind,  als  gleich  grofse  und  entgegengesetzte 
Zeichen   habende  ansehen. 

408. 

Man  kann  nicht  blos,  vermittelst  der  drei  Gröfsen  p,  q,  r, 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  upd  die  Lage  seiner 
Umdrehungsaxe,  in  Beziehung  auf  die  beweglichen  Axen  Ojcj, 
Oyif  Ozi,  bestimmen,  sondern  auch  die  Geschwindigkeiten 
und  beschleunigenden  Kräfte  seiner  verschiedenen  Punkte,  die 
nach  diesen  drei  Axen  zerlegt  sind,  ausdrücken,  was  uns,  wie 
man  bald  selien  wird,  dazu  dient,  die  Gleichungen  seiner  Um- 
diehungsbewegung  auf  die  directeste  Weise  zu  finden. 
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Denn  da  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Oescbwlndigkeit 

dx    dy   dz 
des  Punktes  My  -7-»  -r-,  -y-yin  Beziehung  auf  die  festen  Axen 

dt     (it    ut 

Oxy  Oy^  Ozy  sind,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Seitengeschwin-  1 

digkeiten  derselben  Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  die  Axen  \ 

Oxiy  Oyi,  Ozif  nach  den  Bezeichnungen  des  f.  377,  und 
weil  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  nach  den- 
selben Gesetzen,  wie  die  der  Kräfte,  geschieht, 

dt   '^       dt   '^  ^    dt 

dt    ^       dt  ^       dt 
dx  ,dy  „dz 

dt      ^         dt     ^         dt 

seyn    werden.      Substituiert   man   aber  in  diesen  Ausdrücken 

dx   dy   dz 
die  Werthe  von  ■-— ,  -—^  -—  aus  f.  404  und  führt   die  schon 

dt    dt     dt 

iu  diesem  $.  gemachten  Reductionen  aus,  so  findet  man 

dx     .       f  dy    ^       „  dz 

.  dx  >dy  „dz 

daher  drücken  die  drei  Gröfsen  qzi  —  ^yu  ^^i  -^^  pzi, 
py^, —  qxiy  welche  für  alle  Punkte  des  Körpers,  die  auf  der 
augenblicklichen  Umdrehungsaxe  liegen,  Null  sind,  für  einen 
anderen  Punkt  M  die  Seitengeschwindigkeiten  seiner  Geschwin- 
digkeit aus,  die  mit  den  Linien  Oxiy  Oy ly  Oz^  parallel  sind. 
Aus  den  letzteren  Gleichungen  findet  man,  wenn  man 
die  des  $.  377  berücksichtigt, 

-^  =  a  {qzi  —  ryj)  ■\-  b  {rxi  —pzi)  +  c  (pji  —  qxi) 
^  ==  a'{qsx  —ryi)  -f  5'  {rxi  —pz{)  +  c'  (jpyi  --qxi) 
-^  =3  a"  (y^i  — ry,)  +  ft"  {rx^  —  pz{)  +  c"  fjpyi  —  qxi) 
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« 


100 

und  wenn  man  in  Beziehung  auf  t  differentiierl,  so  ergiebl  sicli 

^  =  a{zidq^yidr)'\'b{xidr^zidp)  +  c(^yxdp^x^dq) 

+  (?Äi  —  ry{)da  +  {rx^  —  pz{)  db  +  {pyi  —  9:^1)  de 

^  =  a{z^dq--'yidr)'\-b\xidr---zidp)'^cXyidp'-'Xidq) 

dt^  , 

.  +  {qzi  —  ryi)da  +  (rxi  —pzi)db '  +  (pji  —  qxi)  de 

—  =  a'Xzidq^yidr)'\-b"{xidr^zidp)-\-c'Xyidp^xidq) 

dt^  ,, 

+  (g^i — ryi) ^^"  +  (''^1  — p^i)  ^^" + (rti — 9^1) ^c  • 

d^ji?    fZ2y    ^2^  • 

Die  Grofsen   -t-^'   ^^  J^    ®*"^  ^^®  Seitenkräfte   der 

beschleunigenden  Kraft  des  Punktes  M,  die  mit  den  festen 
x\xen  Ojc,  Oy,  Oz  parallel  sind;  bezeichnet  man  daher  durch 
Pi?  ?i?  ''1  d^®  Seitenkräfte  derselben  Kraft,  die  mit  den  Axen 
Oxi ,  Oyi  y  Ozi   parallel  sind ,    so  hat  man 

d^x         ^/^V    ,       .d^z 


rf<2 

.d^^J 

df^ 

,d^y 

*^    —         rf«2    "*■  dt^    "•■  rf<2 

_         d^X  ,   rfV      ,         "  «''^^ 

Substituiert    man   aber   die   vorhergelienden  Werthe   von- 

— -,  — ^,  — -  und  nimmt  ähnliche  Reductionen ,  wie  in 
dt^'  dt^'  dt^  . 

§,  404 ,  vor ,  so  findet  man  ^ 

pi  dt  =  zi  dq  — ji  c?r  +  (pyi  —  qxi)  qdt  +  {p^i  —  ^^1)  ^^^ 
q^dt  =  xi dr  —  zidp-\-  {qzi  —  ry{)rdt  +  {qxi  —pyi)pdt 
ri  dt  =z  yidp  —  Xi  dq  +  (''^1  — P^i)pdt  +  ('^i  —  9^i)  ?^^> 
und  wenn  man  durch  dt  dividiert,  so  hat  man  die  Werthe 
von  pi,  qi  y  Tj  durch  die  Veränderlichen  p^  q^  f  und  ihre 
DüFerentiale  ausgedrückt. 

409. 
Betrachtet  man  in  einem  beliebigen  Augenblicke  die  Gröfsen 
der   Bewegung,    von    welchen    alle   Punkte  des   Körpers    ge- 
trieben   werden,   so  können    ihre  Momente   in  Beziehung   auf 

,  rfcjlJ^  der  drei  Axen  Oxi,  Oyi,  Ozi,   nach  der  Definition   des 
» •  •  •  * 
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f.  273 /ebenfalls   vermittelst   der  Gröfsen  p,  q,  r  ausgedrückt 
werden. 

Um  dies  zu  zeigen,  sey  dm  das  DiiFerentialelement  der 
Masse  des  Körpers,  das  dem  Punkte  M  entspricht,  und  dessen 
Coordinaten  JCj ,  yi ,  cj  sind.  Die  mit  den  Axen  Oxij  Oyi, 
Ozi  parallelen  Seitenkrätte  seiner  Gröfse  der  Bewegung  sind 
die  Produkte  der  Geschwindigkeiten  qzi  —  ryi,  rxi  — pzi, 
pyi  — 9^19  mit  dni  muUipliciert ;  bezeichnet  man  durch 
£j,  Mj  N  die  Momente  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  Körpers,  in  Beziehung  auf  die  Axen  O^i ,  Ofi,  Oxi,  so 
hat  man   daher,   nach  dem,  was  man   in   $.274   gesehen  hat, 

L  =  f[(rxi  —  pzi)  xi  —  (qzi  —  ryi)yi  ]  dm 

^  =  /[(?«i  —  ^yi)  «1  —  (pyi  —  ?^i)  ^1  ]  ^^^ 

wo  sich  die  Integrale  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers  er- 
strecken. Man  vereinfacht  diese  Werthe ,  wenn  man  statt 
Oxiy  Oyi,  Ozi,  die  drei  Hauptaxen  des  Körpers  nimmt, 
lUe  sich  im  Punkte  O  schneiden,  wodurch  die  drei  Integrale 
fxijidm,  J*ziXidmjJ}iZjdm  Null  werden,  und  wenn  man 
tlurch  u4,  B,  C,  die  drei  Hauptträgheitsmomente  bezeichnet? 
so  dafs  man 

nxi^+yi^)dm  =  C 

Itat,  so  findet  man 

L=:Cr,     M=ßq,     N  —  4p. 

Die  Grüfsen  r,  q^  p,  haben  daher  immer  dieselben  Zei- 
chen, wie  i,  jjf,  iV;  daher  hängen  ihre  Zeichen  von  dem 
Sinne  ab,  in  welchem  sich  der  Körper  um  Jede  seiner  drei 
Hauptaxen  dreht.  Je  nachdem  z.  B.  der  Körper  sich  parallel 
mit  der  Ebene  x^  Oyi  von  Oxi  nach  Oyi  oder  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  dreht,  ist  das  Moment  L  (f.  274),  und  daher 
auch  die  Geschwindigkeit  r,  eine  positive  oder  negative  Gröfse, 
und  umgekehrt  giebt  das  Zeichen  von  r,  in  jedem  Augen- 
blicke ^  den  Sinn  der  Drehung  um  Ozi  an. 

Nach  den  Sätzen  des  {.281  hat  man,  wenn  man  durch 
G  das  Hauptmompnt  der  Gröfsen  der  Bewegung ,  die  wir  be- 
trachten, bezeichnet, 
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wenu  man  diese  Wurzelgröfse  als  eine  positive  Grofse  betracli* 
tet;  ist  die  Linie  Om  (Fig.  8)  die  Axe  dieses  Momentes,  so 
wird  ihre  Richtung  in  Beziehung  auf  die  beweglichen  Axen 
Oxi  f   O^'i ,  Ozi ,  durch  die  Formeln 

cosAwfJji^i  =  -7T~j    cos  TW O Vi  = -77^ ,   cos  mC/Äi  = -TT"  (5) 

Gr  O-  Cr 

bestimmt  und  um  ihre  Richtung  in  Beziehung  auf  die  beweg- 
lichen Axen  Oxy  Oy^  Oz,  zu  beslimmen,  hat  man 
G  cos  mOx  =  ^pa   4-  Bqb  +  CVc,     \ 
G  cos  mOy  =  Jpa    -j-  Bqh'  +  CVc',   C        (6) 
G  cos  mO^  z=:  j4pa"  -\-  Bqb"  -{^  Crc",  ) 
wo   die   zweiten  Theile   dieser  Gleichungen    die  Momente    der 
Grüfsen   der   Bewegung   des   Körpers,    in  Beziehung   auf  die 
festen  Axen  Ox,  Oy,  Oz  sind.    • 

410. 
Die  Lage    dieses    Kölners,    in   Beziehung  auf  die   festen 

Axen ,    hängt    in    jedem  >  Augenblicke    von    den    drei   Winkeln 

'^i  d-,  (p  des  f.  378  ab.     Denn  vermittelst  dieser  Winkel  sind 

die  drei  Schnitte   des  Körpers,    die   man    für   die  beweglichen 

Ebenen   der   Coordinaten    atj  ,  yi^  sj ,    genommen    hat,    rück- 

sichtlich  ihrer  Lage  gegen  diese  festen  Ebenen,  bestimmt,  und 

es    ist    selbst   hinreichend,    die   Lage    zweier   nicht*  paralleler 

Schnitte  eines  festen  Körpers  zu  kennen,  um  hieraus  die  Lage 

aller   Punkte    dieses    Körpers   vollständig    zu    erfahren*-     Sind 

aufserdem  die  Winkel  ^,  ^,  9)  Ijfikannt,   so  sind  es  auch  die  > 

Coefficienten  a,  6  u.  s.  w.    und  man  kennt  daher  die  Coordi« 

naten    x  ^  y^   z    eines    beliebigen   Punktes    des    Körpers.      Die  ^ 

Frage  über  die  Umdrehungsbewegung   um  einen   festen   Punkt 

reduciert  sich  daher  zuletzt  darauf,  die  Werlhe  von  1//,  -ö*,  rp 

als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.     Sind  aber  die  Werthe 

von  p,  q,  r  bekannt,    so  hängen  die  dieser  drei  Winkel  von 

drei  Gleichungen  der  ersten  Ordnung  ab,    welche  man  erhält, 

indem  mau  die  Werlhe  von  a,  b  u.  s.  w.  (f.  378),    als  Func«- 

tionen  von  yjy  S-^  tp  ausgedrückt,  und  die   ihrer  Differentiale, 

in  die  Werthe  von  p^t,  qdt ,  rdt  substituiert,  nemlich 

pdt  ==   —  bdc  —  b'dc'  —  b"dc\ 

qdt  =         ade  -|-  adc^  -|-  a"dc'\ 

r    t  =z        bda  -|-  b'da    +  b"da". 
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Da  die  Wertlie  von  c,  c\  c"  den  Winkel  tp  nicbt  ent- 
halten^ 80  folgt  hieraus,  dafs  die  Werthe  von  pdt  uud  qdt ^ 
auch  nicht  sein  DifTerentia]  enthalten  werden,  und  da  die 
Werthe  von  6,  6',  V  sich  aus  denen  von  a,  a\  a"  finden, 
wenn  man  ^>  um  einen  rechten  Winkel  vermehrt,  so  ergiebt 
sich  ebenso  der  Werlh  von  — pdi  aus  dem  von  qdt.y  Der 
Coefficient  von  dip^  in  dem  Werthe  von  rdt^  ist  die  Einheit; 
denn  nach  den  Formeln  des  f.  378  hat  man 

d(p  d(p  d(p 

woraus   sich 

^da     ,    ^^  ^     .    j^'  ^  _  j2    ,     J.2    i    6"2  :^  1 
dq)  d(p     '  dtp  ' 

als  Werlh  dieses  Coefficienten  ergiebt.  Nach  allen  vorgenom- 
menen Reduclionen  giebt  die  Substitution  der  Werthe  von 
a,  b  u.  s.  w.  in*die  von  pdt ,  qdty  rdt, 

jjdt  =  sin  y  birk'd'dyj  —  cos  g)d&    \ 

qdt  =  cos  (p  sin  d'dijj  -j-  sin  tpd^    C  (?) 

rdt  z=.  dtp  —  cos  S'd'kp  ) 

Man  bemerke,  dafs  in  diesen  Formeln  der  Winkel  t^ 
nicht  vorkommt,  und  wirklich,  da  der  Winkel  \}j  oder  NOx 
von  der  ganz  willkührlichen  Axe  Ox  aus  gezählt  wird,  können 
die  Werthe  von  p,  q,  r  sich  nicht  andern,  wenn  man  diesen 
Winkel  um  eine   beständige  Gröfse  vermehrt  oder  vermindert. 

Da  /•  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  Axe 
Ozi  ist,  so  folgt  hieraus,  dafs  rdt  der  Winkel  seyn  mufs, 
welcher  in  der  Ebene  der  Xi  und  j^i ,  während  des  Augen- 
blickes dt,  von  jeder  der  Axen  Oxi  und  Oyi  beschrieben 
wird.  Dieser  Winkel  wäre  drp,  wenn  die  Linie  OAT,  von 
welcher  aus  man  den  Winkel  q)  in  derselben  Ebene  zählt, 
unbeweglich  wäre;  im  Augenblicke  dt  nimmt  aber  der  Win- 
kel NOx  um  dyj  zu,  dessen  Projeclion  auf  die  Ebene  dexi 
Xi  und  j)^2  gleich  cos  S^dip  ist,  und,  je  nachdem  der  Winkel 
&  spitz  oder  stumpf  ist,  mufs ,  wie  man  leicht  sieht,  das  Diffe- 
rential dq)  um  diese  Projeclion  vermindert  oder  vermehrt  wer- 
den, um  die  Veränderung  der  Lage  von  Oxi  oder  Oyi  in 
Beziehung  auf  eine  feste  gerade  Linie,  die  in  der  Ebene  dieser 
Axeu  liegt,  zu  haben.     IVlan  hat  daher,  In  allen  Fällen, 
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rdt  =1  dtp  —  cos&dyj, 
-wie  so  eben  gefunden  worden  ist. 

411. 
Zwischen    den   Cosinus   a,   b   u.  s.  w.  und   den   GrÖfsen 
Pf  q,  r  finden  Beziehungen  statt,  die  in  vielen  Fällen  nützlich 
seyn  können  und  durch  die  DiiTerentialgleichungen 

de  =  iaq^bp)dt,     dc'  =  iaq--'h'p)dfy     de"  =i{a"q^V'p)dt  \ 
db  =  {cp-^ar)dt,     db'  ^ic'p^ar)dt,      db"  =  ^c" p -^ a" r) dt  t (ß) 
da  =  ibr -^  cq)  dt ,    da' =p  {b'r-^  c'q)dt,     da"  r^  (,b" r  ^  c" q) dt  ^ 

ausgedrückt  werden. 

Man    erhält   die    drei   ersten   dieser   Gleichungen,    wenn 
man  die  Gleichungen 

ade  -^-  ade    -]-  a''dc"  =  qdt^ 
bdc  +  b'dc    +  b*'dc"  z=  ^  pdty 
cdc  -|-  c'dc'  +  c^'dc'  =  o,  • 
addiert,    nachdem   man    sie    bezüglich    sowohl   durch  a,  6,  c, 
als    durch    a\  b\  c     und   durch   a",  ft",  c"    multipliciert    hat 
und   die  Gleichungen   des  {.  377  berücksichtigt.      Die  drei  fol- 
genden  erhält   man,    wenn  man  auf  ähnliche  Weise  mit  den 

Gleichungen 

cdb  +  cdb'  +  c"db"  =  pdt 

adb  -}-  a'db'  -{-  a^'db"  =  —  rdi 

hdb  +  b'db'  +  b"db''  =o 

verfährt,  und  wenn  man  ebenso  die  Gleichungen 

bda  -{-  b'da'  +  b"da"  zzn  rdt 

cda  -\-  cda'  -|"  c'^da''  z=  —  qdt 

ada  +  ada'  +  a'da''  =  o 

behandelt,  so  erhält  man  die  drei  letzten  Gleichungen  (8). 

.  Man  hat  aUcli  noch  jdie  Gleichungen 

pda   +   qdb   -]-   cdr  z=z  o 

pda'  -}"  gdb'  -j"   ^^^'  =  ^ 

pda"+  qdb"  +  cdr"  =  o, 
die  eine   unmittelbare    Folge    der   neun  Gleichungen    (8)    sind, 
und  dazu  dienen  ,  die  Unveränderlichkeit  der  Zähler  der  For- 
meln (4)  zju  beweisen,  wenn  p,  gr,  /',  coustante  Gröfsen  sind. 
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IL    Gleichungen   der  Umdrehungsbewegung   uih   einen 

festen  Punkt. 

412. 

Alles  Vorhergehende   Torausgesetzt,   nehme  man  Jetzt  an, 
es  wirkten   gegebene  bewegende  Kräfte  auf  alle  Elemente  des 
Körpers   und  suche,    indem   man   diese  Kräfte  berücksichtigt,^ 
die    Differentialgleichungen    seiner   Bewegung    um    den   festen 
Funkt  O. 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  ty  bezeichne  man  durch 
Xidniy  Yidm,  Zidm  die  drei  Seitenkräfte  der  bewegenden 
Kraft  des  Elementes  dm,  die  den  Hauptaxen  Oxiy  Oyiy  Ozij 
])arallel  sind.  Wäre  dieser  materielle  Punkt  frei,  so  würden 
ihm  diese  Kräfte  im  Augenblicke  dtj  nach  ihren  Richtungen, 
die  Geschwindigkeiten  Xidt,  Y\dtj  Zidt  mittheilen.  Die 
Zunahmen  der  Geschwindigkeit,  die  er  wirklich  nach  diesen 
Richtungen  erhält,  sind  die  Gröfsen  Pidt,  gidt,  rydt  des 
f.  408;  daher  sind  die  ßeitenkräfte  der  Kraft,  welche  das 
Element  dm,  während  der  Zeit  dt,  verliert, 

{Xi  — pi)dm,    (Yx  — qi)dmy    {Zi  — ri)dm. 

Der  Körper  wird  also  im  Gleichgewichte  seyn  ({.  350), 
wenn  man  annimmt,  dafs  alle  seine  Elemente  durch  ähnliche 
Kräfte  gelrieben  werden.  Die  Gleichungen  des  Gleichgewich« 
tes  eines  festen  Körpers,  um  einen  festen  Punkt,  sind  drei 
an  der  Zahl  (f.  266),   welche,   in  Beziehung  auf  diese  Kräfte, 

/[(^i  -  ?i)*i  -(^1  -Pi)yi^dm  =  o^ 

f[{Xi  —p{)zi  —  {Zi  —  ri)xi]dm  =  o 

f[{Zi  —  ri)yi  ~(Fi— 9i)Äi]rfw  =  o 

seyn  werden,    wo  sich  die  Integrale  auf  die  ganze  Masse  des 

Körpers  erstrecken. 

Die  Betrachtung  der  Hauptaxen  vereinfacht  die  Glieder, 
welche  von  der  Substitution  der  Werthe  von  pu  giy  ''i  unter 
den  Integrationszeichen  herrühren.  Bemerkt  man,  dafs  als- 
dann die  Integrale  /xj  jx  c?/w ,  Jzi  atj  rfm ,  Jyi  zidm  Null  sind, 
und  bezeichnet  man  durch  ^,  ß,  C,,  die  drei  Hauptlraglieits- 
monientc  des  Jlorpers,  so  dafs  yl,  B,  C  dieselben  Integrale, 
wie  in  §»  409;  darstellen,  und  man  daher 
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f(ji^'-^zt^)din  =  C—B 
hat,  so  werden  die  di^ei  vorhergehenden  Gleichungen 

Cdr  -f  {B  —  J)pqdt  =  Rdt   ^ 
Bdq  -{-  (yy—  C)  rpdt  =  Qdt    C  (a) 

Jdp^  {C  —  B)qrdt  =  Pdt   ) 
wo  man,    zur  Abkürzung, 

J  {xx  i^i  — JKi  Xijdm  =  R 
f{z^Xi-X:,Zi)dni=  Q 
/\yiZi-^iYi)dm  =  P 
gesetzt  hat. 

413. 
Da  Xi ,  Yif  Ziy  die  nach  den  beweglichen  Axen  Oxi, 
Oyiy  Ozi,  wirkenden  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kräfte  sind, 
so  hängen  ihre  Werthe  von  der  Richtung  dieser  Linien  im 
Räume,  oder  von  den  drei  Winkeln  t//,  S-y  (jp,  ab;  daher  sind 
die  Gröfsen  P,  Q,  R  Functionen  von  \py  S-y  y,  die  in  jedem 
besonderen  Falle  gegeben  sind.  Die  Frage  über  die  drehende 
Bewegung  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt,  führt 
daher  auf  sechs  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung 
zwischen  den  sechs  Unbekannten  p,  y,  r,  yj,  & ,  (p  und  der 
Veränderlichen  ty  nemlich  auf  die  drei  Gleichungen  (a),  ver- 
bunden mit  den  drei  Gleichungen  (7)  des  {,  410.  Eliminiert 
man  die  drei  Unbekannten  p,  y,  r  in  den  ersten  Gleichungen, 
vermittelst  der  letzteren  Gleichungen,  so  erhält  man  drei  Diffe- 
rentialgleichungen der  zweiten  Ordnung  in  Beziehung  auf  xfjy 
S-y  ffy  welche  die  eigentlichen  Unbekannten  der  Aufgabe  sind; 
es  ist  aber  besser,  die  sechs  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 
beizubehalten. 

Ich  werde  mich  darauf  beschränken,  den  Fall  zu  be- 
trachten, wenn  die  Schwere  die  einzige  Kraft  ist,  die  auf 
die  Punkte  des  Körpers  wirkt.  Man  nehme  in  diesem  Falle 
die  Axe  Oz  als  verlical  und  nach  dem  Sinne  dieser  conslan- 
ten  Kraft,  die  durch  g  bezeichnet  werden  soll,  gerichtet  an, 
so  sind  ihre  drei  Seitenkräfte,  nach  den  Axen  Oxi ,  Oyi ,  Oziy 
Xi  =  ga",     Yi  =  gb'\     Zi  -  §c", 
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da   (J.  377) 

«"  =  coszOxif    h"  z:z  cosäOji,    c"=:co8zO«x, 
und   wenn   man    durcli  M  die  Masse  des  Körpers   und  durch 
Uj  ßy  y  Aie  drei  constanten  Coordinaten   seines  Schwerpunk- 
tes   in  Beziehung  auf  diese  beweglichen  Axen  bezeichnet,   so 
dafs  man 

fxidm  =  jkfa,     fy^dm  =  J//J,    fzidm  =  My^ 
hat;  so  folgt  hieraus 

R=z{ah"^ßa")Mg,    . 
Q  =  {ya"  —ac")  Mg, 
P  =   {ßc"  -  rh")  Mg. 
Die  Gleichungen  {a)  werden  daher    '. 
Cdr  +  (B  —  A)pqdt  =  {ab''  — ßa")  Mg  dt    J 
Bdq  +  {A  —  C)rpdt  =  (ya"  — «c")J/^d^     (     (6) 
^dp+  {C—B)qrdt  =z{ßc"  —  rb")Mgdt   )       . 
mit  welchen  man  die  Gleichungen  (7)  und  die  folgenden  {§.  378*) 
a"  =  — sin ^ sin  99,    6"  = -—sin t^ cos 90',   c"=coSi^     (c) 
verbinden  mufst 

414.  ' 
Man  kann  die  Gleichungen  (6)  leicht  integrieren,  wenn 
ihre  z weilen  Theile  Null  sind;  was  wirklich  statt  hat,  wenn 
man  die  Schwere  vernachlässigt,  oder  wenn  der  feste  Punkt 
O  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist  und  man  daher  «  =  o 
ß  =zo,  y-zzLO  hat. 

Die  Gleichungen   (&)  reducieren  sich  alsdann  auf 
Cdr  +  {B^J)pqdt  =  0,   j 
Bdq-^-  {J—C)rpdt  :=z  oA  (cZ) 

Adp  +  \c^B)qrdt  z:z  o.   \ 
Multiplicierl   man    sie   aber  mit  r,  q^  p  und  addiert  sie, 
so  erhält  man 

Crdr  +  Bqdq  +  Jpdp  =  o, 
und  wwin  man  integriert,   so  hat  man 

C/-2  -f  Bq^  +  Ap^  =  //,  (ß) 

wo  h  eine  willkiilirliche  Constante  ist.  Addiert  n.an  dieselben 
Gleichungen,  nacbdem  man  sie  mit  Cr,  Bq  y  Jp  niultiplicicrt 
hat,  so  folgt  daraus 

C^rdr  +   B^qdq  +  A^iydp   =  o, 
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woraus  man,   durch  lategration , 

findet,  yro   h^  eine   zweite   vrillkührliche   Constante  ist,    die 
nur  eine  positive  Grüfse  seyn  kann,  ebenso  wie  die  erste. 

Diese  Gleichungen  (e)  und  (/)  geben 
h^-Bh-\-{B-C)Cr^      ^h^-Ah-\-{A-C)Cr^ 
P'- {JZTByÄ '* iB-A)B         • 

Substituiert  man  die  Wertbe  von  p  und  q  in  die  erste 
Gleichung  (({)  und  löst  sie  alsdann  in  Beziehung  auf  dt  auf> 
so  hat  man 

±  sT'AB.  Cdr  ,  . 

dt  = ^ i -.  (g) 

Man  betrachtet  den  Nenner  als  eine  beständig  positive 
Gröfse  und  nimmt  im  Zähler  das  -|-  oder  —  Zeichen,  je 
nachdem  das  Differential  dr  positiv  oder  negativ  seyn  wird, 
damit  die  Zeit  immer  wächst  und  ihr  Differential  immer  po- 
sitiv ist. 

Integriert  man  diese  Formel  (g)^  so  bat  man  den  Werth 
von  t  als  Function  von  r,,AVoraus  man  umgekehrt  den  Werth 
von  r  als  Function  von  t  findet;  daher  kfinn  man  die  Werthe 
der  drei  Gröfsen  p^  q^  r  als  bekannt  und  zwar  durcb  Func- 
tionen dieser  Veränderlichen  gegeben  ansehen^  oder  wenigstens 
hängen  sie  nur  noch  von  einem  Integrale  ab,  welches  sich 
immer  auf  elliptische  Functionen  reduciert  *)• 

Man  erhält  dieses  Integral  unter  endlicher  Form  ohne 
Hülfe  dieser  Functionen,  wenn  zwei  der  drei  Trägheitsmo- 
mente A,  B,  C  gleich  sind,  oder  wenn  die  Constante  h^ 
einer  der  drei  Gröfsen  ^Ä,  5A,  Ch  gleich  ist. 

415. 

Untersucht  man  die  Form  der  Gleichungen  (d)  mit  Auf- 
merksamkeit und  berücksichtigt  die  Formeln  (8)  des  §.  411, 
so  findet  man  andere  Gleichungen,  die  unmittelbar  integrier- 
bar sind. 

Man  addiere  nemlich  die  Gleichungen  (c2),  nachdem  man 
sie  mit  c,  b^  a  multipliciert  hat;  dies  giebt 


*)   Mao  vergl.  Legendre^s  Tli^orie  des  fonctions  elliptiques  Vol.  1. 
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[cdr  +  («9  —  bp)rdt]C -{^  ibdq  +  (cp  —  ar)qdi]  B 
4"  [adp  -f-  {br  —  cq)  pdt]A  =  o, 
oder^  in  Folge  der  drei  ersten  Formeln  (8), 

Cd, er  -j-  Bd.bq  4-  Ad.ap  =  o. 
Ebenso  findet  man 

Cd,  er  +  Bd.b'q   -|"  Ad.a'p  =  o 
Cd^c'r  -f-  Bd.b*'q  +  Ad.a'p  =  o. 
Integriert  man,   so  hat  man  daher 

Crc  4"   Ä?&    +   jipa  =  ly     -% 
Crc   +  5^6'  4-  Jpa'  —  l\    (  (A) 

Crc'4-  596"  4.  ^pa"  =  /",    ) 
wo  l,  l\  l'  willkührliche  Constanten  sind« 

Diese  Integrale   sind   keinesweges  von   einander  verschie- 
dene Gleichungen;  denn  wenn  man  ihre  Quadrate  addiert,  so 
findet  man,  wenn  man  die  Gleichungen  des  (.  377  berücksichtigt;^ 
C2/'2  4-  B^q^  4.  ^2p2  =  /2  ^  ;'2  ^  /"2 

welches   Resultat    auf   die   Gleichung  (/)   zurückkommt,    und 
aus  welchem  man  das  Verhältnils 

zwischen  den  Constanten  ly  l\  V  h  findet« 

Substituiert  man  in  diesen  Gleichungen  (/i)  statt  a,  b 
U.S.W,  ihre  Werthe,  in  Functionen  von  ^,  S-.  (p  (f.  378) 
ausgedrückt,  so  erhält  man  drei  Gleichungen  zwischen  den 
sechs  Veränderlichen  -^j  t?-,  y,  p,  y,  r  und  den  willkührlichen 
Constanten  /,  /',  /",  die  flie  Integrale  de^  Gleichungen  (7) 
des  (.  410  seyn  müssen,  wovon  man  sich  auch  wirklich  leicht 
überzeugen  kann.  Da  diese  drei  Integrale  in  Wahrheit  nur 
zwei  wii'klich  verschiedenen  Gleichungen, gleich  gelten,  so  folgt 
hieraus,  dal's  noch  ein  drittes  Integral  der  Gleichungen  (7) 
vorhanden  seyn  mufs;  ehe  wir  dieses  suchen^  müssen  wir 
erst  zeigen,  was  die  Gleichungen  (A)  bedeuten. 

416. 
Nach  dem ,  was  in  \.  409  gesagt  wurde ,  zeigen  sie ,  dafs 
die  Momente  der  Grofsen  der  Bewegung  aller  Punkte  des 
Körpers,  in  Beziehung  auf  die  festen  Axen  Oat,  Oy,  Ojs, 
während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  constant  und  gleich 
/,  /',  /"  sind.     Vergleicht  man  sie  mit  den  Formeln  (6)  dieses 
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f.,  und  bemerkt,  dafs  in  Folge  der  Gleiclituig  (/)  das  Haupt- 
iiionient  G  der  ConstaDten  hy  die  als  positive  Grölse  betrach- 
tet wird  9  gleich  ist^  so  hat  mau 

cosmOx  =  -7-,     cos  mOy  =  -r-,     cos  mOz  =  — , 

um  die  Richtung  der  Axe  Om  dieses  Momentes  zu  bestimmen, 
welche  ebenso  9  wie  die  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehende 
Ebene  9  unbeweglich  bleiben  wird.  Die  Lage  der  Axe  Oni 
ändert  sich  in  Beziehung  auf  die  beweglichen  Axen  Oxi,  Oyi, 
Oziy  aber  man  findet  sie  in  jedem  Augenblicke ,  vermittelst 
der  Formeln  (5)  des  f.  409  wieder,  in  welchen  man  die  Gröfsen 
p,  q^  r  BUS  bekannt  annehmen  kann«  Man  kann  daher,  in 
einem  beliebigen  Augenblicke,  den  Funkt  angeben,  wo  diese 
gerade  Linie  die  Oberfläche  des  Körpers  trifft,  ebenso  wie 
den  Durchschnitt  dieser  Oberfläche  mit  der  beweglichen  Ebene, 
die  auf  dieser  geraden  Linie  senkrecht  steht. 

Wenn  sich  daher  ein  fester  Körper,'  in  Folge  eines  oder 
mehrerer  anfänglicher  Stöfse,  um  einen  festen  Funkt  dreht, 
ohne  dafs  eine  bewegende  Kraft  auf  seine  Funkte  wirkt,  so 
giebt  es  eine  durch  den  festen  Funkt  gehende  Ebene,  welche 
während  der  Bewegung  unveränderlich  bleibt  und  deren  Lage 
man,  in  jedem  Augenblicke,  in  Beziehung  auf  die  beweglichen 
Ebenen  der  Hauptaxen  des  Körpers,  bestimmen  kann. 

Wir  werden  in  der  Folge  Gelegenheit  haben,  diesen  Lehr- 
satz zu  verallgemeinern,  jetzt  soll  er  nur  dazu  dienen,  das 
dritte  Integi*al  der  Gleichungen  (7)  zu  finden. 

417. 
Da  die  Axe  Om  unbeweglich  ist,  so  können  wir  sie  für 
die   feste  Axe  Oz   nehmen ^    deren  Richtung   willkührlich  ist; 
wir  haben  alsdann 

cos  mOxi  z=.  cos  zOxi  =  a'', 
cos  mOji   =  cos  JSiOfi  ==  6", 
cos  niOzi   =   cos  zOzi  =  c   . 
Da  G=:i  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus,  vermöge  der  For- 
meln (5)  des  f.  409, 

^'r  ^  ^P       1»'  _  Bq         ,.         Cr 


cbher  werden  die  Gleicliiingen  (c) 

8111^81119)= 7^,    siu     C08r/)  = y-,  C0Si^=r— ;   (/j 

sie  slimnien,  vermöge  der  Gleichung  (/"),  imler  einander  «her- 
ein, und  dienen  dazu,  die  Winkel  rp  und  -d^^  als  Functionen 
der  Zeit  ausgedrückt,   vermöge  der  Werthe  von  jp,  7,  r,   zu 

bestimmen. 

Eliminiert  man  nun  dd-  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen 

(7)  des  f.  410,  so  hat  man 

sin^^J-dt^  =  sin-d"  Aaippclt  +  An&  cos  fpqdi 

woraus  man,  in  Folge  der  vorhergehenden  Gleichungen , 

findet,  daher  hat  man,  in  Folge  der  Gleichung  (e), 

*  /^  (Jf^2 

und  wenn  man  die  Formel  (g)  statt  dt  substituiert,  so  ergiebt 
sich  daraus  ein  Werth  von  dtp,  dessen  Integration  sich  eben- 
falls auf  die  elliptischen  Functionen  reducierl  und  die  man 
in  denselben  Fällen,  wie  das  Integral  von  dt,  unter  endlicher 
Form  erhält.  Auf  diese  Weise  wird  man  daher  den  Werlh 
des  dritten  Winkels  ip  als  Function  von  r  und  daher  auch 
als  Function  von  t  kennen.. 

Da  die  Grofsen  h  —  Cr^  und  h^  —  C^r%  in  Folge  der 
Gleichungen  {e)  und  (/)  positiv  sind  und  k  ebenfalls  eine 
positive  Gröfse  bedeutet,  so  ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  Win- 
kelgeschwindigkeit ^  immer  negativ  seyn  und  die  Bewegung 

der  Linie  ON  immer  nach  derselben  Richtung  statt  haben 
wird.  Da  man  den  Winkel  t//  in  dem  durch  den  Pfeil  s 
(§.  378)^  angedeuteten  Sinne  zählt,  so  wird  diese  Bewegung 
in  entgegengesetztem  Sinne,  d.  h.  von  der  Axe  Ox  gegen  die 
Axe  Oy  geschehen;  ihre  beständige  Richtung  hängt  daher 
vom  Sinne  der  Axe  Oy  ab,  welchen  wir  sogleich  bestimmen 
werden. 

418. 
Die  Werthe  der  sechs  Veränderlichen  p,  ?,  r,  ipy  ^,  y, 
die   sich  aus   unserer   Analyse    ergeben,    sind  Functionen  der 


*  7/ 
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Zeit^  welche  aufserdem  vier  willkührllche  Constanten,  nem- 
licli  ky  h  und  die  zwei  durch  die  Integration  der  Formeln  {ß) 
und  (h)  eingeführten  Constanten  enthalten.  Die  vollständigen 
Integrale  der  Gleichungen  (7)  und  (ß)^  von  denen  dieSQ  Werthe 
abhängen^  müssen  aechs^  willkührliche  Constanten  enthalten. 
Da  wir  aber  die  Axe  Om  des  Hauptmomentes  für  eine  der 
Coordinatenaxen  der  x,  y^  z  genommen  haben ,  so  sind  hier- 
durch zwei  dieser  Constanten  verschwunden.  Denn  AdL  Om 
mit  Oz  zusammenfällt,  so  sind  die  Winkel  niOx  und  tnOy 
rechte,  und  vermöge  der  Formeln  des  $.  416  folgt  hieraus 
l'  ^=0  und  V'z=:o.  Um  die  Auflösung  der  Aufgabe  vollstän- 
dig zu  machen,  brauchen  wir  daher  nur,  vermittelst  der  an- 
fänglich gegebenen  Stücke  der  Bewegung,  die  vier  übrigen 
Constanten  und  die  Theile  der  durch  den  Punkt  O  gehenden 
Linie  zu  bestimmen,  welchen  die  veränderlichen  jWinkel  wäh- 
rend der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  entsprechen. 

Zu  diesem  Ende  nehme  man  an,  es  sey  der  Körper, 
dessen  Unidrehungsbewegung  man  betrachtet,  wie  in  {.  386, 
aus  zwei  Körpern  gebildet,  von  welchen  der  eine  in  Ruhe 
ist  und  durcli  den  festen  Punkt  O  zurückgehalten  wird,  und 
der  andere,  der  eine  gegebene  Geschwindigkeit  hat,  den  ersten 
gestofsen  und  sich  mit  demselben  verbunden  hat.  Sey  ja  die 
Masse  des  stofsenden  Körpers,  v  die  allen  seinen  Punkteü 
vor  dem  Stofse  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit,  FE  die 
anfängliche  Richtung  seines  Schwerpunktes,  HEK  der  Schnitt 
des  Körpers,  den  die  durch  diese  Linie  FE  und  den  Punkt 
O  gehende  Ebene  macht  und  /'  die  Länge  der  von  diesem. 
Punkte  auf  diese  Linie  gefällten  senkrechten  OL.  Der  Slofs, 
welcher  die  Umdrehungsbewegung  hervorgebracht  hat ,  wird 
nach  FE  gerichtet  und  gleich  f.iif  seyn.  Nimmt  man  die 
Gröfsen  der  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers,  die  unmit- 
telbar nach  dem  Stofse  statt  haben,  im  entgegengesetzten  Sinne 
ihrer  Richtungen,  so  miifs  nadi  dem  Principe  des  f.  353  zwi- 
schen diesen  endlichen  Gröfsen  der  Bewegung  und  der  nac'i 
ihrer  Richtung  genommeneu  Kiaft  fo^  das  Gleichgewicht  be- 
stehen. Damit  aber  dieses  seyn  könne,  mufs  (f.  282)  das 
Moment  fwj  dieser  Kraft  dem  Hauptmomenle  dieser  Gröfsen 
der  Bewegung  gleich  seyn  und  die  Axeu  dieser  zwei  Momente 
müssen    die   Verlängerungen    von    einander    seyn.      Da    dieses 
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HauptmomeDtj  welches  wir  G  genannt  Laben ,  beständig  gleich 
t  ist  (§.  4 16)  9   80  hat  man  daher  sogleich 

als  Wertli  dieser  positiven  Constanten« 

Zieht  man  aufserdem  durch  den  Punkt  O  die  Axe  des 
Momentes  /iv/,  die  auf  dem  gegebenen  Durchschnitte  EHK 
des  Körpers  senkrecht  steht,  so  wird  diese  gerade  Linie  auch 
die  Axe  des  Hauptmomentes  seyn,  die  wir  für  die  Axe  Oz 
genommen  haben;  die  Richtungen  Ox^y  Oy\y  Oz\y  der  drei 
Hauptaxen  des  Körpers  sind  ebenfalls  am  Anfange  der  Bewe- 
gung gegeben^  die  Winkel,  welche  diese  Linien  mit  Oz  ein- 
schliefsen,  sind  daher  bekannt,  und  nach  dem  vorhergehen- 
den  ^.  hat  man 

icos^Oj^i  icosjsOri  itcosjeOi?i 

als  anfängliche  Werlhe  von  p,  q^  t\  Substituiert  man  sie  in 
die  Gleichung  (e),  so  hat  man  den  Werth  der  Constanten  (A). 

Man  kann  für  die  Linien  Oxi,  Oyjy  Ozi  ganz  will- 
kührlich  die  Theil^  der  Hauptaxen  des  Körpers,  die  sich  im 
Punkte  O  schneiden,  wählen,  hat  man*'sie  aber  einmal  gewählt, 
und  die  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers,  welche  diese 
Theile  der  Linien  treifen,  fixiert,  so  dürfen  sie  sich  während 
der  Bewegung  nicht  weiter  ändern. 

Der  Sinn  des  nach  der  Richtui^  I^E  auf  den  Körper 
ausgeübten  Stofses,  bestimmt  den  der  Umdrehung  um  jede 
der  Axen  Oxi,  Oyi,  O^i ,  am  Anfange  der  Bewegung,  und 
daher  auch  die  Zeichen  der  anfänglichen  Werthe  von  p^q,  r 
(f.  409).  Man  wird  daher  auch ,  vermöge  der  vorhergehen- 
den Gleichungen,  wissen,  ob  die  Winkel  zOxif  zOyi,  zOzi, 
anfänglich  spitz  oder  stumpf  sind,  und  es  ist  hinreichend,  einen 
dieser  Winkel,  der  kleiner  oder  gröfser  als  90^  seyn  kann, 
zu  kennen,  um  den  Theil  der  auf  der  Ebene  des  Durchschnittes 
HEK  senkrechten  Linie  zu  bestimmen ,  den  man  für  die 
Axe  Oz  oder  O/w  nehmen  mufs,  imd  welcher,  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung,  die  Axe  des  Hauptmomentes 
der  Gröfsen    der  Bewegungen  aller  Punkte    des  Körpers  seyn 

wird. 

Der  Durchschnitt  NON'  der  Ebene  des  Schnittes  HEK 
und   der  Ebene    der  Axen  Qxi    und  Oyi  sind   ebenfalls,   am 

8 
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Ad  fange  der  Bewegung,  bekannt.  Um  den  Theil  ON  dieser 
Linie,  welchem  die  Winkel  fp  und  q)  beständig  enlspreclien, 
zu  kennen,  ist  es  daher  hinreichend,  zu  wissen,  pb,  in  diesem 
Zeitpunkte,  ^  oder  NOxi  ein  spitzer  oder  ein  um  180^  ver- 
gröfserter  spitzer  Winkel  ist,  und  da  man 

cosäOjci  =  —  sin^siny,     cos^Oj^^x  =  —  sin&cos<p 
hat,  so  ist   es   hinreichend ,    das  Zeichen  eines  dieser  Cosinus 
oder   des    anfanglichen  ^Werthes    einer   der   Gröfsen  p  und  q 
zu  berücksichtigen. 

Die  feste  gerade  Linie  Ox  kann  in  der  Ebene  des  Schnittes 
HEK  ganz  wiUkührlich  gewählt  werden.  Zur  gi^öfseren  Ein- 
fachheit nehme  ich  an,  sie  falle  mit  der  anfänglichen  Lage 
von  OJV  zusammen.  Setzt  man  in  den  Werthen  von  a%b  ,  c' 
des  }.  378,  yjzzzo,  so  hat  man  im  Anfange  der  Bewegung 

co8jyOxi  z=  cos  d"  sin  y,  cos^O^i  =  cos  &  cos  (jp,  cosyOzi  =  sin  ß-» 

Kennt  man  die  anfänglichen  Werthe  der  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel  &  und  (p,  so  ist  es  hinreichend,  das  Zeichen 
des  cosj^Ojktx  oder  cosyOyi  zu  betracht6n,  um  den  Theil  der 
VLutOx  oderON  senkrechten  Linie,*  den  man  für  die  feste  Axe 
Oy  nehmen  mufs,    und  daher  auch   den  Sinn   der  Geschwin- 

digkeit  «-r—  zu  kennen,  welche  von  ON  gegen  Oy  statt  finden 

und  während  der  ganzen  Bewegung  dieselbe  bleiben  wird. 

Wenn,  bei  sonst  gleichen  Umständen,  blos  der  Sinn  des 
ursprünglichen  Stofses  geändert  wird,  so  ändern  die  anfäng- 
lichen Werthe  von  p,  q^  r  alle  drei  ihr  Zeichen.  Nimmt  man 
an ,  dafs  die  anfanglichen  Winkel  >&  und  90  vor  dieser  Aen- 
derung  spitz  waren,  so  werden  sie  tt  —  &  und  yr  +  9^?  ^"^ 
die  Linien  Oz  und  ON  gehen  in  ihre  Verlängerungen  über. 
Setzt  man  n  —  &  und  n  -^  (p  statte  und  95  in  die  vorher- 
gehenden Gleichungen,  so  ergiebt  sich  daraus  gar  keine  Aen- 
derung  in  den  anfänglichen  Werthen  der  YfiDk^X  yOxi^  yOyiy 
yOzi.      WiQ   Linie    Oy    bleibt    daher   dieselbe,,  da  aber  die 

>Vinkelgeschwindigkeit  ~  immer  negativ  und    von  Ox  gegen 

Oy  gerichtet  ist  und  Ox  mit  OlSI'  zusammen  fällt,  so  wird 
sich  auch  der  Sinn  dieser  Geschwindigkeit  mit  dem  des  an- 
fänglichen Stofses  geändert  haben. 
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-  Endlich  bestimmt  man  die  willkülirliclien  Constaiiten^  welche 
zu  den  Integralen  der  Formeln. (5^)  und  (i)  hinzugefügt  wer- 
den müssen ,  auf  die  Weise,  dofs  man  ^  =  o  und  y/  =  o  im 
Anfange  der  Bewegung,  d.  h.  für  den  anfänglichen  und  gege- 
benen  Werth  von  r,  hat. 

419. 

Ich  will  nun  einige  Haupte  igen  scLaften  der  Bewegung,  die 
eben  bestimmt  worden  ist ,  bemerken. 

1)  Naoh  den  Formeln  des  f.  408  ist  der  Wcrth  des 
Quadrates  der  Geschwindigkeit  des  Elementes  dm  des  Kör- 
pers, in  einem  beliebigen  Augenblicke, 

Multipliciert  man  diese  Gröfse  mit  rf/w,  so  hat  man  die 
lebendige  Kraft  'dieses  materiellen  Punktes  (f.  361),  und 
wenn  man  alsdann  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Masse 
des  Körpers  integriert,  so  erhält  man  die  Summe  der  le- 
X  bendigen  Kräfte,  yon  welchen  er  am  Ende  der  Zeit  t  ge- 
trieben wird.  Läfst  man  aber  die  mit  fxxYxdniy  fz^x^dm^ 
JyiZidm  . multiplicierten  Glieder  weg,  weil  die  Coordi- 
uaten  Xi,  yi,  zi  auf  die  Hauptaxen  bezogen  sind,  und 
berücksichtigt  man  die  Werlhe  der  Trägheitsmomente  w^, 
Ä,  C,   so  hat  mau  für  diese  Summe 

Daher  ist,  in  Folge  der  Gleichung  (e),  die  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  aller  Punkte  des  Körpers,  während  der 
Bewegung',  dieselbe. 

2)  Nennt  man  fl  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe 
des  Hauptmomentes,  die  beständig  mit  Oz  zusammen  fällt, 
so  kann  man  diese  Seilengeschwindigkeit,  der  Geschwin- 
digkeit a>,  in  Beziehung  auf  die  augenblickliche  Axe,  aus 
.dieser  ableiten,  indem  man  sie  mit  dem  Cosinus  des  Win- 
kels multipliciert,  den  die  augenblickliche  Axe  mit  der  Axe 
Oz  einscliliefst.     Daher  hat  man,  nach  f.  407, 

77  =  a'>  +  6"y  +  c'V, 
und  wenn    man    statt  «",  b",  c"  ihre  in  f.  417    gefundenen 
Werthe    subslituierl    und  die  Gleichungen  (e)  berücksichtigt, 
so  ergiebt  sich  daraus  , 

J7  =  1^. 

k 

,8* 
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Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,  parallel  mit  der 
Ebene,  in  welcher  der  ursprüngliche  Slofs  statt  gehabt  hal, 
ist  daher  eine  beständige  und  der  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  aller  Funkte  des  Körpers,  dividiert  durch  das  Moment 
dieses  Stofses  in* Beziehung  auf  den  festen  Mittelpunkt,  gleich. 

3)  Seyen  x\  y\  &  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  augenblicklichen  Axe  auf  die  Axen  Oxi,  Oyi, 
Oz\  bezogen,  und  u  der  Abstand  dieses  Punktes  von  ihrem 

Anfangspunkte  O.     Bemerkt  man,  dafs  — ,  ~ ,  —  die  Cosinus 

Ol      CO     0) 

der  Winkel  sind,   welche  diese  Linien   mit  der   augenblick- 
lichen Umdrehungsaxe  machen  ($.  407) ,  so  hat  man 

,         P^  r.         9^^  f  ru 

X    =    — ,     y     =z    —^      z    =    --; 

«I  CO  w 

mullipliciert   man  daher  die  Gleichungen  {e)  und  (/)  durch 
— :;,   so  werden  sie 

CO«' 


Ax^  +  By^  +  Cz'^  = 


co2 


A^x'^-^B^y^+c^z'^  _  i^^2 


CO» 


u^ 


und  wenn  man  — ?    aus    diesen   Gleichungen    eliminiert,    so 

CO 

hat  man 

J(h^^Jh)x^'\-B{h^^Bh)y'^^C(l^^Ch)z'^=^o, 
woraus  man  schliefst,  dafs  die  augenblickliche  Umdrehungs- 
axe immer  auf  der  Oberfläche  eines  Kegels  der  zweiten 
Ordnung  bleibt,  den  man  im  Inneren  des  Körpers  bilden 
kann,  wenn  die  Constanten  h  und  h  bekannt  sind.  Dieser 
Kegel  geht  in  eine  Ebene  über,  wenn  das  Quadrat  von  h 
einem  der  Produkte  Ah^  Bh^  Ch  gleich  ist,  er.  wird  ein 
gerader  Kegel  mit  kreisrunder  Grundfläche,  desseli  Axe  eine 
von  den  drei,  auf  diesen  Punkt  sich  beziehenden,  Haupt- 
axen  ist,  so  oft  zwei  von  den  Coefficienten  der  vorherge- 
henden Gleichung  gleich  sind. 

4)  Da  die  Axe  Om  oder  Oz  des  Hauptmomentes  der 
Gröfsen  der  Bewegung  unbeweglich  ist,  so  befindet  sich  die 
Reihe  von  Linien,  nach  welchen  sie,  während  der  Bewe- 
gung,   durch    den  Körper  geht,    auf   einem  Kegel,    dessen 
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Spitze  der  Punkt  O  ist.  Dieser  Kegel  ist  aber,  wie  der 
vorhergehende,  vom.  zweiten  Grade.  Nennt  man  nemlich 
x'\  y\  z"  die  drei  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Axe  O/n,  die  auf  die  Axen  Ojc^,  Oyj ,  Oz^  bezogen 
sind,  und  bezeichnet  man  durch  Ux  den  Abstand  dieses 
Punktes  vom  Anfangspunkte  O,  so  hat  man 

9t »/  f#  «  ff  f.  11 

X     z=:  a   Uly     jy     =  b  Ui,     z"  =  c  Wj, 
und  daher 

Jp  =  —-,      Bq  =   -^,     Cr  =  . 

«1  Ui  «j 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (e)  und 
(/),  so  erhält  man 

-c-  +  -F-  +  -ZT-  =  ''"''' 

und  durch  die  Elimination  von  ui^  findet  man  hieraus 


h^  —  Ah    „.    ,   h^  —  Bh    „„   .    l*  —  Ch    „ 


*"^  +  — 7r^>"»  + 


Z 


2 


A  '         B       ^        '  C 

als  Gleichung  der  Oberfläche  des  Kegels,  von  dem.  die  Rede 
ist. 

5)  Damit  dieser  Kegel  und  der  vorhergehende  nicht  ima- 
ginär werden,  dürfen  die  Gröfsen  k^  —  ^Ä,  k^  —  Bhy 
k^  —  Ch  nicht  alle  drei  dasselbe  Zeichen  haben.  Ist  hier- 
nach A  das  gröfste  und  C  das  kleinste  der  drei  Hauptmo- 
mente der  Trägheit,  so  müssen  die  zwei  Gröfsen  k^  —  Ah 
und  k^  —  Ch  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Je  nachdem 
aber  die  drilte  Gröfse  k^ — Bh  dasselbe  Zeichen  wie  k^-^Ahy 
oder  i* —  Ch  hat,  werden  die  Durchschnitte  der  beiden 
Kegel  Ellipsen  seyn,  die  auf  der  Axe  des  gröfsten  oder  auf 
der  Axe  des  kleinsten  Tiägheitsmomentes  senkrecht  stehen. 
Daher  wird,  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung, 
die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  sich  von  einer  der  zwei 
Hauptaxen  nur  um  in  Gränzen  eingeschlossene  Gröfsen 
entfernen,  und  zu  gleicher  Zeit  wird  diese  Hauptaxe  sich 
auch  nur  um  solche  Gröfsen  von  der  Axe  Om  entfernen, 
die  auf  der  Ebene  des  anfänglichen  Siofses  und  des  Punktes 
O  senkrecht  steht. 
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420. 

Wenn'  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  Ol  (Fig.  3) 
sich  nur  sehr  wenig  von  einer  der  drei  Hauptaxen,  z.  B.  von 
der  Axe  O^i,  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  ent- 
fernt, 80  kann  man  ihre  Lage  und  die  des  Körpers,  in  einem 
beliebigen  Augenblicke,  auf  eine  sehr  einfache  Weise,  und 
ohne  die  elliptischen  Functionen  zu  Hülfe  zu  nehmen ,  be- 
stimmen. Diese  andere  Auflösung  der  Aufgabe  ist  freilich  nur 
eine  genäherte,  jedoch  kann  man  die  Annäherung,  so  weit 
man  will,  treiben.  Diejenige,  mit. der  wir  uns  begnügen  wol- 
len ,  wird  lünreichen ,  um  dasjenige ,  was  in  f.  389  über  die 
mechanischen  Eigenschaften  der  Hauptaxen  gesagt  worden  ist, 
zu  'vervollständigen. 

Wir  haben  (f.  406) 

sin  lOz^  =  ■"    ^^      —  5 

^p2^q2^r2 

da,  nach  der  Voraussetzung,  der  Winkel  lOzi  sehr  klein  ist, 
80  sind  p  und  g  zwei  sehr  kleine  Bruchtheile  von  r.  Ver- 
nachlässigt man  ihr  Produkt,  so  reduclert  sich  die  erste  Glei- 
chung (d)  auf  dr  :=zo  und  giebt  r=zn\  wo  n  eine  willkühr- 
liche  Constante  ist,  welche  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  des 

Körpers  oder  den  Werth  von  yTp^  +  ?^+  T^  ausdrückt, 
indem  man  auch  die  Quadrate  von  p  und.g  vernachlässigt. 
Die  zwei  anderen  Gleichungen  (ß)  werden 

Bdq  -^  {ji—C)npdt  ==  o^     1 
Adp  -|-  (C —  B)  nqdt  =^  o.     \ 
Um  sie  zu  integrieren,  setze  ich 
p  T=  ß  sin  (/z'e-j-y),      q  =  /?'co8  (/z'i^"^')» 
wo  ß,  ß\  y>  ^'    beständige  GrÖfsen    sind.      Substituiert  man 
diese  Werthe   von  p'und   gr.  in  die  Gleichungen  (1)   und  läfst 
alsdann    den   Sinus   oder  Cosinus,    der   ein   gemeinschaftlicher 
Factor  aller  Glieder  ist,  weg,  so  ergiebt  sich 

Bß'n'-^{A—C)ßn=o,    Aßn' —  {B —  C)ß'n  =  o, 
woraus  man  \ 

AB 

ß'  =  a  yTAXA  —  C) 
ß   =  «  sTb  {B  —  C) 
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findet,  wo  a  eine  beständige  Grüfse  ist,  die  ebenso  wie  y, 
willkührlich  bleibt.     Setzt  man  daher,  zur  Abkürzung, 

AB  ' 

SO  ergiebt  sich  hieraus 

p  =  «  yrB{B  —  C)ün{dnt^y), 

q  ^  aV  A{A—  C)  c08(*/i^+y),   ^ 
als  vollständige  Integrale  der  Gleichungen  (1). 

Pro)iciert  man  die  augenblickliche  Axe  Ol  auf  die  Ebene 
dpr  Xx  und  yi  und  nennt  f  den  Winkel,  den  diese  Projection 
mit  der  Axe  der  yi  macht,  so  hat  man 

tang  f  =  "^^ 
aufserdem  reduciert  sich  der  Werth  von  sin  lOzi   auf 

sin  lOzi  =  --   V^p^  +  g^j 

n  * 

bei  dem  Grade  der  Annäherung,  mit  welchem  wir  uns  begnügt 
haben.  Daher  geben  die  vorhergehenden  Werthe  von  p  und 
q  unmittelbar,  in  Jedem  Augenblicke,  die  Lage  der  Umdre- 
hungsaxe  im  Inneren  des  Körpers  an.  Es  sollen  sogleich  die 
hieraus  entspringenden  Folgen  angegeben  werden. 

421. 
Fällt  diese  Linie  im  Anfange  der  Bewegimg  genau  mit 
der  Axe  Ozi  zusammen,  so  mufs  man  p=z:o  und  qzzio 
haben,  wenn  tz=:o  ist;  dies  erfordert,  daTs  die  Constante  u 
Null  sey.  Alsdann  hat  man  beständig  p  =zo  und  q  =  o,.  und 
die  augenblickliche  Axe  Ol  fällt,  während  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung,  mit  der  Axe  Oziy  die  unbeweglich  bleibt,  zu- 
sammen ($•  405).  Hat  daher  der  durch  den  festen  Punkt  O 
zurück  gehaltene  Körper  angefangen ,  sich  um  eine  der  drei 
Hauptaxen  zu  drehen,  die  sich  in  diesem  Punkte  schneiden, 
so  wird  er.  sich  auch  immerfort  um  diese  Axe  drehen,  als 
wenn  er  ganz  fest  wäie ;   dies  ist  der  Satz  des  f.  389. 

Entfernt  sich  aber,  im  Anfange  der  Bewegung,  die  Axe 
Ol  ein  Wenig  von  Ozj ,  so  sind  die  anfänglichen  Werthe  von 
p    und  q,  und   daher   auch    die  Constante  a^  nur  sehr  klein. 
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Damit  aber  die  Werthe  von  p  und  q  immer  sebr  klein  bleiben, 
so  mufs  die  Constante  d  reell  seyn ;  denn ,  ist  sie  imaginär, 
so  geben  eile  in  den  Gleicbungen  (2)  entbaltenen  Sinus  und 
Cosinus,  nach  den  bekannten  Formeln,  in  reelle  Exponential« 
gröfsen  über  und  die  sieb  daraus  ergebenden  Wertbe  von  p 
und  g  wachsen  ynbegränzt  mit  der  Zeit  t.  Die  Realität  von 
d  erfordert,  dafs  das  Hauptmoment  C  das  gröfste  oder  kleinste 
der  drei  Trägheitsmomente  j4,  J?,  C  sey.  Wenn  daber  die 
augenblickliche  Umdrehuiigsaxe  nur  sebr  wenig  von  der  Haupt« 
axe  entfernt  worden  ist,    die  dem  mittleren  Trägheitsmomente 

m 

entspricht,  so  nimmt  diese  Entfernung  mit  der  Zeit  zu  und 
bleibt  nicht  mehr  zwischen  sehr  engen  Gränzen  eingeschlossen, 
und  umgekehrt,  wenn  man  sie  ein  Wenig  von  der  Hauptaxe 
entfernt  hat,  welcher  das  gröfste  oder  kleinste  Trägheitsmo- 
ment entspricht,  so  entfernt  sie  sich  immer  nur  wenig  davon 
und  machj;  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  nur 
sehr  kleine  Schwingungen« 

Es  ist  daher  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den 
drei  Hauptaxen,  die  sich  im  festen  Punkte  O  schneiden«  Nimmt 
man  an,  dals  ^  die  gröfste  und  C  die  kleinste  der  drei  Gröfsen 
^,  B,  C  ist,  so  ist  die  Umdrehungsbewegung  um  die  Axen 
Oxi  und  Ozi  eine  dauernde  und  kann  nur  um  die  Axe  Oyi 
eine  augenblickliche  seyn«  Ist  z.  B«  von  einem  gleichartigen 
Ellipsoide  die  Rede,  das  dui^ch  den  Mittelpunkt  seiner  Figur 
zurück  gehalten  wird,  so  ist  die  Bewegung  um  den  gröfsten 
oder  den  kleinsten  seiner  drei  Hauptdurchmesser  dauernd,  um 
den  mittleren  Durchmesser  dagegen  nicht  dauernd. 

422. 
Ist  die  Bewegung  nicht  dauernd^  so  drücken  die  Formeln 
(2)  auch  die  genäherten  Werthe  von  p  und  q  nur  während 
der  ersten  Augenblicke  der  Bewegung^  und  so  lange  sie  sebr 
klein  sind,  aus,  wie  es  die  Gleichungen  (1),  aus  welchen  sie 
abgeleitet  worden  sind,  voraussetzen.  Um  die  Werthe  von 
p,  ^,  r  in  einem  beliebigen  Augenblicke  zu  erhalten,  mufs 
man  auf  die  strenge  Auflösung  der  Aufgabe  zurückgehen.  Im 
Falle  der  dauernden  Bewegung  werden  die  durch  die  Glei- 
chungen (2)  gegebenen  genäherten  Werthe  von  p  und  q  wäh- 
rend der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  statt  finden,  und  man 
bestinunt  die  der  drei  Winkel  t/^,  ^,  y  auf  folgende  Weise. 
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Icli  nelime^  wie  in  §,  418,  an,  die  Bewegung  werde  durch 
den  Stofs  einer  Masse  /u  hervorgebracht,  deren  Punkte  alle 
die  Geschwindigkeit  p  hatten ,  welche  mit  einer  Linie  FJS 
(Fig.  8.) ,  die  durch  den  Schwerpunkt  von  yw  geht  und  in  der 
Ebene  der  x  und  y  enthalten  ist,  p<irallel  ist.  Die  Gleichun- 
gen (i)  haben,  wie  vorher,  statt,  und  wenn  man  noch  immer 
durch  f  den  Abstand  dieser  Linie  von  dem  Punkte  O  bezeich- 
net, SQ  wird  auch  die  Grofse  i,  die  sie  enthalten,  noch  das 
Moment  /m^J  des  anfänglichen  Stofses  seyn.  Vermittelst  des 
Werthes  r  z=z  n  und  der  Formeln  (2) ,  werden  diese  Glei- 
chungen (i) 

'    n.  •  ji  y(  B  (B  —  C)  ,    .  ft    -   ,    V 

sin  ^  sm  ^  ==  —  a 1—'^  sm  (Sn  t  -f-  y), 

sin  ^  cos  9>  =  —  a  ,  cos  (ßn  *  +  y)j     /        (3) 

Cn 


Da  die  Winkel  &  und  (p  am  Anfange  der  Bewegung  ge- 
geben sind,  so  findet  man,  wenn  man  in  den  zwei  ersten 
dieser  Gleichungen  t:=zo  setzt,  hieraus  die  Werlhe  der  zwei 
Constanten  a  und  y.  Diese  zwei  Gleichungen  geben  alsdann 
die  Werthe  von  (p  und  S'  in  einem  beliebigen  Augenblicke, 
wenn  die  Cx)nstante  n  ebenfalls  -bestimmt  worden  ist.  Die 
Grofse  «  mufs  sehr  klein  seyn,  damit  die  Werthe  von  p  und 
9,  die  durch  die  Gleichungen  (2)  gegeben  sind,  sehr  klein 
sind,  wie  angenommen  wurde.  Dies  vorausgesetzt,  wird  d* 
beständig  ein  sebr  kleiner  Winkel  seyn,  und  die  Hauptaxe 
Oj5i,  von  welcher  sich  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe 
sehr  wenig  entfernt,  wird  sich  selbst  sehr  wenig  von  der  Axe 
Oz  entfernen,  die  senkrecht  auf  der  Richtung  .FJE  des  anfäng- 
lichen Stofses  steht. 

Vernachlässigt  man  das  Quadrat  d-y  so  reduciert  sich  die 
dritte  Gleichung  (3)  auf 

wodurch  man  den  Werth  von  n  erfährt,  der  beinahe  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  aiigenbUckliche 
Axe  seyn  wird. 

Die  dritte  Gleichung  (?)  des  f.  410  reduciert  sich  ebenso  auf 
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ndt  "nz  d(p  —  dxp^ 
woraus  man 

'kjj  z=z  c  -^  q)  —  nt 

findet  9  wo  c  eine  willkührlicLe  Constante  bedeutet,  die  man 
vermöge  der  anfangliclien  Werllie  von  (p  und  t^  bestünmt. 
Diese  lelzte  Gleichung  giebt  alsdann  den  Werlh  von  ^  in 
einem  beliebigen  Augenblicke  an,  wodurch  die  Auflösung  der 
Aufgabe   vollständig  wird. 

423. 

Wenn  der  Körper  zu  den  Rotationskörpern  gehört  und 
O^i  die  Axe  seiner  Figur  ist,  so  hat  man  5  =  -^;  die  erste 
Gleichung  (rf)  reduciert  sich  auf  dr  z=z  o.  Daher  ist  r  eine 
willkührliche  Constante  n ,  und  alle  Formeln  des  f.  420 ,  so 
wie  die  Gleichungen  (3)  sind  streng  richtig. 

Der  Winkel  ^  brauclit  nicht  mehr  sehr  klein  zu  8e3ro, 
in  Folge  der  dritten  Gleichung  (3)  ist  jedoch  sein  Werth  wäh- 
rend der  Bewegung  constant,  so  dafs  die  Axe  der  Figur  des 
Körpers  einen  geraden  Kegel  mit  kreisrunder  Grundfläche  um 
die  auf  «der  Richtung  FE  des  anfänglichen'  Stofses  senkrecht 
stehende  Linie  Oz  beschreibt. 

Bezeichnet  man  durch  e  den  constanten  und  gegebenen 
Werth  dieses  Winkels  ^,  so  hat  man 

fivf  cosfi   =  Cn^ 
um  die  Constante  n  zu  bestimmen.    Vermöge  der  zwei  ersten 
Gleichungen  (3)  hat  man  auch 

um  die  Constante  a  zu  bestimmen,  und  in  Folge  der  Gleichun- 
gen (2)  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  diese  augen- 
blickliche Axe 


sin^« 


seyn  (f.  406),  woraus  sich  ergiebt,  dafs  diese  Geschwindigkeit 
constant  ist,  so  dafs  sich  der  Körper  gleichförmig  drehen  wird, 
und  zwar  entweder,  in  Folge  dieser  Geschwindigkeit,  um  die 
augenblickliche  Axe,  oder,  in  Folge  der  Geschwindigkeit  //, 
um  die  Axe  seiner  Figur. 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  (3)   geben  auch 
.    tang  (p  =i=  tang  {dn  ^  +  y),      rp  =  9nt  -^  y* 
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Die  dritte  Gleichung  (7)  des  f.  410  wird 
ndt  r=  dndt  —  cos  sdiffy 
Avenn   man    durch  c   eine   willkührliche  Constonte  bezeichnet; 
hieraus  findet  man 

{i  —  S)nt  avf 

cos  «  j4 

Daher  ändern  sich  der  Winkel  (p,  der  auf  einer  Ebene, 
die  auf  der  Axe  der  Figur  senkrecht  steht ,  gezählt  wird,  und 
der  Winkel  if/,  der  auf  der  Ebene  des  anfänglichen  Stofses 
und  des  Punktes  O  gezählt  wird,  beide  gleichförmig. 

424. 
Da   man  die  Daperbarkeii  der  Bewegung  um  die  Haupt- 

axen  des  grüfsten  und  kleinsten  Trägheitsmomentes  aus  den 
Gleichungen  (2)  geschlossen  hat,  die  nur  näherungsweise  rich- 
tig sind,  so  könnte  noch  einiger  Zweifel  über  die  Genauig- 
keit dieser  Behauptung  übrig  bleiben.  Man  beweist  aber  die 
Dauerbarkelt  In  voller  Strenge  yermlttelst  der  genauen  Inte-p 
grale  (e)  und  (f)  der  Gleichungen  der  Bewegung. 

Denn  mnltipliclert  man  die  erste  durch  C  und  zieht  sie 
von  der  zweiten  ab,  so  hat  man 

A{J—C)p^^B{ß  —  C)q^  =  P;  (4) 

wo  D  zur  Abkürzung  die  Constaote  h^  —  CH  bezeichnet. 
Entfernt  sich  daher,  Im  Anfange  der  Bewegung,  die  augen- 
blickliche Axe  sehr  wenig  von  der  Hauptaxe  O^i,  so  dafs,  zu 
dieser  Zeit,  die  Gröfsen  p  und  q  sehr  klein  sind,  so  ist  auch 
die  Constante  D  sehr  klein,  woraus  man  den  Schlufs  ziehen 
kann,  dafs  die  Werthe  von  p  und  9,  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung,  sehr  klein  bleiben  müssen,  wenn  die 
zwei  Unterschiede  A  —  C  und  B  —  C  dasselbe  Zeichen  haben. 
Denn,  aus  der  Gleichung  (4)  folgt,  dafs,  wenn  man  Ihre  durch 
Gröfsen,  die  dasselbe  Zeichen  haben,  multiplicierten  Quadrate 
zusammen  addiert,  die  daraus  entspringende  Summe  sehr 
klein  Ist. 

Man  kann  auch ,  in  diesem  Falle ,  Gränzen  der  Werthe 
von  p  und  q  bestimmen,   und  man  sieht,   dafs  man  immer 

D  .     .         D 


P''<-Tm — 7^'    9* 


haben  wird. 
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Haben  aber  ä^e  ÜDterßcbiede  j4  —  C  ^md  jB  -^  C  ver- 
ecbiedene  Zeichen,  und  uinimt  man  noch  immer  an^  dafs  die 
Constante  D  sehr  klein  ist,  so  sieht  man,  dafs  der  Gleichung 
(4)  dennoch  Genüge  geleistet  werden  kann,  ohne  dafs  die 
Werthe  von  p  und  q  beständig  sehr  klein  bleiben  müssen, 
und  wirklich  zeigt  die  Analyse  des  {.  420,  dafs  diese  Werthe 
alsdann  nicht  mehr  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung 
als  sehr  klein  apgenommen  werden  dürfen. 

Uebrigens  sind  die  auf  den  festen  Punkt  O  bezüglichen 
Hauptaxen  die  einzigen  Axen,  welche  im  Inneren  des  Kör- 
pers dieselben  und  in  Ruhe  bleiben  können^  wenn  sie  nicht 
ganz  fest  sind,  wie  man  es  schon  in  }•  389  gesehen  hat.  Dies 
^  folgt  aus  den  Gleichungen  {d)<.  Denn  damit  die  augenblick- 
liche Umdrehungsaxe  immer  dieselbe  Lage  behalte,  müssen 
die  drei  Gröfsen  Py  qy  r  constant  seyn.  Man  hat  daher 
dp=^o,  dq  =  Of  dr=20f  wodurch  die  Gleichungen  {d)  in 
{B^J)pq  =  o,  {A—C)rp  =  o,  {C—B)qr  =  o 
übergehen. 

^Sind  die  drei  Trägheitsmomente  j4j  B^  C  ungleich,  so 
mufs  man,  um  diesen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten,  zwei  der 
drei  Gröfsen  p,  q,  r  gleich  Null  setzen  und  alsdann  fällt  die 
augenblickliche  Axe  mit  einer  der  drei  Axen  Oxi ,  Ofi,  Ozi; 
zusammen.  Sind  zwei  von  diesen  drei  Trägheitsmomenten 
gleich,  so  dafs  man  z.  B.  B  ==  ^  hat,  so  verschwindet  die  erste 
Gleichung,  und  man  leistet  den  beiden  anderen  Genüge,  "vv^enn' 
man  r  =  o  setzt.  Die  augenblickliche  Axe  liegt  daher  alsdann 
in  der  Ebene  der  beiden  Axen  Oxi  und  Oyi ;  man  weifs  aber, 
dafs,  in  einem  solchen* Falle,  alle  in  dieser  Ebene  enthaltenen 
geraden  Linien,  die  durch  den  Punkt  O  gehen,  Hauptaxen 
sind.  Daher  wird  die  unbewegliche  Umdrehungsaxe  noch 
immer  eine  Hauptaxe  seyn.  Ist  endlich  A  =  B  =  C,  so 
sind  diese  drei  Gleichungen  identisch  und  man  kann  die  Wer- 
the von  p,  y,  r,  willkührlich  machen;  in  diesem  Falle  sind 
aber  auch  alle  Linien ,  die  durch  den  Punkt  O  gehen,  Haupt- 
axen. Daher  mufs,  in  allen  Fällen,  die  Umdrehungsaxe,  wenn 
sie  unbeweglich  bleibt,,  eine  Hauptaxe  seyn. 
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III.    Auflösung  eines  besonderen  Falles  der  Umdrehungs- 
bewegung  eines  schweren  Körpers« 

425. 

Wenn  der  feste  Punkt  O  nicht  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  ist  und  man  berücksichtigt  die  Schwerkraft,  so  ist 
es  bis  jetzt  nicht  möglich,  das  System  der  Gleichungen  (7) 
und  (6)  der  ($.410  und  413  zu  iutegrieren,  ausgenommen, 
wenn  der  Körper  ein  Rotationskörper  ist  und  der  Punkt  O 
der  Axe  seiner  Figur  angehört.  Diesen  besonderen  Fall  wollen 
wir  nun  betrachten. 

Man  nehme  an,  die  Hauptaxe  Ozi  sey  die  Axe  der  Figur 
und  man  habe  daher  B  z=z  ^.  Man  setze  ferner,  es  liege  der 
Schwerpunkt  G  des  Körpers  (Fig.  9)  auf  der  Axe  der  posi- 
tiven zi,  so  dafs  man  (f.  413)  a  =  o  und  /?  =  o  hat,,  und  y 
eine  positive  gegebene  Gröfse  ist,,  welche  den  Abstand  OG 
bczeiclmet.  Da  die  Axe  Oz  verlical  und  im  Sinne  der  Schwere 
gerichtet  ist,  so  wird  der  Winkel  &  oder  zOzi  spitz  oder 
stumpf  seyn ,  je  nachdem  der  Punkt  G  sich  unter  oder  über 
der  durch  den  Punkt  O  gezogenen  horizontalen  Ebene  be- 
findet.    In   diesen  beiden  Fällen  werden   die  Gleichungen  (b) 

Cdr  ==  o  j  ' 

^dq — {fi—jf)rpdt  =  yrt"  Mgdt,         C  (l) 

Adp^\c—A)rqdt  =  —  yb'' Mgdt,    ) 
die  Gröfsen  a'  und  &",  die  sie  enthalten,  haben ,  vermöge  der 
Gleichungen  (c),  die  Werlhe 

\     a'  =  —  sin  ^  sin  y ,     6"  =  —  sin  <>•  cos  y. 

Ich  werde  durch  Aequator  des  Körpers  den  Durch- 
schnitt bezeichnen,  der  auf  der  Axe  seiner  Figur  senkrecht 
steht  und  durch  den  Punkt  O  geht.  Sey  ISEN'E'  dieser 
Schnitt  und  NOJS'  die  Linie,  nach  welcher  sie  die  horizon- 
tale Ebene,  die  durch  diesen  festen  Punkt  gezogen  ist,  schnei- 
det. Da  alle  Linien ,  die  durch  diesen  Punkt  gehen  und  in 
diesem  Schnitte  enthalten  sind,  Haiiptaxen  sind,  so  kann  man 
den  Winkel  (p  auf  eine  beliebige  derselben  beziehen,  und  da 
E  ein  bestimmter  iPunkt  des  Körpers  ist,  so  kann  man  für 
(p  den  Winkel  NOE  nehmen.  Der  Winkel  t^,  dessen  Diffe- 
rential in  der  dritten  Gleichung  (7)  enthalten  ist,   wird  durch 
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den  Winkßl  NOx  dargestellt,  welcher  von  einer  festen  Linie 
Ox  aus,  die  wUlkührlicli  durch  die  horizontale  Ebencf  gezogen 
ist,  gezählt  wird.  Man  hat  daher  in  einem  beliebigen  Au- 
genblicke 

giOzi  =  &j     NOE  =  g)f     NOx=^, 

und  es  ist  in  f.  378  hinlänglich  gezeigt  worden,  wie  die  Lage 
des  Körpers,  vermittelst  der  drei  Winkel  ^,  y  und  ^,  un- 
zweideutig bestimmt  seyn  wird. 

426. 

Bezeichnet  man  durch  n  eine  willkührliche  Constante,  so 
hat  man  r  =z /ly  vermöge  der  ersten  Gleichung  (1).  Die  Um- 
drehungsbewegung des  Körpers,  parallel  mit  seinem  Aequator, 
ist  daher  gleichförmig.  Um  die  Richtung  dieser  Bewegung 
zu  bestimmen,  nehme  ich  an,  der  Punkt  N  sey  der  auf- 
steigende Knoten  des  Aequators,  so  dafs  sich,  wenn  der 
Punkt  E  nach  N  kommt,  der  Radius  jEO,  in  Folge  der  Win- 
kelgeschwindigkeit «,  die  alsdann  eine  positive  Gröfse  ist,  über 
die  horizontale  Ebene  erliebt.  Denn  vermöge  der  dritten 
Gleichung  (7)  des  $.410  hat  man 

dq)  =z^  ndt  ^  cos &dyj.  (2) 

Ist  der  Punkt  E  in  JV,  so  ist  der  Winkel  (p  Null  oder 
ein  Vielfaches  von  27t,  und  im  folgenden  Augenblicke  erhebt 
er  oder  senkt  er  sich,  je  nachdem  der  Winkel  ^  zu  oder 
abnimmt  (}.  378).  Damit  sich  daher  der  Punkt  E,  wie  an- 
genommen wurde,  erhebe,  indem  man  blos  die  mit  seinem 
Aequator  parallele  Bewegung  des  Körpers  berücksichtigt,  muls 
das  erste  Glied  von  dq)  positiv  seyn. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  das  zweite  Glied  ebenfalls 
positiv,  so  vergröfsiert  es  den  Werth  von  dqj,  welches  daher 
gröfser  seyn  wird,  als  wenn  der  Knoten  N  unbeweglich  wäre ; 
folglich  wird  seine  auf  den  Aequator  projicierte  Bewegung 
rückläufig  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Bewegung 
des  Körpers,  parallel  mit  dieser  Ebene  slatt  finden.  Das  Ent- 
gegengesetzte tritt  ein,  und  die  Bewegung  des  Knoten  ist  direct, 
wenn  das  zweite  Glied  des  Werthes  von  dtp  negativ  ist.  Wenn 
im  zweiten  Falle  das  zweite  Glied  gröfser  ist  als  das  erste, 
80  ist  der  vollständige  Werth  von  dqi  negativ,  und  der  nach 
A^  gekommene  Punkt  E  wird  sich  uiiler  die  horizontale  Ebene 
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senken,  slatt  sich  über  dieselbe  zu  erheben.  Dies  Terhiudert 
Jedoch  nicht,  dafs  N  noch  immer  der  aufsteigende  Knolen 
bleibt,  wenn  man  die  Bewegung  des  Körper»  um  die  Axe 
seiner  Figur  berücksichtigt.  Dalief  wird  der  Sinn  der  Bewe- 
gung  des  aufsteigenden  Knotens  JV  von  dem  Zeichen  abhängen, 
welches  das  Produkt  von  cos  &  und  d^fj  in  jedem  Augenblicke 
haben  vmd,  und  diese  Bewegung  wird  direct  oder  rückläufig 
seyn,  je  nachdem  cos  t^  und  dip  verscliiedene  oder  dasselbe 
Zeichen  haben. 

427. 
.Addiert  man  die  Gleichungen  (1),  nachdem  man  sie  durch 
c",  h'\  a'  multijDlicierl  hat,  so  heben  sich  die  zweiten  Theile 
der  zwei  letzteren  auf,  und  man  findet,  wie  in  f.  415, 
Cd.rc"  -f"  Ad.qh"  4"  Ad.fa*  =  o. 

Da  nun  rz=inj  c^rzcos-^  ist,  so  hat  man,  mit  Be- 
rücksichtigung der  Werthe  von  a'  und  6",  wenn  man  in- 
tegriert, 

Cn  cos  &  —  A{p  sin  ^  sin  rp  -\-  q  sin  &  cos  (p)  =  /,  (3) 
wo  /  eine  willkührliche  Conslante  ist,  die,  wie  in  dem  er- 
wähnten {.,  das  Moment  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller 
Punkte,  in  Beziehung  auf  die  Axe  Oz,  ausdmckt.  Bei  der 
Bewegung,  die  wir  betrachlen,  ist  daher  das  Moment  dieser 
Gröfsen  der  Bewegung  eine  beständige  Grofse,  jedoch  nur  in 
Beziehung  auf  die  verticale  Axe,  und  nicht  auf  alle  Axen, 
die  durch  den  Punkt  O  gehen. 

Ich  addiere  noch  die  zwei  letzten  Gleichungen  (l),  nach- 
dem sie   mit  -^  und  p  multipliciert  worden  sind.     Dies   giebt 

-^(pdp  -{-  q dq)  =  y  (p sin  19*  cos  y  —  q  sin  d-  sin  rp)  Mgdt. 

In  Folge  der  zwei  ersten  Gleichungen  (7)  des  f.  410  hat 
man  aber 

dd' 

p  sin  ^  cos  (p  —  9  sin  ^  sin  ^  r=  —  sin  -ö*  -7— . 

dt 
Daher  ist 

ji{pdp  +  qdq)  =  —  Mgy  sin  d^dd^, 

und  wenn  man  integriert  und  durch  h  die  willkührliche  Con- 
stante  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  daraus, 

^(p2  -j^  ry2)   =   2  Mgy  cos-d  +  lu  (4) 


i2ü 

Vermöge  der  Gleichungen  (7),  die  eben  angeführt  worden 
sind,  hat  man  aufserdem 

p  sin  &  sin  (p  '\'  q  sin  ^  cos  y  =  sm^  &  — , 

wodurch  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  folgende  unigeändert 
werden  können 

Cn  cos-ö-  —  ^8in2*  -^  =  l 

*"  >         (5) 

Die  Gleichungen  (2)  und  (5)  geben  die  Werlhe  von  di, 
dyj,  d(p,  von  welchen  jede  in  der  Form  FS^d&  enthalten  ist. 
Man  braucht  also  nur  diese  drei  Differentialformeln  zu  inte- 
grieren, um  die  Werthe  von  tj  \p^  (p,  in  Functionen  von  & 
ausgedrückt,  zu  erhalten;  ihre  drei  Integrale  werden  sich 
aber,  in  allen  Fällen,  auf  elliptische  Functionen  reducieren. 
Ohne  aber  diese  Functionen  zu  Hülfe  zu  nehmen,  kann  man 
auch  Näherungswerthe  von  V',  9?,  i^,  in  Functionen  von  t 
ausgedrückt,  bei  den  Beispielen,  die  ich  später  geben  werde, 
erhalten^  wenn  man  die  drei  willkührlichen  Constanten  /z,  /,  ä, 
welche  die  vorhergehenden  Gleichungen  enthalten,  bestimmt 
hat.  Die  drei  neuen  Conslanten,  welche  in  ihren  Integralen 
enthalten  seyn  w^erden,  können  aus  den  Werthen  von  ^,  90,  'd-, 
die  ^=0  entsprechen,  bestimmt  werden.  Der  Wer  th  von - 
S-  ist  gegeben,  und  man  kann,  wenn  man  wdll,  als  Anfangs- 
werthe  von  t^  und  (p^  ifj^=^o  und  (pz=:o  setzen. 

428. 

Wie  auch  die  Gröfsen  der  Bewegung,  welche  alle  Punkte 
am  Anfange  der  Bewegung  haben,  beschaffen  seyen,  so  wird 
immer  ihr  Hauptmoment  in  Beziehung  auf  den  Punkt  O  und 
die  Richtung  seiner  Axe  vermöge  der  Stöfse,  die  man  in  die- 
sem Augenblicke  auf  den  Körper  ausgeübt  haben  wird,  be- 
kannt seyn,  welchen  diese  unbekannten  Gxöfsen  der  Bewegung, 
in  dem  ilu'en  Richtungen  entgegengesetzten  Sinne  genommen, 
das  Gleichgewicht  halten  müssen  (f.  353). 

Nach    der  Regel    deis   $.  281    zerlege  ich    dieses  Hauptmo- 
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ment  in  drei  andere  Momente ,  deren  rechtwinklige  Axen  der 
Tbeil  Ozi  der  Axe  der  Figur  ist,  die  den  Schwerpunkt  G 
enthält,  ferner  eine  auf  Ozi  senkrechte  und  in  der  verticalen 
V  Ebene  der  Oz  und  Ozi  enthaltene  Linie,  und  eine  horizontale 
Linie,  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht.  Da  diese  drei 
Linien  Hauptaxen  sind,  so  ist  der  Werlh  des  Momentes  in 
Beziehung  auf  O^i,  nach  {.409,  Cr  oder  C/z.  Hierdurch 
würde  man  also  den  Werlh  von  n  erfahren;  ich  nehme  aber 
im  Gegentheile  an,  dafs  diese  Geschwindigkeit  dii^ect  bekannt 
ist  und  nehme  Cn  für  dieses  Moment. 

Ich  bezeichne  durch  /e  das  Moment  in  Beziehung  auf  die 
zweite  Axe  und  durch  m  das  Moment  in  Beziehung  auf  die 
horizontale  Axe,   so  dafs  der  Anfangswerlh  des  Hauptmomen- 

4es  yC^n^  4-/*^+/i*^  seyn  wird;  da  Bz:zu4  und  rz=:n 
ist,  so  ist  sein  Quadrat,  in  einem  beliebigen  Augenblicke, 
^^(P^+?^)+ C^AJ^  (J.409).  Nennt  man  daher  »den 
Anfangswerth  des  Winkels  ^,  so  hat  man,  in  Folge  der  Glei- 
chung (4), 

(2  Mgy  cos  a  -}•  '0  -^  =  /*^  +  "^^ 
im  Anfange  der  Bewegung,   woraus  sich 

1i  =  ' — ^ .  —  2  Mg  y  cos  a 

ergiebt.  Die  Axe  des  durch  /«  bezeichneten  Momenles  macht 
mit  Oz  einen  Winkel,  der  gleich  a  +  90^  ist;  da  die  Axe 
des  Momenles  m  auf  dieser  Verticalen  senkrecht  steht,  so  hat 
dieses  Moment  auf  das  in  Beziehuiig  auf  Oz  genommene  Mo- 
'  ment  /  keinen  Einflufs.  Wir  haben  daher,  vermöge  des  all- 
gemeinen Ausdruckes  von  j?  in  ^.  281 ,  einfach 

l  z=z  dl  cos  a  —  jte  sin  «. 
Man  mufs  nicht  vergessen  ,  dafs  in  diesen  Werllien  von 
h  und  /,  der  Winkel  «spitz  oder  stumpf  seyn  mufs,  je  nach- 
dem im  Anfange  der  Bewegung  der  Schwerpunkt  G  des  Kör- 
pers sich  unter  oder  über  der  horizontalen  Ebene,  die  durdi 
den  Funkt  O  geht ,  befindet. 

429. 
Um  diese  verschiedenen  Formeln  zu  bewahrheiten,  nehme 
ich  an,    dal's   die  Masse  des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte 
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vereinigt    ist    und  sich    io   ein    einfaches   Pendel    verwandelt, 
dessen  Länge  y  sejn  wird« 

^  In  diesem  Falle  braucht  man  den  Winkel  9>  nicht  zu 
betrachten  und  die  Bewegung  hängt  blos  von  den  Winkeln  tfj 
und  &  ab«  Hat  der  materielle  Punkt  G^  am  Anfange  der 
Bewegung 9  eine  .Geschwindigkeit  h'  erhallen,  die  senkrecht 
auf  GO  und  in  der  Ebene  GOz  gerichtet  ist,  und  eine  Ge- 
schwindigkeit if  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  ist,  so  hat  man 

p  =  Myhy    pi  =  Myh\ 
Auch  hat  man 

hieraus  folgt 

h  =  (ife2^/.'2  —  2gy  cos«)  M,     l  =  —  Myt  sincc'j 

die  Gleichungen  (5)  werden 

^  dt 

y2(sin2^^+^  =  i«  +  r2  +  2^Kcos^--cos«), 

und  es  ist  leicht,    sie    mit    den  Gleichungen    (6)   und   (6)   des 
§,  205  in  Uebereinstimmung  zu  bringen. 

Die  erste  mit  \ydt  multipUciert,  deutet  an,  dafs  die  wäh- 
rend der  Zeit  dt  um  den  Punkt  O  durch  die  horizontale 
Projection  des  Radius  Vector  GO  des  Körpers  beschriebene, 
Fläche  constant  und  dem  Anfangswerthe  ^  yh  sin  a  gleich 
ist.  Das  erste  Glied  der  zweiten  ist  das  Quadrat  der  Ge* 
schwindigkeit  dieses  materiellen  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t, 
und  da  ife^  -j-  i'^  das  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit  am 
Anfange  der  Bewegung  ist,  so  ist  diese  Gleichung  die  Formel 
des  {.  l59. 

430. 
Betrachtet  man  einen  Körper,  der  sich  nicht  auf  einen 
materiellen  Punkt  reduciert,  und  man  bringt  den  Körper  aus 
seiner  Lage  des  Gleichgewichtes,  giebt  ihm  eine  Umdrehungs- 
geschwindigkeit um  die  Axe  seiner  Figur  und  überläfst  ihn 
alsdann  sich  selbst,  so  werden  die  zwei  Gröfsen  /*  und  m 
Null  seyn,  und  man  hat 

,  /  ==  Cn  cos«,    7a  =  —  2Mgy  cos«* 
Die  Gleichungen  (5)  werden 
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8111*  d-j-    =    -j  (C08*— C08«),/ 

In  Folge  der  zweiten  ist  der  Unterscbied  cos  &  —  cos  a 
immer  positiv^  in  Folge  der  ersten  ist  dies  bei  dem  Differen- 
tiale d^  ebenfalls  der  FaU^  dalier  Avii^d  ((.  426)  die  Bewegung 
des  aufsteigenden  Knotens  N  direct  se^rn^  wenn  cos  &  negativ 
ist^  was  voraussetzt,  dafs  der  Schwerpunkt  G  über  der  ho- 
rizontalen Ebene  liegt^  die  durch  den  Punkt  O  geht;  diese 
Bewegung  wird  aber  rückläufig  seyn,  wenn  G  miter  dieser 
Ebene  liegt,  wai  dem  positiven  Werthe  von   cos  d"  entspricht« 

Ist  n  Null,  so  wird  das  Differential  dtfß  und  daher  auch 
das  durch  die  Gleichung  (2)  gegebene  Differential  dtp  Null 
seyn;  die  Winkel  ff}  und  ^  sind  daher  constant  und  können 
gleich  Null  gesetzt  werden.  Die  Bewegung  geht  in  die  eines 
gewöhnlichen  Pendel«  über,  das  um  eine  horizontale  Axe 
schwingt,  in  Beziehung  auf  welche  das  Trägheitsmoment  ji 
ist,  und  wenn  man,  in  der  zweiten  Gleichung  (6),  dtp^:zo 
setzt,  so  geht  sie  wirklich  in  die  Gleichung  (a)  des  (•  394 
über,  wenn  man  in  dieser  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich 
Null  setzt* 

Die  Elimination  von  -r-   aus   den   zwei  Gleichungen  (6) 

dt 
giebt 

8in2^— ^  =  -^  [8in2^-2/J2(cos*— co8«)](cos*-co»a),  (7) 
wenn  nian,    zur  Abkürzung, 

A  ^  X'  A^  ~  X 
Setzt,  yifo  noch  zu  bemerken  ist.,  dafs  A  die  Länge  des  ein- 
fachen Pendels  ist,  welches  seine  Schwingungen  in  derselben 
Zeit,  wie  der  betrachtete  Körper  vollenden  würde,  wenn  die 
Geschwindigkeit  n  Null  wäre.  Zu  gleicher  Zeit  wird  die  erste 
Gleichung  (6) 

sin  2^--^    =    2  8  /^l.  (cos  ö^  — cos«),  (8) 

du  y   '     X 

wenn  man  ß  als  eine  positive  und  gegebene  Gröfse  ansieht. 
Die  Naherungswerthe  von  *  und  /,  welche  man  aus  den 

9* 
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• 

GleichungeB  (7)  und  (8)  findet,  und  der  von  y),  welcher  sich 
aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt,  lassen  sich  leicht,  in  den  zwei 
Fällen,  mit  welchen  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen,  unter 
endlicher  Form  ausdrücken. 

431. 
Ich  setze  ziierst,  der  Theil  Ozi  der  Axe  der  Figur,  wel- 
cher den  Schwerpunkt  G  des  Körpers  enthält,  habe  sich  nur 
wenig  von  der  verticalen  Linie  Oz,  im  Anfange  der  Bewegung, 
entfernt,  so  dafs  der  Winkel  a  sehr  klein  ist.  Der  Winkel 
S"  wird  es  ebenfalls  seyn ,  weil  man  immer  cos  d-  >  cos  a 
hat,  und  wenn  man  die  vierten  Potenzen  von  a  und  &,  in 
den  EntWickelungen  von  cos  a  und  cos  d",  vernachlässigt,  so 
werden  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  d^fs  -^j  welches  immer  positiv 

seyn  mufs  ($.378),    nie   gröi'ser  als  a  ist,   und  nicht  kleiner 

ß  a  , 

al»  seyn  wird.     Lost  man  sie  in  Beziehung  auf  dt 

auf,    so  hat  man 

:=!^    f/   L  d-dd- 
dt  =  ^ 


wo  man  immer  den  Nenner  als  eine  positive  Grofse  ansieht 
und  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je  nachdem  ß  zu 
oder  abnimmt. 

Um  die  Integration  zu  erleichtern,  setze  ich 

S-  =:  a  siaUf     d&  =  a  cos  udu^ 

so  ergiebt  sich  hieraus 

m/"^  ,  d .  cos  u 

f^  2,dt  =:   zlz 

Integriert  män^   so  hat  man  daher     . 
t  //^±  V"l+/*2  =  c  =»=  arc(sin  =  V  i  +  ß'^  cos//). 


133 

WO  e  .die  wüIkiUirliche  Constante  ist.  Für  t  z=:o  hat  man 
d-  ^=.  a  und  cos  u  r=:  o ;  der  Winkel,  welcher  dem  Sinus  Null 
entspricht,  ist  Null  oder  ein  Vielfaches  von  n*  Man  hat  daher 
c  =  in,  wenn  man  durch  i  eine  ganze  Zahl,  die  positiv,  ne- 
gativ oder  Null  sejn  kann ,  bezeichnet,  und  wenn  man  wieder 
statt  cosa  seinen  Werth  setzt,  so  hat  man 

t  /^  yTl+J^  =  I yr  ^  arc  (sin  =  ^L±£l  yf  a^^&^^ . 

Sa 
Da  der  Winkel  anfänglich  von  &  =  a  bis  ^zr  - 

VI  +fi^ 

abnimmt,  so  nimmt  man  das  positive  Zeichen  und  setzt  i=:o, 

da    er   nachher   von    diesem    letzten   Werthe    an    bis    ^  =  a 

wächst,   so  nimmt  man  das  untere  Zeichen   und  setzt   i  zu  ij 

ßa 
indem   er  nun    wieder   von  ^  =  a   bis  ^  =     ^^  ab- 

nimmt,  so  nimmt  man  das  obere  Zeichen  und  setzt  £=2 
u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  mufs  man  die  willkührliche  Con- 
stante bestimmen,  welche  zu  einem  Kreisbogen  hinzu  addiert 
wird,  den  man  als  eine  Function  seines  Sinus  ansieht;  es  ist 
aber  einfacher,  vor  .dieser  Bestimmung,  vom  Bogen  zum  Sinus 
über  zu  gehen. 

In  einem  beliebigen  Augenblicke  hat  man,  vermöge  der 
vorhergehenden  Gleichung, 

^2  =  «2  _  .^  3i„2^  yi^±m. 

Nennt  man  T  die  Zeit,  während  welcher  der  Winkel  >& 
von  seinem  gröfsten  Werthe  a  zu  seinem  kleinsten  Werthe, 
der  unmittelbar  folgt,  übergeht,  oder  von  seinem  kleinsleu 
zu  seinem  gröfsten  zurück  kommt,  so  findet  man  daraus 


Vermittelst  dieses   Wertlies   von  &^  wird  der  von   dt}), 
welcher  durcb  die  zweite  Gleichung  (9)  gegeben  ist, 

dtp  =  = -  /?A^4  dt-, 

/J2-HC0S2* //«:<♦  +  '''>  * 
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integriert  man,   und  setzt  ^  =  o,   wenn  ^  =0  ist,  so  findet 
man  hieraus 


!(;  =  arc     tang  = —  ßt  l/  Ä , 

welche  Formel  die  rückläufige  Bewegung  des  aufsteigenden 
Knotens  iV  auf  der  horizontalen  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
O  geht,  bestimmt*  Ist  die  Constante  ß  nicht  Null,  so  sind 
die  Werthe  des  in  dieser  Formel  enthaljienen  Bogens, 

arc  (tang  =  OO)  =  i  ^9      sirc  (tang  =  o)  z=:  77, 

arc  (tang  =  —  OC)  =  |  tt  , 
am  Ende   des   ersten,  zweiten,   dritten   u.  s.  w.  Zeitraiuns  71 
Daher  wird  der  Bogen,  den  der  Punkt  JV  wahrend  des  ersten 

Zeitraums  T  durchlauft, 

_  \  nß 

VT+  ß^ 
seyn ;    während  der  zwei  ersten  Zeiträume  T  ist  er 

^   _  ^ß 

am  Ende  der  drei  ersten  hat  man 

^  =  |yr  —  ^  . . , 

U.S.  w.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Bogen >  welche  der  Knoten 
iV,  während  der  auf  einander  folgenden  Zeiträume  Ty  durch- 
lauft, alle  unter  einander  gleich  sind  und  ihr  gemeinschaft- 
licher Wertli 


\  n 


(ß  +  y/^^+ß^)  V^i+/J^ 

ist,    welcher  Werth  desto  geringer  seyn  wird,    je  gröfser  die 
Constanze  ß  ist. 

Was  den  Werlh  von  ^  betrifft,  so  hat  man,  wenn  man 
das  Quadrat  von  S-  in  der  Gleichung  (2)  vernachläfsigt ,  und 
ijp  =z  o  setzt,   wenn  ^  =  o  ist, 

(p  z=z  nt  '^  yjf 
wodurch   die   Lage   des   Körpers   in   einem  beliebigen  Augen-» 
blicke  bestimmt  wird. 


ir 
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432. 
Wie  nun   der  Winkd   o   beschnffen  sey,    so  nehme  man 
immer  an,   der  Wibkel  &  bleibe  beinahe  constani,    und  sey 
daher  sehr  wenig  von  er,  während  der  ganzen  Dauer  der  Be« 
wegung,   yerschieden.     Man  setze  daher 

^  z=:  o  —  w,      d&  =  —  du 

und  betrachte  u  wie  eine  sehr  kleine  Veränderliche«  Ver- 
nachläfsigt  man  die  Potenzen  yon  u^  die  höher  als  die  zweite 
sind,  so  hat  man 

$in^&  =  sin^a  —  i^sin2a  +  M^cos2a, 
cos  ^  —  cos  a  =  i^  sin  CK  —  iu^  cos  a, 
und  bei  diesem  Grade  von  Annäherung  giebt  die  Gleichung  (7) 

-   -^^=  2i^sin«  -  a2(cos«  +  4/?2), 

woraus  man 

.    du 


f/l.dt  = 


^    ,  V^2wsina  — tta(cosa  +  4/y2) 

findet* 

Integriert  man,  und  bemerkt,  dafs  uzizo  bt,  wenn  ^=ro 
ist,   so  erhält  man 

t  y    ä.  (cos  a  +  4  yy*)  =  arc  |  cos  rrl 2i — ! — £-—'  1 

^      X   "^  I      /    /  L  sin«         J 

und  daher 

«  = "V^^2  r*-cos^  /^(cos«+4/J2)T 

cosa+4/y*  L  '^       X  ^  I       I-  / j 

Damit  die  Veränderliche  u  immer  sehr  klein  sej,  wie  ich 
angenommen  habe,  mufs  ß  sehr  grofs  seyn,  was,  im  Allge- 
meinen, erfordert,  dafs  man  dem  Körper  eine  sehr  grofse 
Umdrehungsgeschwindigkeit,  um  die  Axe  seiner  Figur,  gegeben 
habe.  Man  kann  alsdann  4/9^  an  die  Stelle  yon  cos  a  -f*  ^ß^ 
setzen  und  hat  einfacher 

u  =  ^^ — —  sin  a  sin  *  /J  ^  y    £. . 
2/*2  ^      ^       X 

Setzt  man  a  —  u  an  die  Stelle  yon  S"  in  die  Gleichung 
(8),  vernachlässigt  das  Quadrat  von  u  und  nimmt  an,  daCs 
der  Winkel  a  nicht  Null  sey,  wonach  man  den  beiden  Thei- 
len  der  Gleichung  gemeinschaftlichen  F'actbr  sin^a  weglassen 
kann,  so  hat  man 


dt  ft     '^      i  ^     '       i 


In  Fotj^e  der  Gleicliuug  (2)  liat  maa,  z»  gleicher  Zeit, 

y  =:  n  i  -}-  ^  cos  a , 

weiiD    mau    anuimml,    dafg   die  Winkel    ^  und  ^  im  ADfange 

der  Bewegung  Null  siad,  tiud  die  Lage  des  Hürpers,  in  einem 

beslininilcn  Augenblicke,  wird  vollkommcD  bestimmt  seyn. 

Aus^  =  B  —  «  und  diesem  Werihe  von  ^  ergiebt  eicli, 
'  1)  dafs ,  wenn  der  in  Rede  stehende  Körper  eine  sehr  grofse 
Umdrehungsgeschwindigkeit   um  die  Axe  seiner  Figur  erhalten 
luit ,    nachdem  diese  Linie  aus  der  verlicalen  Richtung  heraus- 
den    ist,    sein  Aequator   eine  beinahe   beständige 
^er  horizontalen  Ebene,   die  durch  den  Punkt  O 
id  iler  ganzen  sich  daraus  ergebenden  Bewegung, 
lafs  zu  gleicher  Zeit  der  Durchschnill  der  beiden 
beinahe   gleichfürmige    Bewegung    annimmt,    die 
sehr  langsam  im  VerhältniTs  zur  Umdrehung  des  Körpers  und 
direct   oder  rückläufig  ist,   wie   schon   (f.  430)  gesagt  wurde, 
je    nachdem    der  Schwerpunkt    des  Körpers    über    oder    unter 
der   horizontalen    Ebene   liegt.      Sobald    der   Winkel    a    nicht 
Null  ist,  so  ist  der  Winkel  ^  und  die  Bewegung  des  Knotens 
unabhängig   von   seiner  Grüfse.     Die  Ungleichheit  u  der  Nei- 
gung des  Aeqiiators   und   die,   welche   in   der  Bewegung   des 
Knotens    stalt  hat ,    sind   desto  weniger  merklich  ,    je  schneller 
die  Umdrehung  und  je  grüfser  die  Zaiil  ß  ist. 

In  vielen  physikalischen  Sammlungen  findet  man  eine  Ma- 
schine von  Boh nenb erger ,  welche  alle  Umstände  dieser  Um» 
dreliungsbewegiing  genau  darsfelll,  ebenso  wie  die  Athood'sche 
M^chine  alle  Umstände  der  Bewegung  schwerer  Körper  vor 
Augen  legt.  Die  Umdrehungsbewegimg  wtcil  vermittelet  eines 
um  den  Aequator  des  Körpers  geschlungenen  Fadens  hervorge- 
bracht, der  an  einen  seiner  Punkte  befestigt  iel  und  wie  beiut 
Kreiselspi^le  schnell  abgewickelt  wird. 
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Man  bemerke y  dafs,  wenn  a  Null  Ist,  auch  i^*  Null  ist, 
wodurch'  die  Gleichung  (8)  identisch  wird  und  der  Winkel 
ip  unbestimmt  bleibt;  der  Winkel  (p  —  ipy  welcher  gleich  nt 
ist,  giebt  alsdann  die  Bewegung  des  Körpers  um  die  Axe  seiner 
Figur  an^   welche  immer  vevtical  bleibt. 
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Ffioftes   Kapitel. 

lieber  die  Beilegung  eines  festen  pöllig  freien  Körpers. 

433. 
Um  »ich  mit  gröfserer  Leichtigkeit  die  Bewegung  eines 
festen  Kürpers  im  Räume  vorzustellen,  substituiert  man  statt 
derselben  zwei  andere  Bewegungen,  eine  Umdrehungsbe- 
wegung um  einen  der  Funkte  des  Körpers  und  eine  alleü 
Punkten  gemeinschaftliche  fortschreitende  Bewegung.  Dies 
kommt  offenbar  darauf  zurück,  die  Geschwindigkeit  jedes  Punk- 
tes, in  einem  beliebigen  Augenblicke,  als  die  aus  zwei  anderen 
Geschwindigkeiten  zusammengesetzte  anzusehen,  von  welchen 
eine  der  des  Punktes ,  den  man  als  Mittelpunkt  der  Umdre- 
hungsbewegung annimmt,  gleich  und  parallel  ist,  und  üie  an« 
dere  jedem  Punkte  des  Körpers  besonders  angehört.  Berück- 
sichtigt man  blos  die  besonderen  Geschwindigkeiten,  so  dreht 
sich  der  Körper  um  den  Mittelpunkt  wie  um  einen  festen 
Punkt,  und  in  Foige  der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit^ 
werden  alle  Punkte  im  Räume  durch  eine  gemeinschaftliche 
Bewegung  fortgeführt,  die  auf  keine  Weise  die  Umdrehungs- 
bewegung ändert. 

Die  fortschreitende  Bewegung  kann  auch  eine  Bewegung 
um  einen  anderen  ruhenden  oder  in  Bewegung  befindlichen 
Körper  seyn.  So  oft  eine  Fläche ,  oder  ein  bestiminter  Schnitt 
de&  Körpers,  immer  sich  sdbst  parallel  bleibt,  ist  keine  Um- 
drehung vorhanden  ;  dagegen  findet  eine  Umdrehung  zu  glei- 
cher Zeit  mit  der  fortschreitenden  Bewegung  statt,  wenn  der 
Körper  beständig  dem  Centralkörper  dieselbe  Seite  zukehrt. 
Dieser  zweite  Fall  findet  bei  der  Bewegung  der  Trabanten  um 
ihre  Planeten  statt.  Der  Mond  kehrt  der  Erde  beständig  die- 
selbe Seite  zu,  und  der  Radius  Vector,  der  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  nach  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  geht,  trifft  immer 
die  Oberfläche  des  Trabanten  in  demselben  Punkte*  (f.  141). 
Hieraus  folgt,  dafs  die  Umdrehung  des  Mondes  um  seine  Axe 
und  seine  Bewegung  um  die  Erde  in  derselben  Zeit  vollendet 
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werden  9  welcLe  27^32166  Tage  beträgt.  In  LapIaceV  Mt^ca- 
nique  Celeste  wird  bewieset,  dafs  die  GleichLeit  dieser  z\vei 
Bewegungen  immer  fortdauern  wird^  wiewohl  seine  Bewegung 
lun  die  Erde  immer  schneller  wird  ({•  244)  ^  so  dafs  die  Um« 
drehungsbewegung  um  seine  Axe  ebenfalls  beschleunigt  wird, 
wovon  Laplace  die  Ursache  nachgewiesen  hat* 

So  lange  man  nur  die  Zerlegung  der  Bewegung  eines 
Körpers  in  zwei  einfachere  und  leichter  zu  begreifende  Be- 
wegungen beabsichtigt,  kann  man  den  Mittelpunkt  der  Umdre- 
hungsbewegung nach  Belieben  wählen.  Will  man  aber  diese 
zwei  Bewegungen  wirklich  bestimmen,  so  soll  im  Folgenden 
der  Schwerpunkt  des  Körpers  für  diesen  Funkt  genommen 
werden,  weil  man  alsdann  diese  zwei JBewegungen,  im  ersten 
Augenblicke,  unabhängig  von  einander  bestimmen  kann,  und 
es  ebenso  in  vielen  Fällen,  während  ihrer  ganzen  Dauer  seyn 
wird.  Durch  die  Wahl  dieses  Mittelpunktes  der  Umdrehung 
werden  die  Differentialgleicliungen  der  zwei  Bewegungen  im- 
mer einfacher,  wie  in  der  Folge  gezeigt  werden  soll. 

434. 
Man  nenne  6  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  M  seine 
Masse  und  dm  ein  Element  von  M.  Seyen  ferner,  am  Ende 
der  Zeit  ^,  die  vom  Anfange  der  Bewegung  gezählt  wird,  Xj 
y^z,  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  dieses  materiellen 
Punktes  und  Xi^  y^  «i ,  die  des  Punktes  G ,  in  Beziehung 
auf  dieselben  Axen.     So  hat  man 

Mxi  =i  fxdmy     Myi  = /ydiriy    Mzi  =z/zdmy 
indem  man  die  Integrale  auf  die  ganze  Masse  ausdehnt.     Dif- 
ferentiiert  man  diese  Gleichungen  in  Beziehung  auf  t,  so  kann 
man  diese  Operation  unter  dem  Integrationszeichen  ausführen. 
Auf  diese  Weise  hat  man  ^ 

und  um  daraus  die  Seitengeschwindigkeiten  der  anfänglichen 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  zu  finden ,  ist  es  hinrei- 
chend, die  Werthe  dieser  letzteren  Integrale  im  Anfange  der 
Bewegung  zu  kennen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehme  man  an,  es  erhielten  zu  dieser 
Zeit  die  Th^ite  //,  /t',  /i". . .  von  Af,  Geschwindigkeiten,  welche 
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für  alle  Ptuikte  eines  jeden  dieselben  sind  und  die  wir  dnrcli 
i/j  ff\  v\..  bezeichnen  werden,  so  dafs  sie  die  Gröfsen  der 
Bewegung  fnif^  /^V',  /e'V". ..  annehmen  würden,  wenn  sie 
frei  wären.  Vermöge  des  Princips  des  §•  353  mufs  das  Gleich- 
gewicht zwischen  diesen  Gröfsen  der  Bewegung ,  die  in  dem 
iliren  Richtungen  entgegengesetzten  Sinne  genommen  werden, 
und  denjenigen,  welche  wirklich,  im  ersten  Augenblicke,  alle 
Funkte  des  Körpers  annehmen,  und  die,  den  Axen  der  Xy  y^  "z 

parallel,   die  Anfangswerthe  von  -; — am,    -y-dm,    --- am^ 

dt  dt  dt 

in  Beziehung  auf  das  Element  c?m,  seyn  werden,  statt  finden. 
Da  aber  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  Uy  v',  i^"u*8.w. 
gegeben  sind,  so  kann  man,  diesen  Axen  parallel,  die  ihnen 
entsprechenden  Gröfsen  der  Bewegung  zerlegen.  Bezeichnet 
man  daher  durch  P^  Q,  H  die  Summen  dieser,  nach  den 
Richtungen  der  positiven  x ,  y^  z  zerlegten  Gröfsen ,  und  be- 
merkt, dafs,  nach  der  Voraussetzung,  die  Bewegung  völlig 
frei  ist,  so  mufs  man,  damit  das  erwähnte  Gleichgevricht  statt 
finden  kann, 

für  den  besonderen  Wmli  tzizo  haben.  Die  Gleichungen 
(1)  werden  daher 

am  Anfange  der  Bewegung,  und  man  findet  daraus,  dafs  die 
Allfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunktes,  der  Gröfse  und 
Richtung  nach,  dieselbe  seyn  wird,  als  wenn  die  ganze  Masse 
31  des  Körpers  in  demselben  concentriert  wäre,  und  alle 
Gröfsen  der  Bewegung  fiv,  i^'vy  //V...  oder  die  aus  ihnen 
durch  Zerlegung  entstandenen  P,  Q^  R  dort,  parallel  mit 
ihren   bezüglichen  Richtungen,   angebracht  wären. 

435. 
Man  kann  annehmen,  dafs  /r,  ftj  /t"  «.  s.  w.  die  Masseti 
der  von  den  Geschwindigkeiten  i^,  f'',  %>"..•  getriebeneu  Körper 
sind,    welche   gleichzeitig  einen  anderen  ruhenden  Körper  ge- 
troffen  haben  und   mit   demselben    verbunden   bleibend,    eine   . 
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Masse  M  gebildet  haben,  deren  Schwerpunkt  G  die  Geschwin- 
digkeit angenommen   hat^    deren    drei-  Seitengeschwindigk eilen 

ilx\ 
die   durch  die  Gleichungen  (2)  gegebeneu  Werthe  von   -7—? 

dyi     dzi  # 

-^,    — r-   sind. 
dt       dt 

Die  Aufgabe  wäre  eine  andere,  wenn  die  stofsendeu  Kör- 
per nicht  nach  den  StÖfsen  mit  dem  gestofsenen  Körper  in 
Verbindung  blieben.  Man  denke  sich,  eine  ruhende  Masse 
M  werde  durch  einen  anderen  sich  bewegenden  Körper  ge- 
slofseu ,.  welcher  M  in  einem  einzigen  Punkte  JE^  (Fig.  10) 
seiner  Oberfläche  trifft.  Man  nelune  aufserdem  an,  daiis  wah- 
rend der  Dauer  des  Stofses  der  eine  Körper  durdiaus  nicht 
über  den-  anderen  weggleitet,  oder  wenigstens,  w-enn  eine 
Glcilling  von  geringer  Ausdehnung  statt  finden  sollte,  abstra- 
hiere man  von  der  beträchtlichen  Reibung,  welche  sie  her- 
vorbringen kann  {§•  353).  Endlich  nehme  man  an,  e$  sey 
JEJF  die  im  Punkte  JE  auf  der  Oberfläche  von  M  senkrecht 
stehende  Linie,  die  im  Inneren  des  Köq)ers  enthalten  ist.  In 
einem,  anderen  Kapitel  wird  man  sehen,  dafs  die  Bewegung 
von  M  dieselbe  ist,  als  wenn  ein  gewisser  Theil  7^  der  Masse, 
dessen  Schwerpunkt  auf  JSJ^'  liegt ,  nach  dieser  Richtung,  eine 
allen  seinen  Punkten  gemcinscliaftliche  Geschwindigkeit  u  er- 
hält. Daher  ist  die  Linie  JBF  die  Richtung  des  Stofses  und 
seine  Intensität,  d.  h.  die  Gröfse  der  Bewegung  /LtP  wird,  in 
diesem  Kapitel,  aus  der  Bewegung  des  stofsenden  Körpers  und 
der  Gestalt  der  beiden  elastischen  oder  unelastischen  Körper 
bestimmt  werdem 

Dies  vorausgesetzt,  nennt  man  nun  f^  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Schwet^u^kt  G  von  M  annimmt,  so  wird 
sie  nach  der  Linie  GD,  die  JEF  parallel  ist,  gerichtet  seyn 
und  ihr  Werlh  wird  das  Verhältnifs  von  fiP  zu  M,  seyn,    so 

dafs  man 

MV  =  fiP 

hat,  Ist  linigekehrt  die  Geschwindigkeit  V  des  Schwerpunk- 
tes durch  Beobachtung  gegeben  und  man  multipliciert  sie  mit 
M,  so  hat  man  die  Gröfse  der  Bewegung,  welche  dem  ge- 
stofsenen Körper  nach  dem  inneren  Theile  der  auf  der  Ober- 
fläche senkrecht   stehenden  durch   den  Punkt  Ey  in    welchem 
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der  Stofä  statt  hat,  gezogenen  Linie  mitgetbellt  vrorden  ist, 
welche  Eigenschaft  dem  Schwerpunkte  G  ausschliefslich  ange- 
hört, und,  im  Allgemeinen,  für  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  Punkt  E  oder  jeder  andere,  au!  der  Richtung  des  Stofses 
liegende  oder  nicht  liegende  Punkt  von^Jlf  annimmt ,  nicht 
statt  haben  würde. 

436. 
Damit  man  deutlicher  einsehe,  wie  sehr  die  Umdrehungs- 
bewegung eines  Körpers  vereinfacht  wird,  wenn  man  sie  auf 
seinen  Schwerpunkt  bezieht,  nehme  man  zuerst  an,  man  wolle 
diese  Bewegung  um  einen  bestimmten  Punkt  C  (Fig.  11)  die- 
ses Körpers  bestimmen,  den  wir  alsdann  mit  seinem  Schwer«^ 
punkte*  G  zusammen  fallen  lassen  werden. 

Sey  C//,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  C  und  BD  die  eines  anderen  beliebigen 
Punktes  B  des  Körpers.  Durch  den  Punkt  B  ziehe  man  eine 
Linie  BEf  die  Cj4  gleich  und  parallel  ist^  und  vollende  das 
Parallelogramm  BEDF.  Man  kann  die  Geschwindigkeit  BD 
durch  ihre  zwei  Seitengeschwindigkeiten  BE  und  BF  ersetzen, 
und  wenn  man  ebenso  die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte 
des  Körpers  zerlegt,  so  haben  sie  alle  eine  gemeinschaftliche 
Geschwindigkeit,  die  Cj4  gleich  und  parallel  ist,  und  jeder 
derselben  hat  noch  aufserdem  eine  besondere  Geschwindigkeit. 
Giebt  man  aber  dent  Punkte  B  und  allen  übrigen  Punkten 
des  Körpers  eine  Geschwindigkeit,  die  Cji  gleich,  ihm  pa- 
-rallel  und  entgegengesetzt  ist,  so  versetzt  man  dadurch  den 
Punkt  C  in  Ruhe,  ohne  die  Umdrehuugsbewegung  um  diesen 
Punkt  zu  ändern ,  welche  von  den  besonderen  Geschwindig- 
keiten der  anderen  Punkte,  nemlich  BF  für  den  Punkt  j?, 
lieiTÜhrt.  Um  diese  Bewegung  zu  bestimmen,  kann  man  dsiher 
C  als  einen  festen  Punkt  betrachten,  nachdem  man  allen  Ele- 
menten des  Körpers  Gröfsen  der  Bewegung  mitgetheilt  hat, 
die  den  Produkten  ihrer  Massen  in  die  Geschwindigkeit  Cj4 
gleich  und  CA  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Die  Mittelkraft 
aller  dieser  parallelen  und^den  Massen  proportionalen  Kräfte 
wird  ihrer  Summe  gleich  seyn  und  durch  den  Schwerpunkt 
G  gehen,  wie  die  Mittelkraft  der  Kräfte,  die  von  der  Schwere 
herrühren.  Bezeichnet  man  daher  durch  U  die  Geschwin- 
digkeit CA  und   durch  M,    wie   früher,    die  Masse  des  Kör- 
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pers,  80  ist  es  hinreichend,  zu  clen  gegebenen  Gröfsen  der 
Bewegung ,  die  den  verschiedenen  Theilen  von  M  gleichzeilig 
mitgetheilt  vrerden  können ,  eine  andere  Gröfse  M  U  hinzu 
zu  fügen  y  die  nach  der  Linie  GA'  parallel  mit  CA  und  ihm 
entgegengesetzt  gewichtet  ist.  Man  bestimmt  alsdann  die  Um- 
drehungsbewegung um  den  Punkt  C  nach  den  Regeln  des  vor- 
hergehenden Kapitel»  und  als  wenn  C  ein  fester  Punkt  wäre. 

Diese  Bestimmung  erfordert  daher,  dafs  man  die  Geschwin- 
digkeit U  des  Punktes  C  kenne ;  ist  aber  dieser  Punkt  der 
Schwerpunkt  6,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs,  nachdem  man 
an  den  Körper  die  Gröfse  der  Bewegung  MU  angebracht 
hat,  zieren  Richtung  durch  den  Punkt  G  geht,  man  sie  ganz 
aufser  Acht  lassen  kann.  Denn  eine  beliebige  Kraft,  die  durch 
den  Mittelpunkt  einer  Umdrehuugsbewegung  geht,  kann  auf 
keine  Webe  einen  Einflufs  auf  diese  Bewegung  haben,  weil 
kein  Grund  vorhanden  ist,  weswegen  sie  den  Körper  eher 
nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  drehen  sollte. 

Hieraus  kann  man  also  schliefscn,  dafs,  wenn  man  ver- 
schiedenen Theilen  eines  festen  Körpers  gleichzeitig,  der  Gröfse 
und  Richtung  nach,  gegebene  Gröfsen  der  Bewegung  mittheilt, 
der  Körper  sich  um  seinen  Schwerpunkt  wie  um  einen  festen 
Punkt  zu  drehen  anfängt,  und  ohne  dafs  man  gezwungen 
ist,  zu  den  gegebenen  Gröfsen  der  Bewegung  noch  eine  an- 
dere  hinzu  zu  fugen. 

437. 

Verbindet  man  diesen  Lehrsatz  mit  dem  vorhergehenden, 
so  bestimmt  man  die  anfängliche  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers von  beliebiger  Gestalt  vollständig,  auf  welche  Weise  sie 
immer  hervorgebracht  worden  sey. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten^  nehme  man  an, 
dafs  der  Kgrper,  dessen  Schwerpunkt  G  (Fig.  10)  und  dessen 
Masse  Jf  ist,  in  einem  Punkte  E  seiner  Oberfläche  durch 
einen  anderen  Körper  getroffen  werde,  der  sich  nach  dem 
Stofse  von  demselben  entfefnt.  Nimmt  man  für  seine  fort- 
schreitende Bewegung  die  des  Punktes  G,  und  berücksichtigt 
blos  diese  Bew^ung,  so  werden  alle  Punkte  des  Körpers, 
tin  ersten  Augenblicke,  Linien  beschreiben,  die  mit  der  senk- 
rechten Linie  JSF  parallel  sind.     Man   kann  immer,  wie  so 
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eben  gesagt  wurde,  ihre  gemeinschaflHche  Gescbvrindigkeit  be- 
stjoimen,  welcbe  die  ganze  Gescbwindigkeit  des  Punktes  G 
seyn  wird«.  Zur  gröfseren  Einfaclibeit  will  ich  aber  annebmeu, 
dars  sie  durch  die  Beobachtung  gegeben  sey,  und  sie  durch  f^ 
bezeichnen.  Unabhängig  von  dieser  fortschreitenden  Bewegung 
wird  sich  der  Körper  um  den  Funkt  G  drehen,  als  wenn 
er  fest  wäre,  und  ein  Theil  der  Masse  iü,  deren  Schwerpunkt 
auf  der  Linie  EF  liegt,  eine  Grofse  der  Bewegung  erhalten 
hätte,  die  gleich  My  ist.  Im  ersten  Augenblicke  bestimmt 
sich  daher  die  Richtung  der  augenblicklichen  Umdrehungsaxe 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  diese  Axe, 
'  aus  den  Gleichungen  (/)  des  §.  418 ,  in  welchen  man 

i  =  MFf 
setzt,  wo  y*  die  senkrechte,  vom  Punkte  G  auf  die  Linie  EF 
gefällte  Linie  GL  ist. 

Zu  diesem  Ende  nenne  man  m  diese  Winkelgeschwindig- 
keit, und  a,  /?,  y,  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  au- 
genblicklichen Axe  mit  den  drei  Hauptaxen  des 'Körpers,  die 
sich  im  Punkte  G  schneiden,  einschliefst.  Sey  auch  HEK 
der  Schnitt  des  Körpers,  welcher  den  Punkt  G  und  die  Linie 
EF  enthält,  durch  den  Punkt  G  errichte  man  auf  dieser  Ebene 
eine  senkrechte  Linie,  und  bezeichne  durch  /i,  6,  c  die  Win- 
kel, welche  sie  mit  den  Axen  einschliefst,  denen  a,  ßj  y 
entsprechen,  so  hat  man,  vermöge  der  F(H*meln  (3)  des  f.  405 
und  der  Gleichungen  (/) 

A(a  cos  c«  ^=  ib  cos a,    B(a  cos ß  zizh  cos  b ,    Cta  cos  ;^  =  X*  cos  c, 

wo  ^,  JS,  C  die   drei  Trägheitsmomente   des  Körpers  in  Be- 
ziehung auf  dieselben  Axen  sind.     Hieraus  findet  man 
2  _  i^cos^a        i^cos^ft  Ir^cos^c 

^     -  —J[2-  +  — ß2-   +    — C2— • 

Die  Werthe  von  a,  b,  c  sind  in  jedem  Falle  gegeben, 
man  kennt  daher  die  Geschwindi^eit  co,  und  die  vorherge- 
henden Gleichungen  bestimmen  die  Winkel  a,  /?,  y,  d.h.  die 
Richtung  der  augenblicklichen  Axe. 

Fällt  die  auf  dem  Schnitte  HEK  senkrecht  stehende  Linie 
mit  einer  der  drei  Hauptaxen  zusammen,  so  dafs  man  z.  B. 
dz=z  90^,  6  =  90®,  cz=zo  hat,  so  ergiebt  sich  daraus  a  =  90^ 
ß  =  90®,  yzzzo,    und   die  augeublickiiche  Axe   fällt   mit   clor- 
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selbea  Hauptaxe  zusammen.  Hieraus  crglebt  sich,  dafs  ein 
freier  Körper,  welcher  in  der  Ebene  zweier  der  drei  Haupt- 
axen,  die  sich  auf  seinen  Schwerpunkt  beziehen,  gestofsen 
wird,  sich  um  die  dritte  Axe  zu  drehen  anfangen  wird. 
Setzt  man  statt  t  seinen  Wertli,  so  wird  der  der  anfänglichen 
Umdrehungsgeschwindigkeit,    in  diesem   Falle, 

„_^^/ 

"--TT 

seyn*  Umgekehrt  kann  man  leicht  aus  den  vorhergehenden 
Gleichungen  scliliefsen,  dafs  der  Körper  nicht  anfangen  kann 
sich  um  die  auf  der  Ebene  des  Sclmiües  HEK  senkrecht  ste- 
hende Linie  zu  drehen ,  so  dafs  ex,  ß^  y^  den  Winkela  a,  i,  c 
oder  ihren  Supplementen  gleich  sind^  wenn  diese  senkrechte 
Linie  nicht  eine  der  Hauptaxen  ist,  die  sich  im  Punkte  G 
schneiden. 

Ist  der  Körper  eine  gleichartige  oder  aus  concentrischen 
Schichten  zusammengesetzte  Kugel,  so  geht  die  senkrechte  EF 
durch  den  Funkt  G,  welcher  der  Mittelpunkt  seiner  Figur 
seyn  wird.  Man  hat  daher /*=o,  k  =z  o,  a>r=o,  so  dafs 
der  Körper  keine  Umdrehungsbewegung  annehmen  wird.  Ge- 
lingt es,  durch  einen  Stofs  eine  völlig  freie  Kugel  in  drehende 
Bewegung  zu  versetzen,  so  geschieht  dies  immer  nur  deswegen, 
weil  der  stofsende  Körper  mehr  oder  weniger  auf  dieser  Kugel 
fortgleitet,  und  die  Umdrehungsbewegung  wird  alsdann  durch 
die  Reibung  hervorgebracht,  die  während  der  Dauer  des  Stofses 
statt  hat. 

Wie-  auch  die  Gestalt  des  gestofsenen  Körpers  beschaffen 
sey,  so  werden' immer,  wenn  sich  der  stofsende  Körper  mit 
demselben  verbindet,  die  vorhergehenden  Formeln  noch  statt 
finden,  wenn  man  in  denselben  die  Gröfse  der  Bewegung  des 
zweiten  Körpers  vor  dem  Stofse  an  die  Stelle  von  MF^  setzt 
und  für  f  die  vom  Schwerpunkte  beider  Massen  auf  die  au- 
fangliche Richtung  des  Schwerpunktes  des  zweiten  Körpers 
gefällte  senkrechte  Linie  nimmt.  Es  sind  alsdann  ^,  By  C 
die  Hauptträgheitsmomente  des  aus  den  vereinigten  Massen 
gebildeten   Körpers. 

438. 

Wir  wollen   uns   jetzt   mit  der  Bewegung  der  Masse  M 
am  Ende   einer  beliebigen    Zeit   t   beschäftigen   und  allmälkh 

10 
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ihre  auf  ihren  Schwerpunkt  bezogenen  progressiven  tind  dre- 
henden Bewegungen  betrachten. 

1)  In  diesem  Augenblicke  seyen  X,  Y",  Z  die  den  Axen 
X,  y,  z  parallelen  Seitenkräfte  der  gegebenen  beschleunigen- 
den Kraft,  die  auf  das  beliebige  Element  dm  wirkt;  die 
von  diesem  Punkte,  während  der  Zeit  dt^  verlorenen  Kräfte 
werden  (f.  391) 

parallel  mir  diesen  Axen  seyn.  Da  der  Körper  völlig  frei 
ist,  so  müssen,  wenn  die  verlorenen  Kräfte  allei:  Punkte  im 
Gleichgewichte  seyn  sollen,  die  auf  die  ganze  Masse  ausgedehn- 
ten Integrale  dieser  Gröfsen  gleich  Null  seyn.    Daher  hat  man 

Differeutliert  man  aber  die  Gleichungen  (1)  noch  einmal, 
80  liat  man 
,,d2j«ri       r^^x,       .Jpyi       r^y_,       „f^Äi       r^ü  , 

,  hieraus  folgt  also 

JH^^=yXrf/«,  M^^  =fYdm,  M^  =fZdm,    (3) 

woraus  man  schKefsen  kann,  dafs,  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung,  der  Schwerpunkt  G  des  Körpers  sich 
bewegt,  als  wenn  seine  ganze  Masse  M  in  demselben  con- 
centriert  und  die  auf  alle  seine  Punkte  wirkenden  bewe- 
genden Kräfte,  oder  ihre  Seitenkräfite ,  an  denselben,  pa- 
rallel mit  ihren  Richtungen,  angebracht  wären. 

2)  Ist,  wie  in  ^.  436,  die  anfangliche  fortschreitende 
Bewegung  des  Korpus  aufgehoben,  so  mögen  nun,  in  jedem 
Augenblicke,  allen  seinen  Punkten  unendlich  kleine  Zuwächse 
der  Geschwindigkeit  mitgetheilt  werden,  die  gleich  sind, 
und  deren  Richtung  der,  welche  in  demselben  Augenblicke 
für  den  Punkt  G  statt  hat,  entgegengesetzt  ist.  Dieser  Punkt 
wird,  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  in  Ruhe 
seyn  und  die  Umdrehung  um  diesen  Punkt  nicht  geändert 
werden.  Dies  kommt  aber  offenbar  darauf  zurück,  während 
der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  an  alle  Punkte  des  Körpers 


147 

gleiche  beschleunigende  Kräfte,  die  der  des  Schwerpunktes 
gleich  und  entgegengesetzt  sind;  anzubringen.  Da  die  ent- 
sprechenden bewegenden  Kräfte  ^  parallel  und  den  Massen 
dieser  materiellen  Funkte  proportional  sind^  so  geht  ihre 
Mittelkraft  beständig  durch  den  Punkt  6,  man  kann  sie 
daher  ganz  vernachlässigen ,  indem  man  die  Umdrehuugsbe- 
wegiing  um  G  bestimmt.  Diese  Bewegung  wird  daher,  ia 
jedem  Augenblicke,  dieselbe  seyn,  als  wenn  der  Punkt  G 
fest  wäre,  und  die,  in  diesem  Augenblicke,  auf  den  Körper 
wirkenden  Krafle  sich  nicht  geändert  hätten. 

Diese  beiden  Lehrsätze  sind  denen  der  { ^.  434  und  436 
älinlich,  die  sich  auf  den  Anfang  der  Bewegung  beziehen;  es 
folgt  aber  hieraus  nicht,  dafs,  während  der  ganzen  Dauer 
derselben ,  die  fortschreitende  Bewegung  des  Körpers  und  seine 
Umdrehungsbewegung  um  den  Schwerpunkt,  von  einander 
unabhängig  sind,  und,  wie  im  Anfange,  getrennt  bestinlmt 
werden  können.  Die  Gleichungen  (3)  sind  die  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  und  die  Gleichungen  (7)  und  (a)  der  {{.  410 
und  412  die  der  Umdrehungsbewegung,  indem  man  in  diesen 
den  Schwerpunkt  G  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinalen 
nimmt.  Wenn  aber  die  bewegenden  Kräfte,  die  an  die  ver- 
schiedenen Punkte  des  Körpers  angebracht  sind,  von  ihren 
absoluten  Lagen  im  Räume  abhängen ,  so  kommen  die  Coor- 
dinaten  dieser  Punkte,  von  welchen  diese  Kräfte  gegebene 
Functionen  sind,  zugleich  in  beiden  Systemen  von  DifFeren- 
tialgleicliungen  vor,  die  man  alsdann  nicht  mehr  getrennt  in- 
tegrieren kann,  und  die  zwei  von  diesen  Gleichungen  abhän- 
genden Bewegungen,  werden  auf  einander  einwirken.  Im 
Allgemeinen  kann  man  diese  zusammen  gehörenden  Dilleren- 
tialgleichungen  nicht  integrieren  und  die  zwei  Bewegungen 
des  Körpers  nur  annäherungsweise  bestimmen.  Jedoch  wer- 
den sie  in  zwei  besonderen  Fällen,  die  nun  betrachtet  werden 
sollen,  von  einander  unabhängig  seyn. 

439. 
Ist  der  Körper  nur  der  Wirkung  der  Scliwere  unterwor- 
fen, so  sind  die  Gleichungen  (3)  die  der  Bewegung  eines 
schweren  materiellen  Punktes  im  leerön  Räume.  Wie  nun 
auch  die  Gestalt  des  festen  Körpers  und  seine  Bewegung  usk 
den  Schwerpunkt  beschaffen  sejy  so  wird  daher  immer  dieser 

10* 
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Piinkt  eine  Parabel  im  Räume  bescbreiben ,  welcbe  die  Rich- 
tung der  Anfangsgescliwindigkeit  berührt  und  deren  Parameter 
von  der  Gröfse  dieser  Geschwindigkeit  abhängt,  und  seine 
Bewegung  auf  dieser  krummen  Linie  wird  dieselbe  seyn,  wie 
die  eines  materiellen  isolierten  Punktes  (}*  208).  Da  anderer- 
seits das  Gewicht  des  Körpers  eine  beständig  an  den  Schwer- 
punkt angebrachte  Kraft  ist,  so  wird  es  keinen  Einflufs  auf 
die  Umdrehungsbewegung  um  diesen  Punkt  haben,  welche 
bles  von  den  ,an fänglichen  Stöfsen  herrührt,  und  dieselbe  ist, 
als  wenn  der  Schwerpunkt  seinen  Ort  nicht  änderte. 

Man  nehme  z.  B.  an ,  der  Körper  sey  ein  gleichartiges 
Ellipsoid ,  welches  durch  einen  anderen  Körper,  der  es  im 
Punkte  E  seiner  OberQäche  (Fig.  lo)  berührt,  gestofsen  wird. 
Die  mit  der  senkrechten  EF  parallele  Linie  GD^  ist  Tangente 
der  Parabel,  welche  der  Punkt  G  beschreibt,  und  man  kann 
leicht  diese  krumme  Linie,  vermöge  der  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Punktes  G,  die  ich  durch  V  bezeichne,  construieren. 
Aufserdem  denke  man  sich,  der  Schnitt  HEK  des  Punktes  G 
und  der  Linie  EF  enthalte  zwei  der  geometrischen  Axen 
des  EUipsoids,  a  und  b  seyen  ihre  halben  Längen,  C  das 
Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  dritte  Axe  und  M  die 
Masse  des  Körpers ,  so  hat  man  (f.  370) 

Der  Korper  mufs  sich  aber  um  den  Punkt  G  drehen, 
als  wenn  er  keine  Schwere  hätte  und  dieser  Punkt  keine  Be- 
wegung annähme,  alsdann  aber  bliebe  die  auf  dem  Schnitte 
HEK  senkrecht  stehende  Axe  ganz  unbeweglich  (f.  38S  und 
437),  und  die  drehende  Winkelgeschwindigkeit  wäre  durch 
die  Formel,  die  sich  auf  die  anfangliche  Bewegung  eines  festen 
Körpers  um  eine  feste  Axe  bezieht,  gegeben.  Bezeichnet  man 
diese  daher  durch  w,  bemerkt^  dafs  die  dem  Körper  mitgetheilte 
Gröfse  der  Bewegung  gleich  Af /^  ist  und  nennt  f  die  vom 
Punkte  G  auf  die  Linie  EF  gefällte  senkrechte  GLy  so  hat 
man,  vermöge  der  Formel  (1)  des  f.  386, 

MVf 

C     ' 

oder,  wenn  man  statt  C  seinen  Werlh  setzt, 

—     ^^/ 
^  —  «2  +  62- 
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Die  beiden  Geschwindigkeiten  (o  und  F"  sind  daher  mit 
einander  yerbunden^  weil  sie  beide  von  demselben  Storse  her- 
rühren« 

Daher  beschreiben  alle  Punkte  des  Körpers  Parabeln,  die 
mit  der  vom  Mittelpunkte  seiner  Figur  beschriebenen  Linie 
parallel  sind,  und  zu  gleicher  Zeit  wird  sich  der  Körper 
gleichförmig  um  die  auf  den  Schnitt  JHEK  senkrechte  Axe 
drelien,  welche  Axe  fortgetrieben  wird,  während  sie  immer 
mit  sich  selbst  parallel  bleibt* 

440. 

Ist  der  Körper  eine  gleichartige  oder  aus  concentrischen 
Schichten  bestehende  Kugel,  deren  Punkte  alle  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  ihrer  Entfernungen  von  den  Punkten 
anderer  ruhender  oder  in  Bewegung  befindlicher  Körper  angezo- 
gen oder  abgestofsen  werden,  so  wird  die  Mittelkraft  aller  dieser 
Kräfte  dieselbe  seyn,  als  wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers 
in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre;  denn  jede  derselben 
Avird  der  Gegenwirkung,  welche  die  Kugel  auf  den  Mittelpunkt, 
von  welchem  die  Kraft  ausgeht,  ausübt,  gleich  und  entgegen- 
gesetzt seyn.  Daher  wird  sich  der  Schwerpunkt  wie  ein  iso- 
lierter Punkt,  der  gegebenen  Anziehungen  oder  Abstofsungen 
unterworfen  ist,  bewegen,  und  die  Umdrehungsbewegung  des 
Körpers  wird  unabhängig  von  diesen  Kräften  und  dieselbe 
seyn,  als  wenn  der  Schwerpunkt  in  Ruhe  bliebe,  so  dafs,  in 
diesem  Falle  die  fortschreitende  und  drehende  Bewegung  von 
einander  unabhängig  seyn  werden« 

Läfst  man  daher  die  Abplattung  der  Erde  unberücksich- 
tigt, so  dreht  sie  sich  beständig  und  gleichförmig  um  einen 
ihrer  Durchmesser,  welcher  immer  derselbe  seyn  und  mit  sich 
selbst  parallel  bleiben  wird«  Zu  gleicher  Zeit  wird  die  ellip- 
tische Bewegung  ihres  Schwerpunktes  um  die  Sonne  durch 
die  Wirkung  der  anderen  Planeten  gestört,  aber  völlig  un- 
abhängig von  iet  Umdrehungsbewegung  seyn. 

441. 
Sobald  man  aber  auf   die  Abplattung  der  Erde  Rücksicht 
nimmt,  so  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall.     Ist,  im  Anfange  der 
Bewegung,   die    Umdrehungsaxe    nicht  genau   mit  der   geome- 
trischen  Axe    des    Erdkörp^rs    zusammen    gefallen ,    so    wird 


150 

di«  ai]geiib]iekliche  Umdrehungsaxe  um  diese  Linie  Schwan- 
kungen maclien  (f.  421)  und  allmällch  die  Erde  in  verscliie- 
denen  Punklen  ihrer  Oberfläche  treffen,  die  Pole  und  der 
Aeqiialor  werden  daher  auf  der  Oberfläche  der  Erde  nicht  an 
derselben  Stelle  bleiben,  und  es  werden  sich  hieraus,  für  dre 
verschiedenen  Oerler  der  Erde,  Aenderungen  in  ihren  geo- 
graphischen Breiten  ergeben.  Die  Weite  dieser  Schwankungen 
ist  willkührlich,  ihre  Dauer  hängt  aber  von  den  Verschieden- 
heiten ia  den  Trägheitsmomenten  der  Erde  ab,  und  nach  dem, 
was  man  über  diese  Verschiedenheiten  weifs,  wird  ihre  Dauer 
etwas  weniger  als  ein  Jahr  betragen.  Die  genauesten  Beobach- 
tungen geben  aber,  während  dieser  Zeit,  keine  Aenderung  in 
dem  Zenithabstande  eines  bestimmten  Ortes  auf  der  Erde  von 
dem  Punkte,  wo  die  Umdrehungsaxe  den  Himmel  trifft,  an. 
Hieraus  mufs  man  also  schliefsen,  dafs  die  erwähnten  Schwan- 
kungen, wenn  sie  jemals  vorhanden  waren,  jetzt  ganz  un- 
merklich geworden  sind,  so  dafs  jetzt  nur  die  beständigen 
Kräfte  vorhanden  sind,  die  von  den  Anziehungen  der  Sonne, 
des  Mondes  und  der  Planeten  herrühren ,  welche  die  Richtung 
der  Umdrehungsaxe  der  Erde  ändern  können. 

Wegen  der  Abplattung  der  Erdschichten  enthalten  diese 
Kräfte  einen  freilich  im  Verhältnisse  zu  den  Anziehungen,  die 
auf  das  ganze  Sphäroid  ausgeübt  werden,  sehr  kleinen  Theil, 
deren  Richtung  nicht  immer  durch  den  Schwerpunkt  desselben 
geht.  Dieser  Theil  bringt  die  Störungen  in  der  Umdrehungs- 
bewegung hervor,  nemlich  die  Vorrück ung  der  Nacht^ 
gleichen,  die  Präcession,  und  die  Schwankung  der  Erd- 
axe  oder  die  Nutatioii. 

In  Folge  der  Präcession  beträgt  das  jährliche  Zurückwei- 
chen der  Nachtgleichen  auf  der  festen  Ekliptik  vom  Jahre 
1800  beinahe  50 '',36482;  auf  der  Ebene  der  Erdbahn,  die 
durch  die  Wirkung  der  anderen  Planeten  ihre  Lage  ändert, 
d.  h.  auf  der  wahren  Ekliptik^  ist  sie  etwas  weniger  ui^d  gleich 
50",  23427,  wie  wir  dies  schon  an  einem  anderen  Orte  (f.  219) 
gesagt  haben. 

Die  Nutation  ist  ein«  Schwankung  der  Erdaxe,  die  sich. 
abwechselnd  von  der  auf  der  Ebene  der  Ekliptik  senkrecht 
stehenden  Linie  entfernt  und  sich  ihr  nähert;  sie  rührt  von 
der  Anziehung   des   Mondes   her.       Ihre   Periode   ist  die   der 
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Beif^egiiQg  der  Knoten  der  Mondbahn  oder  ungeHihr  18  Jahre^ 
und  ihre  Weile  beträgt  9  ",40  (f.  223),  wenn  man  die  Masse 
des  Mondes  dem  756ten  Theile  der  Erdmasse  gleich  setzt.  Die 
Wirkungen  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  das  Erdsphäroid 
bringen  nur.  eine  sehr  langsame  Aenderung  in  der  Neigung 
des  Aequators  gegen  die  Ekliptik  hervor,  die  erst  nach  einer 
sehr  langen  Reihe  von  Jahrhunderten  merklich  wird«  Die 
jährliche  Verminderung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  die  man 
beobachtet  und  die  sich  auf  O",  45714  im  Anfange  dieses  Jahr- 
hunderts belief,  rührt  von  den  planetarischen  Wirkungen  her, 
durch  welche  die  Ebene   der  Erdbahn  geändert  wird  (f.  244). 

Eine  gründliche  Untersuchung  der  Frage  hat  gezeigt,  dafs 
dieselben  Kräfte,  welche  die  eben  erwälinten  Aenderungen 
in  der  absoluten  oder  auf  feste  Linien  bezogenen  Richtung 
der  Umdrehungsaxe  der  Erde  hervorbringen,  ebenso  wenig 
^  die  Lage  der  Axe,  im  Inneren  des  Sphäroids,  als  ihre  Um- 
drehungsgeschwindigkeit ändern  können.  So  dreht  sich  die 
Erde  immer  um  denselben  Durchmesser,  welcher  ihre  geome- 
trische Axe  ist,  und  ihre  Bewegung  um  diese  bewegliche  ge- 
rade Linie,  deren  Richtung  sich  immer  im  Räume  ändert,  ist 
'  gleichförmig.  Der  Sterntag  hat  daher  eine  beständige  Gröfse. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  dies  bei  dem  mittleren  Tage  ebenso 
ist  ({.  111),  oder  wenigstens,  dafs  er  nur  einer  säcularen  fast 
ganz  unmerklichen  Aenderung  unterworfen  ist,  und  man  kann 
beide  Zeiträume  als  Zeiteinheit  annehmen. 

In  Beziehujig  auf  alles,  was  diese  wichtige  Theorie  be- 
trifft, von  welcher  ich  hier  nur  kurz  die  Hauptresultate  an- 
geben konnte,  verweise  ich  auf  meine  Abhandlung  "über  die 
Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt",  die  man  im  7len 
Theile  der  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften findet. 

Die  Unveränderlichkeit  des  Tages  wird  durch  die  ältesten 
Beobachtungen  bestätigt,  welche  zeigen,  dafs  seine  Dauer  sich 
z.iß.  nicht  um  den  hundertsten  Theil  einer  Secunde,  während 
eines  Zeitraums  von  2500  Jahren,  geändert  hat,  wie  dies 
sogleich  erklärt  werden  soll. 

Wäre  die  Dauer  eines  Tages  veränderlich,  so  würden 
die  für  die  Voraussetzung  üirer  Beständigkeit  berechneten  Län- 
gen   und   Breiten    der    Sonne,   des  Mondes   und   der  anderen 
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Himmelskörper,  nicht  mit  den  beobacliteten  Längen  und  Brei- 
ten übereiustimmen.  Die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde 
würde,  wegen  Ihrer  Schnelligkeit,  am  geeignetsten  seyn,  uns 
über  die«en  Punkt  Aufschlufs  zu  geben ,  und  wäre  die  Ver- 
änderlichkeit des  Tages  eine  progressive^  so  würden  die  Un- 
terschiede zwischen  der  Rechnung  und  der  Beobachtung  um 
so  grüfser  werden ,  auf  je  weiter  von  unserer  Zeit  entlegene 
Epochen  sie  sich  beziehen  würden. 

Dies  vorausgesetzt,  seyen  /  und  /'  die  wahren  Längen 
des  Mondes  und  der  Sonne  zu  einer  bestimmten  Epoche.  Weifs 
man,  dafs  in  dieser  Epoche  sich  eine  Mond«^  oder  Sonneii- 
ünsternil's  ereignete,  so  mufs  der  Unterschied  /  —  /'  von  einem 
Vielfachen  von  180®  um  weniger,  als  die  halbe  Summe  des 
Sonnen-  und  Monddurchmessers  verschieden  seyn.  Nennt  man 
daher  diesen  Unterschied  ^,  indem  man  das  Vielfache  von 
180®,  welches  sie  enthalten  kann,  unberücksichtigt  läfsl,  so 
kann  fi  nicht  über  einen  halben  Grad  betragen,  und  wird 
selbst,  im  Allgemeinen,  weit  unter  dieser  Gränze  liegen.  ♦  Es 
sind  aber  in  der  Gonnaissance  des  Tems  für  1800,  die 
Werthe  von  d  berechnet  worden ,  welche  27  von  den  Chal- 
däern,  Griechen  und  Arabern  beobachteten  Finsternissen  ent- 
sprechen. Die  gefundenen  Unterschiede  sind  theils  positiv, 
theils  negativ,  und  alle  sehr  klein.  Der  gröfste,  welcher  einer 
im  Jahre  382  vor  der  christlichen  Zeitrechnung  beobachteten 
Verfinsterung  entspricht,  beträgt  —  27'4l";  für  die  älteste, 
von  den  Chaldäern  720  Jalire  vor  unserer  Zeitrechnung,  beob- 
achtete Finsternifs,  ist  der  Werth  von  S  nur  2".  Diese 
Vergleichung  beweist  die  Genauigkeit  der  Mondtafeln,  die  wir 
besitzen,  und  die  Nothwendigkeit  der  von  Laplace  in  diesel- 
ben eingeführten  säcularen  Ungleichheiten.  Auch  beweist  sie, 
dafs  die  Dauer  des  Tages,  die  man  bei  Berechnung  der  Län- 
gen des  Mondes  und  der  Sonne  als  beständig  vorausgesetzt 
hat,  keiner  progressiven  Aenderung  unterworfen  ist.  Damit 
aber  über  diesen  wichtigen  Punkt  kein  Zweifel  übrig  bleibe, 
wollen  wir  den  Werth  von  S,  welcher  der  ältesten  Verfijiste- 
rung  entspricht,  berechnen,  welcher  sich  aus  einer  solchen 
Veränderung,  wenn  eine  vorhanden  wäre,  ergeben  würde. 
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443. 

Man  nehme  als  Zeiteinheit  den  Zeitraum ,  \rekher  Jetzt 
den  mittleren  Tag  ausmacht;  IVIan  setze  voraus ,  dafs ,  seit 
einer  sehr  entfernten  Epoche,  diese  Dauer  sich,  von  einem 
Tage  zum  anderen ,  um  die  beständige  Gröfse  a  vermindert 
habe*  Sey  n  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes,  d.  h.  die 
Anzahl  von  Graden,  welche  er  in  jeder  Zeiteinheit  beschreibt, 
wenn  man  die  Ungleichheiten  seiner  wahren  Bewegung  un- 
berücksichtigt läfst.  Die  heute  und  an  den  vorhergehenden 
Tagen  durchlaufenen  Bogen  sind  /i,  «  (1  -|"  «)>  "  (^  4*  2«)> 
n  (1  -}-  3a). ••  und  der  während  einer  grofsen  Anzahl  t  von 
Tagen  beschriebene  Bogen  ist  nt  '\-  \ant  {t  —  1)  oder  un- 
gefähr ni  -{-  ^ant^.  Das  Glied  nt  ist  schon  ih  dem  Werlhe 
von  /  enthalten,  welcher  aus  den  Tafeln,  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  der  Tag  eine  beständige  Gröfse  ist,  berechnet 
woräen  ist,  die  Veränderlichkeit  des  Tages  würde  also  die 
wahre  Länge  des  Mondes,  zu  einer  Zeit,  die  von  uns  um  t 
Tage  enfernt  ist ,  um  iant^  vergröfsern.  Die  der  Sonne 
würde  zu  derselben  Zeit  um  ^  ant^  vermehrt  w^erden,  wenn 
man  n  die  mittlere  tägliche  Beyy^egung  der  Sonne  nennh  INIan 
würde  daher  blos,  wegen  der  Veränderlichkeit  des  Tages,  zu 
dieser  Zeit, 

ia(«-«')«^  =  *  (1) 

haben,  und  in  Beziehung  auf  die  720  vor  unserer  Zeitrech- 
nung beobachtete  Finsteruifs ,  würde  dies  der  ganze  Werlh  des 
Unterschiedes  in  den  Längen  des  Mondes  und  der  Sonne  seyn, 
weil  dieser,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  der  Tag  eine  be- 
ständige Gröfse  sejry  berechnete  Unterschied  nur  2'  betragt, 
als  fast  Null  ist. 

Sey   i  die  Anzahl  der  in   der  Zahl   t  von  Tagen   enthal- 
tenen Jalurhunderte ,  so  hat  man 

t  c=  (36525)  /. 
Sey  auch 

ß  =  (36525)  a,  .  m  —  (36525)  /i,     rn   =  (36525)  n\ 
so  geht  die  Gleichung  (1)  in  folgende  über: 

in.  welcher  ß  jetzt  die  säculare  Verminderung  des  Tages,  und 
m    und   m'  die    säculaien  Bewegungen    des  Mondes  und   der 
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Sonne   vorstellen.     Nach   den  vermittelst  der  neueren  Beob- 
acLtungeu  bestimmten  Werthen  hat  man 

m  —  m'  =  4452680, 
wenn  man  die  Bruchtheile   der  Grade   vernachlässigt.     Nimmt 
man   aber  an ,   dafs    der  Tag   um   ein  Zehnmilliontel   seit   der 
ältesten  chaldUischen  Finsternifs  abgenommen  hat,  so  ist 

ßi  ^=.  0,0000001,     i  =  25,32, 

und  es  ergiebt  sich  daraus 

8  =  34\ 
.welcher  Werth  die  beobachtete  Finsternifs  unmöglich  machen 
würde. 

Man  kann  daher  nicht  annehmen,  dafs  die  Dauer  des 
Tages  um  diesen  Bruch,  der  etwas  weniger,  als  ein  Hundertel 
einer  Secunde  beträgt,  in  einem  Zeiträume  von  mehr  als 
2500  abgenommen  habe.  "Würden  periodische  Aeoderungen 
in  der  Dauer  des  Tages  statt  finden,  so  würden  sich  daraus 
Täuschungen  in  der  Zeitbestimmung  ergeben,  welche  schein- 
bare Ungleichheiten  in  den  Bewegungen  der  Sterne  hervor- 
bringen würden.  Diese  Ungleichheiten  wüi*de  man  leicht  ent- 
decken können,  weil  sie  alle  dasselbe  Gesetz  für  Mond,  Sonne 
und  Planeten  befolgen  würden,  und  ihre  Große,  für  jeden 
dieser  Körper,  der  Schnelligkeit  seiner  Bewegung  proportio- 
nal seyn  würde. 

Die  Astronomen  haben  bis  jetzt  keine  Ungleichheit  dieser 
Art  in  den  Bewegungen  der  Himmelskörper  entdeckt.  Die 
Beobachtung  zeigt  daher,  mit  der  Theorie  übereinstimmend, 
dafs  die  Dauer  des  mittleren  Tages  keiner  periodischen  oder 
progressiven  Aenderung  unterworfen  ist,  die  eine  merkliche 
Gröfse  hätte. 

444. 

Ich  komme  nun  auf  den  eigentlichen  Gegenstand  dieses 
Kapitels  zurück. 

Wenn  sich  ein  fester  Körper  in  der  Luft  oder  in  einer  an- 
deren Flüssigkeit  bewegt,  so  mufs  man  sich  die  auf  alle  Punkte 
seiner  Oberfläche  ausgeübten  Drucke,  parallel  mit  sich  selbst, 
nebst  dem  Gewichte  des  Körpers,  in  seinem  Schwerpunkte 
angebracht,  denken,  und  die  Bewegung  dieses  Schwerpunktes 
ist   die   eines    malerielien  schweren  Punktes   in   einem  wider- 
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stellenden  IVtlUeL  Die  Masse  dieses  Punktes  ist  die  des  Kör- 
pers, lind  seine  von  dem  Widerslande  herrührende  bewe- 
gende Kraft y  eine  Kraft,  deren  Seitenkräfte  von  der  Gestalt 
des  Körpers,  von  den  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen 
Elemente  seiner  Oberfläche  und  den  Verdichtungen  oder  Aus- 
dehnungen der  mit  diesen  Elementen  in  Berührung  kommen- 
den Flüssigkeit  abhängen«  Zu  gleicher  Zeit  dreht  sich  der 
Körper  um  seinen  Schwerpunkt,  als  wenn  die  Geschwindig- 
keit dieses  Punktes  Null  wäre  und  die  Geschwindigkeiten  der 
punkte  der  Oberfläche  dennoch  diejenigen  wären ,  welche 
wirklich  in  jedem  Augenblicke  statt  haben.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dafs  der  Widersland  des  Mittels  zu  gleicher  Zeit  auf 
die  fortschreitende  und  drehende  Bewegung  des  Körpers  Ein- 
flufs  haben  wird,  und  dafs,  für  einen  Körper  von  beliebiger 
Gestalt,  diese  beiden  Bewegungen  von  einander  abhängen 
werden,  und  nicht  jede  für  sich  bestimmt  werden  kann. 

Ist  der  Körper  eine  gleichartige  oder  aus  conccnirischen 
Schichten  bestehende  Kugel,  welche  im  Anfange  der  Bewe- 
gung gaV  keine  Umdrehungsgeschwindigkeit  erhallen  hat,  so 
erzeugt  sich  auch  keine  solche  während  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung,  die  alsdann  blos  eine  fortschreitende  seyn 
wird,  bei  welcher  alle  Punkte  des  Körpers,  in' jedem  Augen- 
blicke, parallele  und  unter  einander  gleiche  Geschwindigkeiten 
haben  werden.  Denn  zieht  man  alsdann  durch  den  Miilel- 
punkt  der  Kugel  eine  Berührungslinie  an  die  krumme  Linie, 
die  er  beschreibt,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs  alles  um  diese 
Linie  herum  ähnlich  seyn  wird,  sowohl  in  Beziehung  auf 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  der  Oberfläche,  als  auch 
in  Beziehung  auf  die  Verdichtungen  oder  Ausdehnungen  der 
umgebenden  Flüssigkeit.  Die  Mittelkraft  der  auf  alle  Punkte 
der  Oberfläche  ausgeübten  Drucke  geht  immer  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Figur,  w^^elcher  zugleich  der  Schwerpunkt  ist 
und  kann  keine  Umdrehungsbewegung  hervorbringen.  Die 
Verdichtungen  oder  Ausdehnungen  der  mit  den  Elementen  der 
Oberfläche  in  Berührung  stehenden  Flüssigkeit,  hängen  von 
der  allen  Punkten  des  Körpers  gemeinschaftlichen  Geschwin- 
digkeit ab,  und  werden  aufs^rdem,  für  die  verschiedenen 
Schnitte,  die  auf  der  durch 'den  Mittelpunkt  gezogenen  Tan- 
gente senkrecht  stehen,  verschieden  'seyn*     Daher  kanm  auch 
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die  Mittelkraft  der  äufseren  Widerslände,  die  mit  dieser  Tan- 
gente zusammenrällty  nur  yon  dieser  Geschwindigkeit,  von  der 
Ausdehnung  der  Oberfläche  und  der  natürlichen  elastischen 
Kraft  der  Flüssigkeit  abhängen,  und  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes ist  die  eines  isoHerten  materiellen  Punktes,  dessen 
Masse  der  des  Körpers  gleich  ist,  und  an  welchen  man  die 
erwähnte  Mittelkraft,  die  beständig  in  dem  seiner  Geschwin- 
digkeit entgegengesetzten  Sinne  gerichtet  ist,  und  aufserdem 
das  Gewiclit  des  Körpers,  anbringt.  Dies  haben  wir  schon  in 
{•  210  vorausgesetzt,  wo  von  den  Wurfgeschossen  die  Rede 
war,   die  man  als  völlig  kugelrund  und  gleichartig  annahm. 

In  diesem  Falle  kann  der  Mittelpunkt  der  Kugel  nicht 
aus  der  verticalen  Ebene  heraus  treten,  die  durch  die. Rich- 
tung ihrer  anfänglichen  Geschwindigkeit  ^eht  und  in  Beziehung 
auf  welche  alles  auf  beiden  Seiten  ähnlich  ist.  Entfernt  sich 
aber  die  Gestalt  des  Wurfgeschosses  nur  ein  Wenig  von  der 
Kugelgestalt,  oder  hat  es  nicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
dieselbe  Dichtigkeit,  so  geht  die  Mittelkraft  der  äufseren  Wi- 
derstände, die  auf  seiner  Oberfläche  senkrecht  stehen,  nicht 
mehr  beständig  durch  den  Schwerpunkt,  sie  bringt  daher  eine 
Umdrehungsbewegung  hervor,  und  wenn  «ie  nicht  immer  in 
der  verticalen  Ebene  enthalten  ist,  in  welcher  der  Schwer^ 
punkt  sich  zu  bewegen  anfängt,  so  bringt  sie  ihn  aus  dieser 
£bene  heraus,  so  dafs  di^  auf  den  Schwerpunkt  bezogene 
Trajectorie  des  Wurfgeschosses,  nicht  ferner  mehr  eine  ebene 
krumme  Linie  ist.  Dies  Alles  kann  man  leicht,  in  Beziehung 
auf  ein  nicht  kugelförmiges  oder  ungleichartiges  Wurfgeschofs, 
einsehen.  Ich  setze  aber  noch  hinzu,  dafs,  abgesehen  von 
dem  Mangel  an  Gleichartigkeit  oder  dem  Nicht  vorhanden  seyn 
der  Kugelgestalt,  sobald  die  Kugel,  an  der  Mündung  der 
Kanone,  eine  Umdrehungsgeschwindigkeit  erhalten  hat,  die 
Reibung  ihrer  Oberfläche  gegen  die  Luft,  wälirend  ihrer  Be- 
wegung, ihren  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  der  Figur  aus 
der  verticalen  Ebene  heraus  bringen  kann. 

445.. 
Um  dies  zu  beweisen,   sey  G  (Fig.  12)  der  Schwerpunkt 
und  zugleich  Mittelpunkt  der  Figur  eines  kugelförmigen  gleich-* 
artigen  Körpers,   und  j4GB  der  Durchmesser,   welcher  seine 
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Traj^^orie  bcpiihrl.  Man  nehme  zur  gröfseren  Einfachheit 
an,  die  Umdrebungsaxe ,  welche  durch  den  Ptickt  G  gebt, 
stehe  auf  diesem  Durchmesser  senkrecht.  Sej  j4DBE  der 
auf  dieser  Axe  senkrecht  stehende  Schnitt  des  Körpers,  und 
DGE  ein  Durchmesser  dieses  Schnittes,  welcher  AGB  unter 
rechten  Winkeln  schneidet.  Man  nehme  auch  an,  die  Be- 
wegung des  Punktes  G  habe  von  A  nach  B  statt,  oder  in 
dem  durch  den  Pfeil  s  angegebenen  Sinne,  und  die  Unidre- 
bungsbewegung  in  dem  durch  die  in  A,  D,  By  E  ange- 
brachten Pfeile  angegebenen  Sinne.  Die  Reibung  jedes  Ele- 
mentes der  Oberfläclie  gegen  die  Luft,  welche  aus  der  Umdre- 
hungsbewegung entsteht,  ist  eine  die  Oberfläche,  berührende 
und  in  dem  dieser  Bewegung  entgegengesetzten  Sinne  gerich- 
tete Kraft.  Sie  ändert  sich  auf  jedem  mit  ADBE  parallelen 
'  Schnitte  von  einem  Punkte  zum  anderen,  wegen  der  Ver- 
schiedenheit der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit.  Vor  dem  gewor- 
fenen Körper  wird  die  Flüssigkeit  verdichtet,  hinter  ihm  ver- 
dünnt;  die  Reibung  ist  daher  auf  der  Seite  des  Punktes  B 
am  gröfsten,  auf  der  des  Punktes  A  am  kleinsten.  Hieraus 
schliefst  man,  dafs,  wenn  man  alle  von  der  auf  die  Oberfläche 
ausgeübten  Reibung  herrührenden  Kräfte,  parallel  mit  sich 
selbst,  nach  dem  Punkte  G  bringt,  sich  hieraus  eine  nach 
dem  Theile  GD  des  Durchmessers  DGE  gerichtete  Kraft  er- 
giebt.  Ich  nenne  F  diese  Kraft,  P  das  Gewicht  des  Körpers, 
und  R  den  eigentlichen  Widerstand  des  Mittels,  der  nach  G 
versetzt  und  nach  dem  Theile  GA  des  Durchmessers  AGB 
gerichtet  ist.  Die  bewegende  Kraft  des  Punktes  G  ist  die 
Mittelkraft  der  drei  Kräfte  F,  Py  R  und  seine  beschleuni- 
gende Kraft,  diese  durch  die  Masse  des  geworfenen  Körpers 
dividierte  Kraft. 

Dies  angenommen,  ist  nun  die  Umdrehungsaxe  vertical 
und  daher  in  der  Ebene  der  beiden  Kräfte  P  und  R  enthal- 
ten, so  ist  die  Richtung  GD  der  Kraft  F  auf  dieser  Ebene 
senkrecht.  Sie  bringt  dalier  den  Körper  aus  dieser  verticalen 
Ebene,  indem  sie  ihn  nach  der  Seite  des  Punktes  D  treibt, 
und  in  diesem  Falle  ist  die  Trajeclorie  des  Punktes  G  eine 
Linie  von  doppelter  Krümmung.  Ist  dagegen  die  Umdrehung^ 
axe  horizontal,  so  ist  die  Richtung  GD  der  Kraft  F  in  der 
verticalen  Ebene  der  Kräfte  P  und  R   enthalten,    welche  die 
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des  Schnittes  jiDBE  seyn  wird.  Dalier  wird  der  Punkt  G 
nicht  aus  dieser  Ebene  heraustreten,  und  seine  Trajectorie 
wird  eine  ebene  Linie  seym 

446. 

In  diesem  letzten  Falle  sieht  man,  dafs  die  verticale  Soi- 
tenkraft  der  Kraft  F  das  Gewicht  P  vermehrt  oder  verniiu- 
dert,  )e  nachdem  der  FfeLl  yl  nach  oben  oder  nach  unten 
gerichtet  ist.  Die  Kraft  2^  ist  vertical  und  diese  Verminderung 
oder  Vermehrung  des  Gewichtes  die  gröfste,  wenn  die  Rich- 
tung yJB  horizontal  ist.  Daher  wird  bei  dem  horizontalen 
Schusse,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Kugel  sich  um  eine 
horizontale  Axe  dreht,  die  auf  der  Richtung  des  Schusses 
senkrecht  steht,  die  Reibung  des  geworfenen  Körpers  gegen 
die  Luft  sein  Gewicht  vermehren  und  die  Tragweite  vermin- 
dern, so  bald  der  vordere  Theil  des  Körpers  sich  von  unten 
nach  oben  dreht;  dreht  sich  dagegen  dieser  Theil  von  oben 
nach  unten ,  so  vermindert  die  Reibung  das  Gewicht  und 
vermehrt  die  Tragweite.  £s  kann  auch,  in  diesem  zweiten 
Falle,  geschehen,  dafs  die  Trajectorie  gegen  den  Boden  convex 
wird;  hierzu  ist  es  hinreichend,  dafs  die  Drehung  hinlänglich 
schnell  werde  y  um  die  Kraft  F  gröfser ,  als  das  Gewicht  P 
zu  machen.  Alsdann  aber  würde  die  Reibung  die  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit vermindern ;  die  Kraft  F  vvürde  abneh- 
men und  zuletzt  geringer  als  P  werden,  was  die  Trajectorie 
auf  die  gegen  den  Boden  concave  Form,  wie  sie  es  gewöhn- 
lich ist,  zurückführen  würde. 

Diese  Betrachtungen,  verbunden  mit  denen  des  vorher- 
gehenden ^. ,  zeigen,  dafs,  unabhängig  von  dem  Mangel  der 
Kugelgestalt  oder  Gleichartigkeit  des  geworfenen  Körpers,  die 
Reibung  seiner  Oberfläche  gegen  die  Luft,  welche  von  der 
Umdrehungsbewegung ,  die  er,  indem  er  sich  im  Laufe  be- 
wegte, angenommen  haben  kann,  herrührt,  ein  Umstand  ist, 
welcher  sowohl  auf  die  Richtigkeit  des  Schusses  einwirken 
kann,  well  durch  diese  Reibung  der  IVlittelpunkt  der  Kugel 
aus  der  verticalen  Ebene  der  Projection  herausgebracht  wird, 
a}s  auch  auf  die  Ungleichheit  der  Tragweiten,  weil  diese  Kraft 
d^ß  Gewicht  des  Körpers  vermehrt  oder  vermindert.  Jedoch 
mufs    man   bemerken,   dafs  keine   dieser  Wirkungen  statt  hat. 
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wenn  sich  die  Kugel  um  den  Durchmesser  j^B  y  in  dessen 
Sinne  sie  sich  bewegt ,  dreht,  denn  alsdann  ist  die  Reibung 
für  jede  zwei  entgegengesetzte  Elemente,  jedes  auf  der  Um- 
drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Schnittes  der  Oberfläche,  gleich 
und  entgegengesetzt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Kräfte, 
welche  von  der,  auf  alle  Elemente  ausgeübten  Reibung,  her- 
rühren, wenn  sie  nach  dem  Schwerpunkte  versetzt  werden, 
sich  dort  paarweise  aufheben  werden,  so  dafs  die  Beweguug 
dieses  Punktes  durch  die  ganze ,  von  der  Umdrehung  herrüh- 
rende Reibung,  nicht  gestört  wird. 
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SechstesKapitel. 

Fon  der   Beilegung   eines  festen    schweren    Körpers 

auf  einer    gegebenen   Ebene, 


h    Betrachtung  des  Falles  ^    wenn  man  die  Reibung 

unberücksichtigt  läfst. 

447. 

Um  ilfi  Untersuchung  zu  vereinfachen ,  nehme  ich  an^ 
dafs  der  Körper  die  gegebene  Ebene  nur  in  einem  Punkte 
berührt 9  den  ich  K  nenne,  und  welcher,  im  Allgemeinen,  auf 
dei:  Oberfläche  und  der  Ebene  seinen  Ort  verändert«  Da  die 
in  jedem  unendlich  kleinen  Augenblicke  verlorenen  Kräfte  sich 
im  Gleichgewichte  halten  müssen,  so  müssen  sie  sich  auf  eine 
einzige  Kraft  reducieren,  die  auf  der  gegebenen  Ebene  senk- 
recht steht,  durch  den  Punkt  K  geht  und  so  gerichtet  ist, 
dafs  sie  den  Körper  ^egen  diese  Ebene  zu  drücken  sucht. 
Diese  Mittelkraft  ist  der  Druck,  welchen  die  Ebene  erleidet, 
und  welcher  durch  ihren  Widerstand,  den  ich  durch  jR.  be- 
zeichne, aufgehoben  wird.  Verbindet  man  mit  dem  Gewichte 
des  Körpers  die,  der  Gröfse  nach,  unbekannte  Kraft  iZ,  so 
kann  man  die  gegebene  Ebene  unberücksichtigt  lassen  und 
den  Körper  als  ganz  frei  betrachten. 

Sein  Schwerpunkt,  den  ich  G  nenne,  bewegt  sich  daher 
wie  ein  materieller  isolierter  Punkt,  dessen  MaPBse  die  .des 
Körpers  ist,  und  an  welchen  man,  parallel  mit  ihren  Rich- 
tungen, das  Gewicht  dieses  Körpers  und  die  Kraft  R  anbringt. 
Am  Ende  der  Zeit  t  seyen  ^"1,  yj,  zi  die  Coordinateu  des 
Punktes  G,  die  auf  feste  und  rechtwinklige  Axen  bezogen 
sind,  und  A,  ^,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der 
Kraft  Ä  mit  Linien  einschliefst,  die  diesen  Axen  parallel, 
durch  den  Punkt  K  gezogen  sind.  Nimmt  man  an,  dafs  die 
Axe  der  positiven  Zi  vertical  und  von  unten  nach  oben  ge- 
richtet ist,  und  nennt  die  Schwere  g*  und  die  Masse  des  Kör- 
pers' Mf  so  hat  man 


M 
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=  JS  cos  A 


dt» 
d»zi 
dt» 


=z  R  cos  /f 

=  R  C08  1/  —  Mg 


(1) 


für  die  drei  DiiFerentialglelcbuDgen  der  Bewegung  des  Punktes  G, 

Ist  die  gegebene  Ebene  eine  feste ^  so  werden  die  Winkel 
^9  f^9  V  constant  und  gegeben  seyn.  Ist  sie  dagegen  in  Be- 
wegung^ so  nebmen  wir  an,  diese  Bewegung  sey  bekannt 
und  könne  nicbt  durcb  die  des  Körpers  verändert  werden. 
Es  sind   alsdann  A,  /»,  ^  gegebene  Functionen  von  t. 

Da  der  Körper  ein  schwerer  ist,  so  mufs  er,  wenn  er 
sieb  nicbt  von  dieser  festen  oder  beweglichen  Ebene  entfernen 
können  soll,  immer  auf  derselben  liegen,  so  dafs  die  verticale 
Seitenkraft  R  cos  v  des  Widerstandes  der  Ebene  immer  positiv 
und  V  ein  spitzer  Winkel  ist.  Die  beiden  anderen  gegebenen 
Kinkel  A  und  /«  können  spitz  oder  stumpf  seyn. 

Zu  gleicher  Zeit  wird  sich  der  Körper  um  den  Punkt  G, 
wie  um  einen  festen  Punkt,  in  Folge  der  an  die  Punkte  K 
und  G  angebrachten  Kräfte  R  und  Mg  ({.438),  drehen; 
das  Gewicht  Mg  wird  aber  ^auf  diese  Umdrehüngsbewegung, 
deren  Differentialgleichungen  nur  von  der  Kraft  R  abhängen, 
keinen  Einilufs  haben.  Um  sie  zu  bilden,  nimmt  man  für 
die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (a)  des  f.  412  die  mit  dt 
multiplicierten  Elemente  der  Kraft  Ä,  in  Beziehung  auf  die 
drei  Hauptaxen  des  Körpers,  die  sich  im  Punkte  G  schneiden. 
Nennt  man  a,  /?,  y  die  auf  diese  Axe  bezogenen  Coordinaten 
des  Punktes  /T,  und  X\  f,v\  v'  die -Winkel,  welche  die  Rich- 
tung der  Kraft  R  mit  Linien  einschliefst,  die,  diesen  Axen  pa- 
rallel, durcll,d«n  Punkt  K  gezogen  sind,  so  sind  diese  Momente 

aücos/e'  — /JA  cos  A' 

yR  cosA'  —  aR  cos-v' 

ßRcosv' —  yÄcos/i', 
und  die  ^Gleichungen  (a)  werden 

Cdr  -^  {B  —  ji)  pqdt  —  Ä(acos^'  — /?cosA')^^ 
Bdq\-\A—  C)rpdt  =   Ä(y  cosA'  — «  cosy')rf*  \    (2) 
AdpJ^{C—R)  qrdt  z=.  R{ßtosr  —x^0Bf/)dt 

11 
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WO  Aj  Bj  C  die  Träglieilsmomente  bezeiclinen »  die  bezüglich 
denselben  Axen ,  wie  die  Winkel  A',  /t',  v'  «od  die  Seiten- 
gescliwindigkeiten  p,  q,  ry  der  Winkelgeschwindigkeit  der 
Umdrehung,   entsprechen  ({•407). 

Hiermit  mufs  man  die  Gleichungen  (7)  des  §.  410  verbin- 
den, nemlich 

pdt  =  sin  ^  sin  55c? ^  —  cos  fpdS-    1 

qdt  =  sih  ^  cos  (pd'ifj  -|-  Bmq)dS'     S  (3) 

rdt  =.  d(p  —  cos  d-dip.  ) 

Wir  nehmen  au,  dafs  die  neun  Cosinus  a,  6,  •••,  deren 
als  Functionen  von  <py/^,  -^j  ausgedrückte  Werlhe  in  {,378 
gegeben  worden  sind,  die  dör  Winkel  sind,  welche  die  festen 
Axen  der  Coordinalen  äj,  j)^i,  Zi  des  Punktes  G  mit  Linien 
einschliefsen ,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
den  auf  diesen  Punkt  bezüglichen  Hauptaxen  parallel,  gezogen 
sind,  und  vermöge  der  Bedeutung  der  Winkel  A, /i,t,  A', /i',r' 
und  der  Gleichung  (2)  des  §,  9  hat  man  alsdann 

cosA'  =  a  cos  A  -]-  a' cos/*--}- »a"  cosi/   \ 
cos/i' =  6  cos  A  +  6' cos/^  -j-  6"cos^  C         (4) 
cos  v'  =z  c  cos  X  ^  c'  cos  /Lv  -f-  c"  cos  V   ) 
als  Werthe  von  cos  A',  cos  ^',  cosi/',  die  man  in  die  Gleichun- 
gen (2)  substituieren  mufs. 

Die  Lage  des  Körpers,  in  einem  bestimmtet  Augenblicke, 
in  Beziehung  auf  die  festen  Ebenen  der  ^1,  yi,  Zi  wird, 
vermittelst  dieser  Coordinaten  und  der  vorher  (f.  378)  erklär- 
ten drei  Winkel  t/^,  9,  ^,  vollkommen  bestimmt  seyn.  Die 
Lage  der  augenblicklichen  Umdrehungsaxe  in  dem  Inneren  des 
Körpers  und  seine  Geschwindigkeit  um  diese  Axe  hängen  aufser- 
dem  von  den  drei  Gröfsen  p,  q,  r  ab.  Die  Auflösung  der 
Aufgabe  besieht  daher  darin,  aus  den  neun  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  die  Werlhe  dieser  neun  Unbekannten*  a}9  Functionen 
von  t  abzuleiten ;  da  aber  diese  Gleichungen  die  Kraft  R  und 
die  drei  Coordinalen  «,  /?,  y,  die  ebenfalls  unbekannt  sind, 
entlialten ,  so  mufs  man  noch  vier  andere  Gleichungen  haben, 
die  man  auf  folgende  Weise  erhält. 

448. 
Sejr  L  eine  gegebene  Function   von  «,  /f ,  y,    und  man 
bezeichne    durch   L  =  o    die    Gleichung  der  Oberfläche   des 
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Körpers,    welche   auf   die   im   Punkte   G  sich    schneideiideu 
Haiiptaxen  bezogen  ist     Setzen  wir  nun 


^-=[(0 


+Q'+(f)']-* 


so  hat  mau  {§,  21) 

m 

wo  man  das  Zeichen  von  V  auf  die  Weise  nimmt,  dafs  die 
Winkel  A',  //,  v'  sich  auf  den  inneren  Theil  der  auf  der 
Oberfläche  des  Körpers  senkrecht  stehenden  Linie  bezieht 
welcher  der  obere  Theil  der  auf  der  gegebenen  Ebene  senk- 
recht stehenden  Linie  seyn  wird.  Jede  dieser  Gleichungen  ist 
eine  Folge  der  beiden  übrigen.  Setzt  man  die  Formeln  (4) 
an  die  Stelle  von  cos  Ä  ,  cos /^',  cosr^  und  verbindet  sie  als- 
dann mit  der  Gleichung  L  z^,  o^  so  hat  man  schon  drei  der 
vier  verlangten  Gleichungen. 

Bezeichnet  man  durch  Xj  y^  z,  im  Allgemeinen,  die 
Coordinaten  der  gegebenen  Ebene,  die  auf  dieselben  festen 
Axen,  wie  Xij  yi,  zi  bezogen  sind,  und  bemerkt,  dafs 
A,  /*,  V  die  Winkel  sind,  welche  die  auf  dieser  Ebene  senk- 
recht stehende  Linie  mit  diesen  Axen  einschliefst,  so  hat  man, 
als  Ausdruck  ihrer  Gleichung, 

X  cos  A  -f-  jK  cos  fv  -^  z  cos  y  =  f , 
wo  f  eine  gegebene  Gix>fse  ist,  welche  constant  seyn  wird, 
wenn  die  gegebene  Ebene  fest  ist,  im  Allgemeinen  aber  eine 
gegebene  Function  von  t  seyn  wird»  Nimmt  man  aufserdem 
an,  dafs  Xy  y,  z  dem  Punkte  K  entsprechen,  der  dieser 
Ebene  angehört,  so  hat  man,  vermöge  der  Formeln  des  f.  377, 

X  z=2  Xi  -\'  aa  '{'  b/S  '\'  cy     1 

y  =  yi  +  ^'^  ~+  ^'ß  +  ^'V     [        '      (6) 
j5  =  j^i  4"  a"a  4"  ^"  ß  +  ^'V    ) 
Daher  müssen  die  Werlhe  von  x ,  y^  z  der  vorliergehen- 
den  Gleichung   Genüge   leisten.     Substituiert^ mau  sie   in  diese 
Gleichung   und  berücksichtigt  die  Formeln  (4),   so  hat  man 

JTi  cosA-f-JKi  c®®/*"l"^i  cosi/-{-«co8A'+/Jcos/-t'4"yco*^=f  (7) 
als  die  vierte  Gleichung,  die  man  erhalten  wollte. 

Lauft  der  Körper  in  eine  Spitze  aus,  und  berührt  bestän- 
dig die  ^gegebene  Ebene  mit  seinem   Endpunkte ,  so  sind  die 

1  1  * 
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Coordinaten  «,/(?,  y  des  Punktes  K  constant  und  vermöge 
der  Lage  dieses  Punktes  auf  der  Oberfläche  und  seiner  Ab- 
stände von  den  Ebenen  der  Hauptaxen  des  Körpers,  die  sich 
im  Punkte  G  schneiden ,'  gegeben.  Für  einen  solchen  Punkt 
werden  die  Gleichungen  (5)  nicht  mehr  statt  haben,  die  Glei- 
chung (7)  aber,  "welche  ausdrückt,  dafs  dieser  Punkt  der  ge- 
gegebenen Ebene  angehört,  wird  noch  immer  bestehen  und 
es  ist  hinreichend,  sie  mit  den  Gleichungen  des  vorhergehenden 
§.  zu  verbinden,  um  die  neun  Unbekannten  der  Aufgabe  und 
die  Gröfse  der  Kraft  i?,  welche  diese  Gleichungen  enthalten, 
zu  bestimmen.  ,      , 

449. 
Wenn   die    gegebene   Ebene   fest  und   horizontal   ist,    so 
nehme  man  sie  für  die  Ebene  der  Coordinaten  x  und  y\  hier- 
aus ergiebt  sich 

cos  A  =  o ,     cos  yf e  =  o ,    cos  «/  =  1 ,     ^  =  o , 
wodurch   die  Foi^meln  (4)  auf 

Äff   ff  f  1  ir  f   u 

=  a  ,     cos  ju,   zzzb  ^    cos  ^   =  c 

reduciert  werden. 

In  Folge  der  zwei  ersten  Gleichungen  (1)  wird  die  ho- 
rizontale Bewegung  des  Punktes  G  geradlinig  und  gleichför- 
mig seyn ,  ^  seine  mit  der  gegebenen  Ebene  parallele  Geschwin- 
digkeit hängt  von  dem  horizontalen  Stofse  ab,^  welchen  der 
Körper  im  Anfange  der  Bewegung  erhalten  hat.  Die  dritte 
Gleichung  (l)  giebt 

wodurch  man  den  Werth  von  Ä  erfährt,  wenn  der  von  zi 
bestimmt  worden  ist.  Zu  gleicher  Zeit  werden  die  Gleichun- 
gen (2) 

Cdr^{^B-A)pqdt  =  M(^+gyab"-ßa")dt 
Bdq-\.(.4-C)rpdt=M(^+gyya"-ttc")dt  ^(8) 
^dp  +  iC^B)qrdi  =  M(^^+g')(ßc"-yb")dt 

t 

und  die  Gleichung  (7)  geht  in  folgende  über 

zi  -j*  a"«  -|-  6"/J  -{-  c"y  =  o,  (9) 


r 
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aua  mrelcher  man  den  Werlh  ron  zi  ableitet^    um  ibn  in  die 
Yorbergehenden  Gleicbungen  ztl  substituieren,    ^ 

Daher  iiängt^  in  diesem  Falle ,  die  Aufgabe  von  den 
Gleichungen  (3)  und  (8)  ab,  welche  dazu  dienen,  p,  y,  r, 
(p,  yjy  'd'  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen,  wie  bei  der 
Bewegung  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Funkt.  Aen« 
dert  sich  der  Punkt  K  an  der  Oberfläche  des  Körpers,  so 
mufs  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  a^  ß,  y  ver- 
mittelst Ij  zzz  o  und  der  Formeln  (5) ,  die  jetzt 

<■" = ^^.  '■• = ^i|,  «■• = ^f  ('») 

sind,  eliminieren.  ^  Ist  dagegen  K  beständig  derselbe  Punkt 
der  Oberfläche  des  Körpers,  so  setzt  man  in  die  Gleichungen 
(8)  statt  a^  ßy  yy  die  constanten  und  gegebenen  Goordinalen 
dieses  Punktes.  Dieser  zweite  Fall  ist  der  der  Bewegung 
eines  Kreisels  auf  einer  horizontalen  Ebene,  wenn  man  die 
Reibung  des  Punktes  K  gegen  diese  Ebene  unberäcksichtigt 
läfst« 

Wenn  ein  schwerer  Körper  auf  einer  festen  horizontalen 
Ebene  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  ist,  so  ist  die  Linie 
GK  vertical.  Ist  dieser  Zustand  dauernd  und  überläfet  man 
den  noch  so  wenig  davon  entfernten  Körper  sich  selbst,  so 
wird  er  sehr  kleine  Schwingungen  machen,  die  man,  so  nahe 
als  man '  will ,  vermittelst  der  vorhergehenden  Gleichungen  be- 
stimmen kann.  Ich  begnüge  mich,  dieses  Beispiel  als  eine 
Rechnungsübung  anzudeuten.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu 
betrachten  und  die  Frage  zu  vereinfachen,  kann  man  anneh- 
men, der  Körper  sey  ein  gleichartiges  Ellipsoid,  oder  eine 
Kugel,  deren  Schwerpunkt  nicht  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Figur  zusammenfällt. 

450. 
Man   kann   zwei   erste  Integrale  der  Gleichungen  (8)  er- 
halten. 

Addiert  man  sie  zuerst,  nachdem  man  sie  mit  g\  b  ,  ii' 
multipliciert  hat,   so  verschwinden  ihre  z.weiten  Glieder  und 
man  findet,  wenn  mau  integriert,  wie  in  $.415, 

Ja'p  +  B6"g  +  Cc"r  =  /, 
wo   /  eine   willkührliche    Canstante  ist,   die   die    Summe  der 
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Momente  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers^ 
in  Beziehung  auf  eine  vertical«  Axe,  die  durch  den  Punkt 
G  gehtj  ausdrückt. 

Um  ein  zweites  Integral  derselben  Gleichungen  (8)  s  zu 
erhalten,  addiere  ich  sie,  nachdem  sie  mit  '^^  C[y  p  uiultipUciert 
worden  sind,  dies  giebt 

Crdr  +  Bqdq  -f  j4pdp  =  M (~  +  g')  [«.(6"r - c"q) 

+  /3  (c"p  —  a"r)  +  Y{a"q-  b"p)]  dt, 
oder,   vermöge  der  drei  letzten  Gleichungen  (8)  des  {.411-, 

DliFerentiiert  man  die  Gleichung  (9)   in  Beziehung  auf  ty 
so  hat  man 
dzi  +  ada''+ßdy'  +yrfc"  =  —  {a'da  +  b''d/S  +  c''dy). 

Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  ist  aber  Null,  wenn 
K  inuner  derselbe  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  ist,  weil 
alsdann  seine  Coordinaten  a,  ßi  y  constant  sind.  Es  ist  auch 
Null,  wenn  K  seinen  Ort  auf  dieser  Oberfläche  verändert, 
denn,  in  Folge  der  Gleichungen  (10),  hat  man 

a"da-\-b"dß^c"dY=  r(~da  +  ^dß  +  ^dy^-VdL, 

welche  Grcifse  Null  ist ,  weil  man ,  während  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung,  L:=z,o  hat,  und  daher  auch  dLz=:o. 

Man  hat  daher,  in  diesen  beiden  Fällen, 

ada*  -{"  ßd^'^  "f"  ydc'  =  —  dziy 
woraus  sich 

Crdr  -j-  Bqdq  •+•  Apdp  -f-  Jtf  T  ,  ^^  +  ffj^^i  =  ^? 
und,  wenn  man  integi^iert,, 

C,-2  +  Bq^  +.Ap^  +  -^(^  +  2^^0  =  ^ 

f 

ergiebt,    wo  h  die  willkührliche  Constante  ist. 

Diese  zwei  Integrale  sind  hinreichend,  um  die  Aufgabe 
zu  lösen,  wenn  der  feste  Körper  gleichartig  ist  und  von 
einer  Rotationsoberfläche  begränzt  wird,  was  Z..B.  bei  dem 
Kreisel  der  Fall  ist.     Die  Axe  seiner  Figur  ist  die  Liuie  GK^ 
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uimmt  man  an ,  dafs  C  das  Trägheitsniomtnt  ist  ^  welches  die- 
ser Axe  entspricht,  so  hat  man 

und  Y   wird   die  Länge   Yon  GK  seyn.     Vermöge   der   Glei- 
chung (9)  und  c"  =  cos  &  hat  man 

«1  =  —  y  cos  ^ 
als  verticale  Ordinate  des  Punktes  6.  Die  erste  Gleichung 
(8)  gieht  r  ==  Ä ,  wenn  man  durch  n  eine  wülkührliche  Con- 
stante  bezeichnet ,  welche  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  des 
Körpers  um  die  Axe  seiner  Figur  bezeichnet.  Vermöge  der 
Werthe  von  a'  und  6"  (f.  378)  und  der  zwei  ersten  Glei- 
chungen (3)  hat  man 

daher  werden  die  zwei  gefundenen  Integrale 


Cn  cos  Ö-  —  ^  sin^  d-  -r^  =  l 

dt 


V  dt^~dt^J 


wenn  man  —  Cn^  iif  der  Constanten  fi  mit  begreift. 

Die  zwei  letzten  Gleichungen  geben,  vermittelst  der  eUip- 
tischen  Functionen ,  die  Werthe  von  -^  und  /  als  Functionen 
von  '&  ausgedrückt;  die  dritte  Gleichung  (3)  giebt  alsdann 
den  Werth  voii  (py  und  die  Aufgabe  ist  aufgelöst  y  wie  die 
des  ^.  425,  die  wir  ausfuhrlich  behandelt  haben. 

451. 
Der  bewegte  Körper  sey  noch  immer  ein  gleichartiger 
Kotationskörper ,  der  in  eine  Spitze  «luslauh,  und  berühre 
die  gegebene  Ebene  beständig  im  Punkte  K.  Man  nehme 
aber  nun  an,  diese  Ebene  sey  in  Bewegung,  so  dafs  die  Win- 
kel A,  fiy  V  und  die  Gröl'se  ^  gegebene  Functionen  von  t  seyn 
werden.  Da  die  Axe  der  Figur  deui  Trägheitsmomente  C 
entspricht,  so  sind  die  beiden  anderen  .INIomente  £  und  A 
gleich,  die  Coordinaten  ce  und  ß  sind  ]\  uli  und  y,  ist  die  Länge 
von  GK.  Bezeichnet  man  durch  n  eiu^  wülkührliche  Con- 
stante,  so  giebt  die  erste  Gleichung  (2)  noch  immer  r  ==  //, 
80   dai's   die  Winkelgeschwindigkeit   des  Körpers    um  die  Axe 
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seiner  Figur   comtant  seyn  wird ,  wie  im  Falle   eiaer  festen 
Ebene.     Berücksichtigt   man   die  Formeln  (4),  so  werden  die 
zwei  anderen  Gleichungen  (2) 
^dgr-|-(^— Cj/2prf^=Äy  («cosA+rt'  cos  fi^a"  cos  v)dt\ 

.    Adp — {A '-C)nqdtz=:^ Ry {bcosX-^-h* cos fi-^-b" cosv)dti^ 
Ebenso  wird  die  Gleichung  (7) 
xi  cosX-\-yiCosi[ir\-z^cosv'\-y{ccosX^ccosfi"\'C^cosv)=z^y  (12) 
und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ändern  sich  nicht. 

Das  System  der  Gleichungen  (1),  (3),  (11),  (12),  mufs 
daher  dazu  dienen,  die  neun  Unbekannten  p,  q^  ^,  t//,  &j 
^i9  yiy'^i9  ^  zu  bestimmen.  Es  ist  aber  unmöglich,  diese 
Gleichungen  streng  zu  integrieren,  und  um  aus  denselben  Nä- 
herungswerthe  der  unbekannten  Gröfsen  ableiten  zu  können, 
die  nicht  zu  verwickelt  ausfallen,  mufs  man  die  Allgemeinheit 
der  Aufgabe  durch  verschiedene  Annahmen  einschränken,  die, 
so  wie  sie  erforderlich  sind,  in  der  Folge  angegeben  werden 
sollen. 

Zuerst  nehme  ich  an,  die  Umdrehung  des  Körpers  um 
die  Axe  seiner  Figur  sey  sehr  schnell  Und  die  verschiedenen 
Bewegungen  der  gegebenen  Ebentf  sehr  langsam  im  Verhält- 
nisse zu  dieser  Umdrehung,  so  dafs,  wenn  z.B.  die  auf  der 
gegebenen  Ebene  senkrecht  stehende  durch  den  Punkt  K  ge- 
zogene Linie  um  die  Yerticale,  welche  durch  diesen  Punkt 
geht,  Schwingungen  macht,  oder  sich  um  dieselbe  dreht,  die 
Dauer  |eder  Schwingung  oder  jeder  Umdrehung,  im  Verhält- 
nisse zu  einer  Umdrehung  des  Körpers  um  die  Axe  KGy  sehr 
grofs  seyn  wird,  und  ebenso,  wenn  die  gegebene  Ebene,  mit 
sicli  selbst  parallel,  Schwingungen  macht. 

Ich  nehme  ferner  an,  dafs  die  Winkel  &  und  ^  sich 
sehr  langsam  im  Verbältnisse  zum  Winkel  g>  ändern,  welche 
Annahme  a  posteriori  durch  die  Werthe,  welche  man  für 
diese  drei  Winkel  erhält,  bestätigt  werden  mufs. 

Vernacldässigt  man,l>ei  einer  ersten  Annäherung,  das  Diffe- 
rential du*j  welches  die  dritte  Gleichung  (3)  enthält,  und 
nimmt  man  an,  dafs  9»  =  o  ist,  wenn  f  =  o  ist,  so  hat  man 
^zzzni  in  einem  beliebigen  Augenblicke.  Vermittelst  der 
Foi^meln  des  §«  378  hat  man  alsdann 
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a €08  A  +  a'  cos  ^  -|-  a''  cos  i/  =  P sin  «^  -|"  ö  cos  /i ^ 

5cosA  '\-h*  Qo%  lut  -f-  6"co8y  =  P  Gosnt  —  Q  sinnt ^ 
yro  man^  zur  Abkürzung^ 

P  =  cos  A  cos  ^9-  sin  V  "h  cos  /*  cos  Jf-  cos  ^ —  cos  p  8i^  & 

Q  z=z  cos  A  cos  \fß  —  cos  /t  sin  ip 
setzt,   und  die  Gleichungen  (11)  werden 

Jdq'\'{A—C)npdt  =  By  (P  sin  nt  +  Q  cos  ni)  dt, 
uidp+  {A—C)n^dt  =  Ry{Q sinnt—  P  cos nt) dt. 
Nach  der  zweiten  Voraussetzupg  ändern  sich  aber  die 
Gröfsen  P  und  Q'  sehr  langsam ,  ebenso  ist  es,  wie  man  so- 
gleich sehen  wird,  bei  R  der  Fall;  integriert  man  nun  diese 
Gleichungen,  so  kann  man  daher,  bei  einer  ersten  Annähe- 
rung, P,  Q,  R  als  constante  Gröfsen  betrachten  und  braucht 
nur  die  Aenderuugen  von  sinnt  und  cos  nt  in  ihren  zweiten 
Gliedern  zu  berücksichtigen.  Ist  m  ein  sehr  kleiner  Bruch 
von  n  und  enthält  z.  B«  der  Coefficient  von  sin  n  t  ein  Glied, 
in  welchem  der  Factor  cos  mt  vorkommt,  so  mufs  sin  nt 
durch  i  sin{n  -{'  m)  ^  -f-  i  sin  («  —  m)  t  ersetzt  werden. 
Betrachtet  man  den  Coefficienten  von  sin  n  t  als  eine  bestän- 
dige  Grüfse ,  ^so  kommt  dieses  darauf  zurück ,  m  t  gegen  n  tj 
wenigstens  bei  der  ersten  Annäherung,  zu  vernachlässigen. 

Auf  diese  Weise   werden  die    vollständigen  Integrale    der 
vorhergehenden  Gleichungen 

-.  .   {A-^C)nt  .  ^      (A^C)nt      Ry.^         .id.      .v 

p  =  Dsm- ~ h-Bcos^ ~ --^(Q  cos  nt-^-Psinnty 

A  A         '    Cn^  •  ^ 

A  A  Ln 

seyn,  wo  D  und  E  die  beiden  willkührlichen  Constanten  sind. 
Um  sie  zu  bestimmen,  nehme  ich  an,  dafs  im  Anfange  der 
Bewegung  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  mit  der  Axe 
der  Figur  zusammengefallen  ist.  Alsdann  hat  man  p  =  p 
und  9  =  o,  wenn  t  =z  o  ist,  und  wenn  man  durch  P',  Q', 
Ä'  die  Werlhe  von  Py  Qy  R  bezeichnet,  die  zu  ^derselben 
Zeit  statt  haben,  so  ergiebt  sich  daraus 

Wir  haben  daher,   in  einem  beliebigen  Augenblicke, 
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—  Ä  (P  sin  /2  ^  4"  Q  ®ö8  ^  0  I  >  * 

—  R(P  cos  nt  —  Q  sin/iif)!  . 

Setzt  man  (jp  =  nt  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  (3)^ 
80  findet  man  daraus 

sla  ^dyj  =  (/;8in/2^  -f-  q  cosni)dtj 
d&  =  (fsln/z^  —  p  cos  nt)  dt f 
imd    wenn  man   statt  p  und  gr   ihre   vorhergehenden   Werlhe 
setzt y    so  findet  man  daraus 

J 

Ist  aber  C  nicht   ein    sehr  kleiner  Bruch  von  A,   so  ist 
es,  wenn  S"  und  tp  sich  sehr  langsam  ändern  sollen ^  wie  an- 

Cnt 
genommen    wurde,    erforderlich ,  ^ dafs  die  von  sin — -r-  und 

-^     ^ 

Cnl 
cos  — :—  abhängenden  Glieder    in  diesen  Formeln^  versch  Witt- 
um 

den,  welche  Bedingung  man  inuner  erfüllen  wird,  wenn  man 

annimmt,  dafs,  im  Anfange  der  Bewegung,  die  Axe  der  Figur 

JSTG   mit   der  auf  der   gegebenen  Ebene    senkrecht   stehenden 

Lini«  zusammen  fiel« 

Denn  es  sey,  im  Anfange  der  Bewegung,  c  der  Winkel, 
welchen  die  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  stehende  Linie 
mit  der  Verlicalen  einschliefst,  und  «'  der  Winkel,  welchen 
ihre  horizontale  Protection  mit  der  Linie,  von  welcher  aus 
man  den  Wiukel  ^/Zählt,  einschliefst.  In  diesem  Zeitmomente 
hat  man  (j»  8) 
COS)/  =  cos  €y     cos  ft/  =  sin  e  cos  e\     cos  A  =  sin  e  sin  e', 

und   wenn  man    annimmt,    dafs  yj'  und  ^'  die   anfänglichen 
Werthe  von  yj  und  ^  sind,  so  ergiebt  sich  hieraus 


^ 
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P'  =  COS  19"'  Bin  e  cos  (c'  —  tff')  —  sin  &'  cos  e 
Q'  =  sin  s  sin  («'  ^  ^'). 

Stand  aber  die.Axe  der  Figur  senkrecht  auf  der  gegebe- 
nen  Ebene,  als  die  Bewegung  anfieng,  so  hat  man  y/  =  c' 
und  ^'=  €;  hieraus  ergiebt  sich  P'  ^^  o  und  Q'z=io^  wo- 
durch sicli  die  vorhergehenden  Formeln   auf 

sm&dtf>- ^^— ,      d&  -       ^,^  (13) 

veducieren. 

453. 
Nun  mufs  man  noch  ferner  annehmen^  dafs  die  auf  der 

gegebeneli  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  und  die  Axe  der 
Figur  des  Körpers  sich  sehr  wenig  von  der  verticalen  Rich- 
tung ,  .während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  y  entfernen. 
Das  Supplement  des  Winkels  &  wird .  beständig  sehr  klein 
seyn ,  denn  &  ist  der  stumpfe  Winkel ,  weldier  zwischen  der 
von  unten  nach  oben  durch  den  Punkt  G  gezogenen  Verticale 
und  der  von  G  nach  dem  unter  G  liegenden  Punkte  K  gezo- 
genen Linie  enthalten  ist.  Ich  vernachlässige  das  Quadrat  von 
sin^  und  setze  cos^zr:  —  1.*  Die  Gröfsen  cosA  und  cos^ 
werden  sehr  klein  seyn ;  vernachlässigt  man  ihre  Quadrate, 
so  hat  man  cos^=l.  Aufserdem  hat  man  (f.  378) 
c  =  sin  i9>  sin  ^,     c'  =  sin  ^  cos  yjy    c"  =:  cos  &  z=z  —  1. 

Vernachlässigt  mau  daher  die  Produkte  sin^  cosA  und 
cos*^  cosfiy  so  giebt  die  Gleichung  (12) 

Zi  z=z  y  '\-  ^  —  ät^  cosA  —  yi  cos/f. 

Wenn  daher ,  unabhängig  von  der  Kleinheit  der  Werthe 
von  cos  A  und  cos  /e ,  die  verticalen  Schwingungen  der  gege- 
benen Ebene  ebenfalls  sehr  klein  angenommen  werden,  90 
werden  es  die  Aenderungen  von  Zi  auch  seyn.  Der  durch 
die  dritte  Gleichung  (1)  gegebene  Werth  von  iZ,    nemlich 

wird  sehr  wenig  von  Mg  verschieden  seyn,  und  wenn  man 

die  Produkte  aus  ■      ^   in  jede  der  Gröfsen  cos  A^  cos  /{,  sin  -^, 

'Vernachlässigt,  so  ist  es  hinreichend,  Mg  an  die  Stelle  von 
R  in  die  Gleichungen  (13)  zu  setzen.  Substituiert  man  in 
denselben  auch  die  Werthe  von  P  und  Q ,  so  werden  sie 
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sin  d^dtp  =     ^    ■  (sin  ^  —  cos  X  sin  ^  —  cos  /t  cos  i/;)  dt 

Msv 
d&  =  —ß- —  (cos  X  cos  ^  —  cos  /ft  sin  ^)  cZ^. 

Die  ersten  zwei  Gleicliungen  (1)  werden  zu  gleicher  Zeit 

d^x^  ,      d^yi  /  .X 

-^  =5-cosA,     .^^  =  ^cos,e.  (14) 

Differentiiert  man  die  Werthe  von  c  und  c    in  Beziehung 
auf  tj   und  setzt  cZ^  an  die  Stelle  von  c2«sin'^,   so  hat  man 

de  =  sin  '^dd'  -f"  cos  '^  sin  ^cf  ^ 
de  '=•  cosrpdS'  —  sin^  sin&d^y 

und  wenn  man  in  diesen  Formeln  statt  sin  S'dyj  und  dS"  ihre 
vorhergehenden  Werthe  substituiert^   so  ergiebt  sich  daraus 

de  —  e'mdt  =  —  m  co^  fjtdt  I  .     . 

de*  -}-  cmdt  f=  m  cos  Äff  ^,        | 

wo  man;  zur  Abkürzung , 

Mgy   _ 


Cn 
setzt« 


m 


Daher  reduciert  sich  die  Frage  zuletzt  auf  die  Integration 
dieser  linearen  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten,  welche 
in  Beziehung  auf  die  Unbekannten  c  und  c'  von  der  ersten 
Ordnung  sind.  Ebenso  hat  Lagrange  ^  indem  er  dieselben 
Unbekannten ;  d.  h.  sin  d'  sin  \p  und  sin  ^  cqs  '^^  bei  der  Be- 
trachtung der  Bewegung  des  Mondes  um  seinen  Schwerpunkt, 
anwandte,  die  darauf  bezüglichen  Differentialgleichungen  auf 
die  lineare  Form  zurück  gebracht ,  was  ihn  auf  die  vollstän« 
dige  Erklärung  der  Libration  geführt  hat;  die  er  bei  seinen 
ersten  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  nicht  gegeben 
hatte. . 

454. 
Integriert  nian  die  GleichungeR^  (15)   nach  dem   gewöhn- 
lichen Verfahren,  bezeichnet  durch  h  und  i'  die  beiden  will- 
kührlichen  Constanten  und  setzt  statt  c  und  e'  die  Ausdrücke, 
welche  diese  Buchstaben  vertreten,  so  hat  man 
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sin  «^  sin  ^  zz:  l  sin  mt  •\'  t'  cos  mt 

—  m  sin  mt  /"(cos  /ti  sin  mf  —  cos  A  cos  m t) dt 

—  m  cos  7nt  y(cos  /*  cos  m^  -|-  ^^^  ^  ^^  ^^)  ^^9 
Bin  S"  cos  %tj  z=:  t  cos  mt  —  h'  sin  mt  f    (16) 

—  m  cos  7n t  y  (cos  /e  sin  i7j ^ . —  cos  X  cos  m/)  dt 
-f-  /w  sin  m^  y*(cos /t  cos  iti^  -j-  cos  X  sin  /n^)  c?/. 

Ich  nehme  an,  dafs  die  in  diesen  Formeln  enthaltenen 
Integrale  mit  t  anfangen ,  und  bezeichne,  "wie  früher,  durch 
S''  und  ij}'  die  Anfangs'werthe  von  &  und  yj]  setzt  man  ^  =0, 
80  hat  man 

h  =  sin  ^' cos  ^',     l'  =  sin  ^' sin  ^', 
als  Werthe   von  l  und  h'y   die  NuU  seyn   werden,   wenn  die 
Axe  der  Figur  des  Körpers  im  Anfange   der  Bewegung  Null 
ist;  in  welchem  Falle  man  &'  zzzo  hat» 

Sind  die  Werthe  von  cos  X  und  cos  /i  als  Functionen  von 
i  gegeben,  so  kann  man  die  angegebenen  Integrationen  aus- 
führen, und  die  Gleichungen  (16)  geben  die  Werthe.  von  &> 
und  ^  und  daher  die  Lage  der  Axe  der  Figur  des  Körpers 
in  einem  beliebigen  Augenblicke  an.  Vermöge  der  dritten 
Gleichung  (3)  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

fp  z=  nt  — ■  y^  ^  '^'y 
wenn  man  cos^=:  —  1  setzt,  und  annimmt,  dafs  qizizo  ist, 
wenn  /  =  o  ist.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  (3) ,  in  wel- 
chen man  blos  (pzzznt  setzt,  geben  die  Werthe  von  p  und  gr, 
welche,  wenn  man  sie  mit  r:=in  verbindet,  für  einen  belie- 
bigen Augenblick  die  Umdrehungsaxe  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Körpers  um  diese  Axe  bestimmen.  Endlich  erhält 
man,  durch  zwei  auf  einander  folgende  Integrationen^  aus 
den  Gleichungen  (14)  die  Werthe  von  Xi  und  yi  als  Functio- 
nen von  t  ausgedrückt,  woraus  man  alsdann  unmittelbar  die 
Werthe  von  zi  und  Ä  findet. 

Die  Näherungswerthe  aller  Unbekannten  in  der  Aufgabe 
sind  daher  vermittelst  der  gegebenen  Werthe  von  cos  X  und 
cos  fjb  bestimmt.  Vermittelst  dieser  Näherungswerthe  kann 
man  die  der  Gröfsen ,  welche  man  bei  der  ersten  Annäherung 
vernachlässigt  hat ,  berechnen ;  berücksichtigt  man ,  bei  der 
zweiten  Annäherung,  die  so  berechneten  Gröfsen,  so  erhält 
man  andere   mehr  genälierte  Werthe    der  Unbekannten,   und 
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falirt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man,  nach  der  all- 
gemeinen Methode  der  fortgesetzten  Au  näher  luigen ,  so  nahe 
Werlhe  der  Unbekannten  als  man  will.  Wir  wollen  bei  der 
ersten  Annäherung  stehen  bleiben;  die  zweite  und  folgenden' 
haben  keine  andere  Schwierigkeit,  als  die  Länge  der  Berech- 
nung. 

455. 
Da  man  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  ;z,  die,  dem 
Körper  um  die  Axe  seiner  Figur  mitgetheilt  wird,  sehr  grofs 
angenommen  hat,  so  wird  der  Werth  von  ni  im  Allgemeinen 
sehr  klein  ^eyn.  Es  ergiebt  sich  daher  aus  den  Formeln  (16), 
dafs  die  Aenderungen  von  cos  A  und  cos  /f,  die  von  den 
kleinen  Schwingungen  .der  auf  der  gegebenen  Ebene,  aufweiche 
der  Körper  sich  stützt,  senkrecht  stehenden  Linien  herrühren, 
in  dem  Werthe  von  Q-  sehr  vermindert  seyn  werden.  Wenn 
daher  der  Körper  in  seinem  oberen  Theile  durch  eine  ebene 
Oberfläche  begränzt  wird,  die  auf  der  Axe  seiner  Figur  senk- 
recht steht,  und  diese  Oberfläche,  im  Anfange  der  Bewegung, 
horizontal  und  die  Axe  vertical  ist,  wodurch  die  mit  h  und 
V  multiplicierten  Glieder  verschwinden,  so  wird  diese  Ober- 
fläche, während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  nicht  merk- 
lich von  der  Horizontalität  abweichen,  ungeachtet  der  kleinen 
Schwingungen  der  gegebenen  Eb%ne,  und  dies  um  so  genauer, 
als  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  des  Körpers  beträchtlicher 
seyn  wird.  Auf  diesem  Principe  ber|.iht  das  Verfahren ,  wel- 
ches man  vorgeschlagen  hat,  um  zur  See,  unabhängig  von 
den  Schwankungen  des  Schiffes,  einen  künstlichen  Horizont, 
zu  erhalten,  der  zu  astronomischen  Beobachtungen  angewandt 
werden  kann. 

Wegen  der  Kleinheit  von  m,  kann  man  sin  mt  und 
cos  mt  als  constante  Gröfsen  in  den  Integralen  ansehen,  welche 
die  Formeln  (16)  enthalten.  So  z.B.  hat  man,  wenn  man 
theilweise  integriert, 

/  cos  A  €08  mtdt  =  cos  mtfc(xs  Xdt  -f-  m  sin  mt  ff  co^  Xdl  ^  -f- . .. 

und  wenn  sich  cos  A  sehr  schnell  im  Verhältnisse  zu  sin  mt 
und  cos  mt  ändert,  wiewohl  sich  sein  Werth  sehr  langsam 
im  Verhältnisse  zur  Umdrehung  des  Körpers  ändert,  so  wird 
diese  Reihe   sehr   stark    convergieren    und   kann   sich    auf  ihr 
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erstes  Glied  reducieren,   was  darauf  ziirnckkoninit,   dafs  man 
cos  mt  in  dem  Integrale  /cosA  cos  mt  dt  als  constant  ansieht. 
Auf  diese  Weise,    und    unter   der   Voraussetzung,  ,dafs 
l=zo  und  it'  =  o  ist,  Werden  sich  die  Formeln  (16)  auf 

sin  &  sin  ^  =  *—  mj* cos  jiidt*    sin  &  cos  ff/ziz  in/* cos  X  dt 
reducieren.     Nimmt  nian  auch  an,  dafs  der  Schwerpunkt  des 

Körpers   keine   horizontale  Geschwindigkeit,   im  Anfange  der 

'  dxi  dvi 

Bewegung,  erhallen  habe,  so  dafs  man  —j— zi:o  und  -~— =  o 

dt  dt 

hat,  wenn  f  =  o  ist,   so  geben  die,  Gleichungen  (14) 
•^  =  gfcosXdt,      ^  =  g  fcospdt, 

wo  die  Integrale  mit  ty  wie  in  den  vorhergehenden  Gleichun- 
gen, anfangen«  Elfminiert  man  sie  und  setzt  für  m  seinen 
Werth,  so  hat  man  daher 

sin  ^  sin  1^  =  —  -r-^ j-  ,     sin  ^  cos  t//  =  -77-    -7— . 

^  Cu     dt  ^         Cn     dt 

Der  Untersclüed  des  Zeichens  in  diesen  beiden  Formeln 
rührt  daher,  dafs,  wenn  der  Winkel  ip  um  90^  zunimmt,  die 
Axe  der  positiven  Abscissen  auf  die  Axe  der  negativen  Ordi- 
nalen und  diese  auf  die  Axe  der  positiven  Abscissen  fallt 
({.378),  so  dafs,  wenn  man  in  die  erste  Formel  ^ -{-  90^ 
setzt,  man  zugleich^!  in  >— a;i  ändern  mufs,  was  die  zweite 
Formel  giebt* 

•Dividiert  man  diese   beiden  Gleichungen   durch   einander^ 

so  erhält  man  , 

dvi 

Zieht  man  aber  durch  den  Punkt  G  eine  Ebene,  die  auf 
der  Axe  der  Figur  GK  senkrecht  steht,  60  ist  'ip  der  Winkel, 
welchen  der  Durchschnitt  dieses  Aequators  des  Körpers  und 
der  horizontalen  Ebene  der  xi  und  yi  mit  der  Axe  der  Xi 
einschliefst;  aufserdem  sind  die  Veränderlichen  Xi  und  yi 
die  Coordinaten  der  Projecdon  des  Punktes  G  auf  diese  ho- 
rizontale Ebene.  Hieraus  ergiebt  sich  also ,  dafs  dieser  Durch- 
schnitt immer  der  Tangente  der  krummen  Linie  parallel  ist, 
die  durch  die  horizontale  Protection  des  Schwerpunktes ,  des 
Körpers  beschrieben  wird.  Nennt  man  u  die  horizontale 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes,  so  dafs  man 
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2  dx{^  -f  dy^^ 


hat  9   so  hat  man  auch 

.         _    MyU 

für  den  Sinus  der  Neigung  des  Körpers  gegen  die  horizontale 
Ebene,  welche  Neigung  das  Supplement  des  Winkels  ^  ist. 

Diese  verschiedenen  Formeln  und  die  daraus  abzuleiten- 
den Folgerungen  bestehen,  so  lange  die  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit n  des  Körpers  um  die  Axe  seiner  Figur  sehr  grofs 
ist.  Der  Widerstand  der  Luft  und  die  Reibung  des  Punktes 
K  gegen  die  Ebene,  auf  weichender  Körper  sich  stützt,  wer- 
den aber  diese  Geschwindigkeit  fortwährend  vermindern,  und 
wenn  sie  nicht  mehr  sehr  grofs  ist,  wird  sich  die  Axe  GK 
immer  mehr  von  der  verticalen  Richtung  entfernen  und  der 
Körper  zuletzt  auf  diese  Ebene  fallen ,  wie  es  her  dem  ge- 
wöhnlichen Kreisel  der  Fall  ist. 

Man  mufs  bemerken,  dafs  die  verticalen  Schwingungen 
der  gegebenen  Ebene,  aus  welchen  sich  abwechselnde  Aen- 
derungen  der  Gröfse  ^  ergeben ,  keinen  Einflufs  auf  die  Aen- 
derungen  der  Winkel  ^  und  d'  haben.  Wenn'  sich  aber  die 
gegebene  Ebene  vertical,  mit  gleichförmig  beschleunigter  Be- 
vvegung,  hebt  oder  senkt,  so  enthält  die  in  ihrer  Gleichung 
(f.  448)  enthaltene  Gröfse  f  ein  Glied  it  ig't^j  in  welchem 
g*  eine  constanle  positive  Gröfse  bezeichnet.  Der  in  (.  453 
angewandte  Werth  \on  jR,  wird  alsdann  nicht  Mgj  sondern 
M  {g  ziz  g')  seyn;  man  mufs  daher  g  durch  ^  rt:  ^'  in  dem 
Werthe  von  m  ersetzen,  so  dafs  eine  Bewegung  dieser  Art 
auf  die  Veränderungen  von  S*  und  '^  Einflufs  haben  wird. 
Senkt  sich  die  gegebene  Ebene,  in  welchem  Falle  man  das 
untere  Zeichen  von  g'  nehmen  mufs,  so  mufs  g^  <Cg  seyn, 
weil  sonst  der  Werth  von  M  negativ  werden  würde,  was 
andeuten  würde,  dafs  der  Körper  sich  nicht  mehr  auf  die 
gegebene  Ebene  stützt,  indem  diese  schneller  als  der  schwere 
Körper  fallen  und  sich  daher  von  ihm  trennen  würde. 
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IL     BetradituDg  des  Falles^  wenn  man  die  Reibung 

berücksichtigt. 

456. 
Bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  WissenScliab  können 
die  Gesetze  der  Reibung  der  sich  bewegenden  Körper  nur 
durch  die  Erfahrung  bestimmt  werden.  Ich  will  daher^  ehe 
ich  diese  Kraft  von  besonderer  Art,  in  die  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Körpers,  der  sich  auf  eine  gegebene  Ebene 
stützt,  einführe,  die  allgemeinen  Resultate  der  Erfahrung  über 
diesen  Gegenstand  bekannt  machen. 

1)  Die  Reibung  eines  festen  Körpers  gegen  einen  anderen 
hängt  nicht  von  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  ab. 

2)  Sie    hängt   auch   nicht  von  der  Ausdehnung  der  rei- 
benden Fläche  ab. 

3)  Sie  ist   dem   ganzen   auf   diese  Oberfläche  ausgeübten 
Drucke  proportional. 

Diese  beiden  letzteren  Gleichungen  sind  die,  welche  auch 
im  Zustande  der  Ruhe  (^.  269),  im  Augenblicke,  in  welchem 
das  Gleichgewicht  aufhört  und  wenn  die  Berührung  der  Kör- 
per hinlängliche  Zeit  gedauert  hat,  damit  die  Reibung  ihr 
Maximum  erreicht  hat,   statt  haben. 

Rücksichtlich  einer  Flüssigkeit,  die  über  einen  festen 
Körper  fliefst,  sind  die  Gesetze  der  Reibung  von  den  vorher- 
gehenden verschieden.  Man  nimmt,  nach  der  Erfahrung,  an, 
daJb  sie  alsdann  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  der 
Ausdehnung  der  Oberfläche  proportional  ist  und  nicht  vom 
Drucke  abhängt.  Ist  die  Flüssigkeit  eine  luftförmige,  so  ist 
Grund  vorhanden,  zu  vermuthen,  dafs  die  Reibung  mit  der 
Dichtigkeit  zu  oder  abnimmt,  wie  wir  es  in  f.  444  angenom- 
men haben,  sq  dafs  sie,  bei  gleicher  Temperatur,  indirect 
von  der  Gröfse  des  Di*uckes  abhängt. 

457. 
Mao  nehme  nun  an,  dafs  ein  fester  Körper,  dessen  Basis 
eine  ebene  Oberfläche  von  beliebiger  Ausdehnung  ist,  auf  einer 
festen  und  horizontalen  Ebene  liege,  und  die  durch  seinen 
Schwerpunkt  G  gezogene  Verticale  (Fig.  13)  die  feste  Ebene 
innerhalb  der  Ausdehnung   dieser  Basis   treffe ,    was  die  uolh- 

12 
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wendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist. 
Sey  M  seine  Masse  und  P  sein  Gewicht.  An  einen  Punkt 
j4  seiner  Oberfläche,  welcher  in  der  durch  den  Punkt  G  ge- 
zogenen horizontalen  Ebene  liegt,  befestige  man  ein  Seil,  wel- 
ches über  die  feste  Rolle  B  geht,  so  dafs  BJ  die  Verlänge- 
rung von  G^  ist.  An  dem  unteren  Ende  C  dieses  Seils  hänge 
man  einen  anderen  Körper  auf,  dessen  Masse  M'  und  dessen 
Gewicht  P'  ist,  und  dessen- Schwerpunkt  G'  auf  der  durch 
den  Punkt  C  gezogenen  Verticalen  liegt. 

Das  Gleichgewicht  bestellt,  so  lange  das  Gewicht  P\  um 
das  Gewicht  des  verticalen  Theils  des  Seils  vermehrt,  geringer 
ist,  als  die  Reibung  von  JU  gegen  die  feste  Ebene  und  des 
Seils  gegen  die  Rolle  Ä,  und  wenn  P'  allmälich  zunimrtit,  so 
wird  das  Gleichgewicht  in  dem  Augenblicke  aufhören,  in  wel- 
chem P'  diese  Snmme  der  Reibungen  weniger  dem  Gewichte 
des  verticalen  Seils  übertreffen  wird.  Vernachlässigt  man 
daher  dieses  letzte  Gewicht  im  Verhältnisse  zu  P',  und  be- 
zeichnet durch  F  und  F'  die  Reibungen  von  M  gegen  die 
feste  Ebene  und  des  Seils  gegen  die  feste  Rolle  ,  die  unmit- 
telbar vor  dem  Aufhören  des  Gleichgewichtes  slaU  haben,   so 

hat  man 

P'  =  FJ^  F\ 

Der  gegen  die  Basis  M  ausgeübte  Druck  ist  das  Gewicht  P 
dieses  Körpers ,  daher  ist  die  Reibung  F  dem  Gewichte  P 
proportional.  Nach  dem,  was  man  In  §.  302  gesehen  hat,  ist 
auch  die  Reibung  F'  der  Kraft  F  proportional,  d^her  hat  man 

F  =  fP,      F'=:fF, 
wenn    mau    durch  ß  und  f    Brüche   bezeichnet ,    die    von  den 
GrÖfsen  P  und  F  unabhängig  sind.      Vermittel&t  dieser  Wer- 
the  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

woraus  man 

_        1  P' 

findet.  ^  "^  1+7    ^ 

Da  das  Gewicht  P'  für  den  Augenblick,  in  welchem  das 
Gleichgewicht  aufhört,  bekannt  ist,  so  bestimmt  diese  Glei- 
chung den  Werth  von  /'  in  Beziehung  auf  den  ,Körper  M 
und  auf  die  horizontale  Ebene,    auf  welcher   er  liegt,    wenn 
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man  den,  dem  Seile  und  der  Rinne  der  Rolle  entspredieiulen, 
Werlli  von  /*'  kennt.  Das  in  f.  269  angegebene  Millel  glebt 
diesen  Werlli  von  /,  unabhängig  von  jeder  anderen  Grüfse 
derselben  Art,  vermöge  des  Winkels,  bei  welchem  der  Kör- 
per auf  einer  Ebene,  die  man  allmalich  neigt,  zu  gleiten 
anfangt. 

458. 
Sobald  das  um.  das  Gewidit  des  verticalen  Seils  vermehrte 
Gewicht  P'  nur  um  ein  Geringes  mehr  beträgt  als  i^-}-  F' j 
so  hört  das  Gleichgewicht  auf  und  um  so  mehr  ist  dies  bei 
einem  noch  gröfseren  Gewichte  P'  der  Fall.  '  Der  Körper  M 
gleitet  auf  der  horizontalen  Ebene  und  M'  senkt  sich  vertical 
herab.  Während  dieser  Bewegung  nenne  ich  H  die 'Reibung 
von  M  gegen  diese  Ebene,  welche  ein  gegebener  Theil  des 
Druckes  P  scyn  wird.*  Was  die  Rolle  B  betriflft,  so  kann 
man  annehmen,  dafs  sie  völlig  fest  ist  und  unbeweglich  bleibt, 
oder  dafs  sie  sich  um  eine  horizontale  Axe  dreht,  die  auf 
der  Ebene  des  Seils  ABC  senkrecht  steht.  Im  ersten  Falle 
findet,  während  der  Bewegung,  eine  gewisse  Reibung  //'  gegen' 
die  Rolle  statt,  welche  von  JF"  verschieden  seyn  wird  und  zu 
H  addiert  werden  mufs.  Im  zweiten  Falle  wird,  wenn  das 
Seil  gar  nicht  über  die  Rolle  gleitet,  gar  keine  Reibung  zwi-« 
sehen  denselben  statt  finden,  man  mufs  aber  die  der  Rolle 
vermittelst  des  Seils  mitgetheilte  Bewegung  in  Rechnung  brin- 
gen, als  wenn  es  an  dieselbe  befestigt  wäre.  Ich  nehme  an, 
der  zweite  Fall  habe  statt. 

Um  die  Gleichung  der  Bewegung  zu  bilden,  wollen  wir, 
am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  / ,  durch  z  und  z '  den  hori- 
zontalen und  verticalen  Tlieil  des  Seils  ABC  und  durch  p 
und  fv    ihre  Massen  bezeichnen.      Die  Geschwindigkeiten  von 

dz  dz' 

M  und  M    werden,  in  diesem  Augenblicke, j-  und  -7—- 
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seyn,  und  man  kann  durch  a  — —  und  a  ■-    die  auf  ihre 

U  L  et  0 

Oberflächen  ausgeübten  Widerstände  der  Luft  bezeichnen,  wo 
a  und  a  Constanten  sind,  die  von  ihrer  Gestalt  und  Ausdeh- 
nung abhängen.  Nennt  mau  g  die  Schwere,  so  sind  die  an 
das   System    angebraxihten  Kräfte   das    Gewicht  (ili' -}*  i^^O^** 

12* 
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weniger  dem  Widerslande  a  -^-j-,  und  die  hwizonlale  Kraft 

Hy   welche  um  den  Widersland  a  --rjj    vermelirl   ist.      Hire 

Momente,    in   Beziehung  auf  die  Axe   der  Rolle  B,   müssen 
von  einander  abgezogen  werden,  und  wenn  man  c  den  Halb-    ^ 
messer  dieser  kreisrunden  Scheibe  nennt,    so  hat  man 

für  ihren  Unterschied.     Die  bewegenden  Kräfte,  welche  wirk- 
Uch  siatt  haben;  sind:    {M'  -\-  fi')  j^ i«i  yerücvim  Siane, 

/  (^M-^/t) — 2  ^^  horizontalen  Sinne,  und  die  aller  Punkte 

Cm  C 

der  Rolle.      Die  Momente   aller   dieser  Kräfte,   in  Beziehung 
auf  die  Axe   der  Rolle,   müssen  addiert  werden,  und  da  die 

1    dz' 

Winkelgeschwindigkeit   der  Rolle  ^ -zj   ist?     ^    ^^^^   "^®"» 

\      .  c     et  V 

wenn  man  durch  m  ihre  Masse  und  durch  nil^  ihr  Trägheils- 
moment  in  Beziehung  auf  ihre  Axe  bezeichnet,  wie  in  }.  392, 

— -■     i-^    als   Moment   dieser  letzten  Kräfte  in   Beziehung 

auf  diese  Axe^   daher  ist  die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte, 
in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe, 

Dan)it  aber  die  an  das  System  angebrachten  bewegenden 
Kräfte,  vermittelst  der  Axe  der  Rolle,  den  anderen  thätigen 
Kräften,  die  in  dem  ihrer  Richtung  entgegengesetzten  Sinne 
genommen  werden,  das  Gleichgewicht  halten,  müssen  diese 
beiden  Grofsen  (a)  und  (6)  unter  einander  gleich  seyn.  Hier- 
aus ergiebt  sich 


2 


=  {M'-\.(i')g^H-a 


,dz'^  ds^ 


dt^  dt^ 

Da  das  Seil  ABC  als  unausdehnbar  betrachtet  wird,  so 
ist  die  Summe  seiner  Theile  constant ;  nennt  man  /  seine 
ganze  Länge,   so  hat  man  daher    ^ 


r 
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Sey  77  das  Gewicht 'des  ganzen  Seils  und  p  das  Gewicht 
der  Masse  m  der  Rolle,   so  hat  man  auch 

ITz  ,        „       nz 

gf*  =  —i     gft    =  n j-,    gm  z=z  p; 

ebenso  hat  man 

gM  =  P,     gW  =  P', 

und  da  die  Reibung  H  dem  Gewichte  P  proportional  ist,  so 
bat  man  aufserdem  « 

//  =  ÄP, 

wenn  man  durch  A  einen  von  P  unabhängigen  Coefficienten 
bezeichnet.  Vermittelst  dieser  verschiedenen  Werthe  wird  die 
Gleichung  der  Bewegung 


c 


P  +  p.  +  „  +  £»?)^ 


UZ     ,    ,     ,      ,,dz^ 


459. 
Diese  Gleichung  kann   nicht    unter   endlicher  Gestalt   in- 
tegriert  werden,   wenn   man  nicht  die   vom  Widerstände  der 
Luft  herrührenden  Glieder  vernachlässigt ,   wodurch  sie  auf 

d^z  gßz    , 

reduciert' wird ,  wenn  man,  zur  Abkürzung, 

=  «>    -TS  =  ß 


P  +  P'  +  /7+^  P+P'  +  JI+P* 


c« 


setzt.    Ihr  vollständiges  Integral  ist  alsdann 

wo  C  und  C'  die  beiden  willkührlichen  Constanten  und  e  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist. 

Substituiert  man  diesen  Werth  von  z  in  die  Glieder  der 
Gleichung  der  Bewegung,  die  von  dem  Widerstände  der  Luft 
herrühren ,  und  integriert  diese  Gleichung  von  Neuem ,  so  hat 
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man  einen  nälieren  Werlli  von  z ,  wir  werden  jedoch  bei 
dem  Vorhergehenden  stehen  bleiben,  und  um  die  beständigen 
Gröfsen  C  und  C  zu  bestimmen,   nenne  ich  y  den  Anfaugs- 

werlh  von  z  \  man  hat  nun  zzizy  imd  -j-^zniOj  wenn  t=zo 
ist,  hieraus  ergiebt  sich 

ß 


also 


und  daher 


et  l 
C=  C  =  iy  —  ^, 

2ß 


7)(< 


in  ein  cm  beliebigen  Augenblicke. 

Nennt  man  &  die  Zeit,  welche  das  Gewicht  P  brauch^ 
um  die  Rolle  jB  zu  erreichen,  d.h.  den  Abstand  y  zu  durch- 
laufen, so  hat  man  zu  gleicher  Zeit  tz^.ß-  und  «  =ir  o, 
woraus  man 

findet.  ^  ^ 

Ist  ß-'  durch  die  Beobachtung  gegeben,  so  dient  diese 
Gleichung  dazu,  den  WerlK  von  «  und  daher  den  des  Coeffi- 
cienlen  h  zu  bestimmen,  welcher  sich  auf  die  Reibung  des 
auf  der  horizontalen  Ebene  sich  bewegenden  Gewichtes  P 
bezieht. 

Bei  diesem  Versuche  kann  mau  für  P '  ein  beliebiges  Ge- 
wicht nehmen,  wenn  es  nur  die  Reibung,  welche  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  statt  hat,  überwiegt.  Ist  da»  Gewicht  TL 
sehr  klein  im  Verhältnisse  zu  den  Gewichten  P  und  P',  so 
ist  ß  ein  sehr  kleiner  Bruch,  und  man  kann  aUdann  die 
Exponentialgröfsen  in  sehr  convergierende  Reihen,  nach  den 
Potenzen  von  /?,  entwickeln.     Auf  diese  Weise  hat  man 

.=(w-,„(^'+^' +...).■ 

und  wenn  man  die  Gröfse  ß  ganz  vernachlässigt,  so  hat  man 
einfach  * 
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was  wirklich  seyn  mui's,  weil  alsdaun  die  Bewegung  des  Ge- 
wichtes P  gleichförmig  beschleunigt  ist. 

Wie  auch  die  Bewegung  des  Systems,  das  wir  betrachten, 
beschaifen  ist,  so  ist  die  Spannung  des  horizontalen  Theils 
des  Seils  ^BC  beständig  der  kleinsten  der  zwei  Kräfte,  die 
auf  seine  beiden  Endpunkte  wirken,  gleich  (f.  352),  d.  h., 
der  Reibung  H^  vermehrt  um  den  Widerstand  der  Luft, 
welcher  auf  die  Oberfläche  von  M  ausgeübt  wird.  Sie  ist 
daher  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  constant  und 
gleich  H  oder  //  P,  wenn  man  vom  Widerstduide  der  Luft 
absieht,  und  ihr  Werth,  welcher  durch  die  Ausdehnung  einer 
.Feder,  die  nach  der  Länge  dieses  Seils  angebracht  ist,  gemes- 
sen wird ,  kann  auch  dazu  dienen ,  den  Coefficienten  h  zu 
bestimmen. 

460. 

Die  Werthe,  welche  die  Erfahrung  für  diesen  Coefficien- 
ten gegeben  hat ^  sey  es  nun,  dafs  man  sie  aus  Beobachtung 
der  Zeit  S-  oder  aus  dem  Maafse  der  Spannung  des  Seils 
abgeleitet  hat,  sind  nach  dem  Grade  der  Politur  der  sich  rei- 
benden Oberflächen  inid  der  Materie  des  Körpers  verschieden, 
sie  hängen  nicht,  wie  die  des  Coefficienten  /  (f.  269),  von  ■ 
der  Zeit  ab,  während  welcher  die  Körper  in  Berührung  waren, 
ehe.  sie  über  einander  zu  gleiten  anfingen.  Wenn  die  letzte- 
ren ihr  Maximum  erreicht  haben,  so  sind  sie  immer  gröfser, 
als  die  entsprechenden  /Werthe  von  A,  so  dafs,  im  Zustande 
der  Bewegung,  die  Reibung  H  kleiner  ist  als  die  Reibung  F) 
welche  ini  Augenblicke  statt  hat,  in  welchem  das  Gleichge- 
wicht aufgehoben  wird,  und  die  Spamuing  des  sich  bewegen- 
den Seils  ist  ebenfalls  kleiner,  als  die,  welche  im  letzten  Au- 
'  genblicke  des  Gleichgewichtes  statt  halle. 

Ist  das  Gewicht  P  in  Ruhe,  so  besteht  das  Gleichgewicht 
80  lange,  als  das  Gewicht  P'  kleiner  als  F  ist,  man  hat 
aber  bemerk^,  dafs,  wenn  P'  zwar  kleiner  als  F,  aber  doch 
merklich  gi'öfser  als  H  ist,  es  hinreichend  ist,  die  horizontale 
Ebene  ein  Wenig  durch  kleine  Stöfse  zu.  erschüttern,  damit 
sich  das  Gewicht  P  in  Bewegung  setze. 

Ist  der  Coefficient  h  bekannt,  so  ist  es  leicht,  die  Bewe- 
gung des  Gewichtes  P  auf  einer  geneigten  Ebene  zu  bestimmen. 


rr 
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Ich  bezdckne  durch  i  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen  eine 
horizontale  Ebene;  welche  gröfser  als  der  Winkel  seyn  niufs, 
bei  welchem  das  Gleichgewicht  aufhört,  oder  so  beschaffen, 
dafs  lang  i>  f  ist  (J.269),  Die  Seitenkräfte  von  P,  welche 
mit  dieser  Ebene  parallel  sind,  und  diejenigen ,  welche  auf 
ihr  senkrecht  stehen ,  sind  P  sin  /  und  P  cos  L  Die  ersle, 
weniger  der  Reibung  H^  wird  die  bewegende  Kraft  des  Kör- 
pers seyn,  dessen  Masse  M  ist.  Nennt  man  z  den  am  Ende 
der  Zelt  /  durchlaufenen  Raum,  so  hat  man  daher 

d^z  «         .         ^ 

Da  ferner  der  Druck  auf  diese  Ebene  die  andere  Seiten - 
kraft  P  cos  i  ist;  so  hat  man  auch 

H  z:=.  h  P  cos/, 
weil  PzzzMg  ist,   die  vorhergehende  Gleichung  wird  daher 

d^z 

-TTj  ==  (l  —  Ä  cot  i)gün,  ij 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Bewegung  gleichförmig  beschleu* 
nigt,  und  dieselbe  seyn  wird,  als  wenn  die  Reibung  nicht  vor- 
handen wäre,  und  der  Sinus  der  Neigung  in  dem  Yerhältnisse^ 
von  1  —  A  cot  i  zur  Einheit  vermindert  würde.  Diese  GröJfse 
1  —  h  cot  i  ist  positiv,  weil  man,  der  Voraussetzung  gemäfs^ 
h  <.f  und  J  cot  i  <  1  hat. 

461, 
Da  die  Reibung  H  dem  Drucke  proportional  ist,  und 
nicht  von  der  Ausdehnung  der  reibenden  Oberfläche  abhängt, 
so  folgt  daraus,  dafs,  wenn  die  Gewichte  P  und  P'  des  f.  457 
dieselben  bleiben,  die  Bewegung  von  P  auf  der  horizontalen 
Ebene  sich  nicht  ändern  wird,  wie  grofs  auch  die  Ausdehnung 
seiner  Grundfläche  sey,  sobald  sie  nur  immer  denselben  Grad 
von  Politur  hat.  Nimmt  man  daher  für  diesen  Körper  ein 
rechtwinkliges  Parallelopipedum ,  das  aus  gleichartigem  SlolTe 
besteht  und  dessen  Flächen  alle  gleiche  Politur  haben,  so  wird 
seine  horizontale  Bewegung  immer  dieselbe  seyn,  wenn  man 
es  allmälich  auf  jede  seiner  Flächen  legt,  und  dies  wird  aiicli 
noch  auf  einer  geneigten  Ebene,  ohne  Hülfe  des  Gewichtes  P\ 
der  Fall  seyn. 
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Uebrigens  kommt  diese  Beliftuplung,  dafs  die  Reibung 
nicht  von  der  Ausdehnung  und  Form  der  Grundfläche  von  P 
abhangt,  sondern  blos  dem  Gewichte  P  proportional  ist,  darauf 
zurück,  dafs  in  jedem  Punkte  dieser  Grundfläche  die  Reibung 
dem  diesem  Punkte  entsprechenden  Drucke  proportional  ist* 
Es  sey  nemlich  b  diese  Grundfläche,  da  eines  seiner  Diffe« 
rentjalelemente  und  pda  der  verlicale  Druck ,  den  dieses  Ele- 
ment auszuhalten  hat,  so  dafs  p  den  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche bezogenen  Druck  darstellt.  Die  JNlittelkraft  der  auf  alle 
Elemente  von  b  ausgeübten  Drucke  mufs  dem  an  den  Schwer- 
punkt G  angebrachten  Gewichte  gleich  seyn,  daher  mufs  man 

fpda=P  («) 

haben,  und  wenn  mau  durch  die  Projection  des  Punktes  6 
auf  die  feste  Ebene  zwei  horizontale  und  rechtwinklige  Axen 
zieht,  von  welchep  eine  z.  B.  die  Projection  der  Linie  OB 
seyn  wird,  und  x  den  Abstand  des  Elementes  da  von  dieser 
Projection  und  y  seinen  Abstand  von  der  anderen  Axe  nennt, 
so  mufs  man  auch 

fxpda  —  o,     fypda  =  o  (b) 

haben,  wo  diese  Integrale  so  wie  das,  welches  die  Gleichung 
(a)  enthält,  sich  auf  die  ganze  Basis  b  ausdelint.  Dies  vor- 
ausgesetzt, nehme  man  niin  an,  die  Reibung  des  Elementes 
da  gegen  die  feste  Ebene  sey  dem  Drucke  pda^  welchen  sie 
erleidet,  proportional,  und  bezeichne  sie  durch  Jipda,  indem 
man  durch  h  einen  von  p  unabhängigen  Coefficienten  bezeich- 
net,   der   von  der  Beschaflenheit   der  Oberfläche   da   abhängt, 

so  haben  wir 

H  =  fhpda 

für  die  ganze  Reibung,  »und  da  die  Reibungen  aller  Elemente 
der  Richtung  GB  der  Bewegung  parallel  sind,  so  hat  man^ 
wenn  man  Xi  den  Abstand  ihrer  Mittelkraft  H  von  der  ver- 
ticalen  Ebene  nennt,  die  durch  die  Linie  GB  geht^ 

Hxi  =:  fhxpda. 

Hat  aber  die  Grundfläche '  des  Körpers  denselben  Grad 
von  Politur  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  so  ist  der  Coefficietol 
h  constant,   und  es  ergiebt  sich  hieraus 

//  —  hfpda  =  AP,     Uxi  —  h  fxpda  =  o^ 
daher  hängt  die  ganze  Reibung  nur  vom  Gewichte  P  ab,  wie 
auch  die  Ausdehnung  und  Form  seiner  (Grundfläche  beschaffen 
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8ey,  und  da  die  Richtung  dieser  Kraft,  wegen  Xi  =  o,  in  die 
verticale  Ebene  fällt,  welche  durch  die  Linie  GJ3  geht,  so 
kann  sie  dem  Körper  keine  Umdrehungsbewegung  mittheilen, 
dessen  Bewegung,  wie  angenommen  wurde,  dieser  Ebene  pa- 
rallel seyu  wird. 

Wenn  die  Schwerpunkte  des  Gewichtes  P  und  der  Grund- 
fläche 6  in  derselben,  auf  dieser  Grundfläche  senkrecht  stehen- 
den Linie  enthalten  sind,  wie  im  Falle,  wenn  der  Körper  ein 
Prisma  oder  ein  verticaler  Cylinder  ist,  so  leistet  m&n  den 
Gleichungen  (a)  und  (b)  Genüge,  wenn  man  annimmt,  dafs  der 
Druck  p  constant  und  dem  Verhältnisse  von  P  zu  h  gleich 
ist.     Ist  umgekehrt,  der  Werth  von  /;  constant,  so  geben  die 

,Gleichungen  {b) 

fxdo  =  o,     fjda  =  o, 

was  erfordert,  dafs  der  Schwerpunkt  von  b  mft  der  horizon- 
talen Projeclion  des  Punktes  G  zusammenfällt;  ist  daher  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt,  so  ändert  sich  natürlich  der  Druck 
p .  von  einem  Punkte  der  Basis  des  Körpers  zum  anderen. 
Alsdann  ist  die  Bestimmung  seines  Werthes  in  einem  belie- 
bigen  Punkte  eine  sehr  schwere  Aufgabe,  die  man  nicht  an- 
ders auflösen  kann,  als  wenn  man  die  Biegsamkeit  der  Ma- 
terie des  Körpers  und  die  der  horizontalen  Ebene,  auf  welche 
er  sich  stützt,  berücksichtigt,  und  welche,  ohne  diese  Betrach- 
tung, wie  bei  der  Aufgabe  des  f.  270,  eine  Unbestimmtheit 
veranlassen  würde. 

s 

Nimmt  man  an,  dafs  die  zwei  Schwerpunkte  auf  der- 
selben Verticalen  liegen ,  so  hat  man  daher,  zu  gleicher  Zeit, 
wie  auch  der  Coefficient  h  beschalTen  sey, 

P  P 

P  =  -7-j     ti  =  —  /hdoy     xifhda  =  /hxdo. 

Bleibt  daher  die  Grundfläche  dieselbe,  so  wird  die  ganze 
Reibi^ng  H  dem  Gewichte  P  proportional  seyn,  als  wenn  der 
Grad  der  Politur,  in  der  ganzen  Ausdehnung  dieser  Grund- 
fläche, derselbe  wäre;  im  Allgemeinen  hat  man  aber  nicht 
mehr  ^i=o,  die  Richtung  der  Kraft  ff  wird  nicht  mehr 
mit  der  horizontalen  Protection  der  Linie  GB  zusammenlallen, 
und  wenn  das  Gewicht  P'  das  Gewicht  P  auf  der  horizon- 
talen Ebene  fortzieht,    so   wird    die  Reibung  eine  UmdrelHing 
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des  Körpiers  um  die  Verlicale,  welche  durch  seinen  Schwer« 
punkt  G  geht^  bewirken. 

462. 
Nimmt  man  noch  immer  an,  daf'^  das  Gewicht  P  auf 
einer  festen  horizontalen  Axe  liegt  und  die  horizontale  Pro- 
leclion  des  Punktes  G  mit  dem  Schwerpunkte  der  OberAache 
b  zusammenfällt,  so  denke  man  sicli  nun,  es  würden  dein 
Körper,  auf  irgend  eine  Weise,  Gi-öi'sen  der  Bewegung  mitge- 
theilt,  die  der  festen  Ebene  parallel  sind  und  also  den  Kör- 
per nicht  in  schwankende  Bewegung  versetzen,  d.  h.  seine 
Grundfläche  b  nicht  von  dieser  Ebene  entfernen.  Der  Körper 
nimmt  alsdann  zwei  horizontale  Bewegungen  an,  eine  fort- 
schreitende, welche  die  seines  Schwerpunkles  Cr  ist,  und  eine 
drehende,  um  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Verlicale.  Es 
soll  nun  der  Einflufs  der  Reibung  auf  diese  zwei  verschiede- 
nen Bewegungen  bestimmt  werden. 

hP 
Man  bezeichne  durch   -^ — du   die   Reibung,    welche  das 

Clement  da  erleidet  und  deren  Richtung  der  der  Geschwin- 
digkeit dieses  Elementes  entgegengesetzt  seyn  wird.  Man  neune 
r  seinen  Abstand  von  der  Umdrehnngsaxe.  Am'  Ende  der 
Zeit  t  seyen  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  von  by  die  sich  auf  feste  willkührlich  in  der 
horizontalen  Ebene  gezogene  Axen  beziehen,  und  S-  sey  der 
Winkel,  welchen  /•  mit  der  Verlängerung  von  x  macht.  Die 
Coordinaten  von  da  sind,  in  demselben  Augenblicke,  «r  -)- r 
cos  ^,  und  j'  -|-  r  sin  &,  und  wenn  man  durch  t^  die  Ge- 
schwindigkeit, und  durch  a  und  ß  die  Winkel  bezeichnet, 
welche  ihre  Richtung  mit  Linien ,  die  den  Axen  der  x  und  y 
parallel  sind,  einschliefst,  so  hat  man 

dx  ,         d& 

p  cos  a  =  —, r  sin  d-  -7— 

dt  dt 

i>  cos  ij  =  -~  "jr  r  COS&  -T- 
^        dt  dt 

für  die   zwei   Seitenkräfie    dieser   Geschwindigkeit.      Die   der 

Reibung  sind^   zu   gleicher  Zeit, 

—  -7—  cos  M  a  a , j—  cos  ßda. 

6  .  6 
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Da  aber  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  G  dieselbe 
ist,  als  wenn  die  Masse  des  Körpers  in  demselben  concenlriert 
wäre  und  die  bewegenden  Kräfte  aller  seiner  Punkte  an  den- 
selben parallel  mit  ihren  Richtungen  angebracht  wären,  so 
haben  wir,  für  die  Gleichungen  dieser  Bewegung 


— ,  =  -  -yf  cos  ada 
^'y  =:_  !!f  f, OS ß da 


(2) 


dt^  b 

P 

wenn  man  durch  j?  die  Schwere  bezeichnet,   so   dafs  —    die 

-  ö  g 

Masse  ist  und  der  Coefficient  h  in  der  ganzen  Ausdehnung 
von  h  als  constant  betrachtet  wird* 

Zu  gleicher  Zeit  dreht  sich  der  Körper  um  die  Verticale, 
die  durch  den  Punkt  G  geht,  als  wenn  diese  Linie  unbe- 
weglich  wäre,  und  die  Kräfte,  die  auf  diesen  Körper  wirken, 
sich  nicht  geändert  hätten«  Das  Moment  der  Reibung  von 
da  wird  dem  Unterschiede  der  Momente  seiner  zwei  Seiten- 
kräfle  gleich  seyn,  und  sein  Werth  ist 

—  hPcosßda  ,     IiPcosada 

' -. ■ r  cos  ^  -I ; : r  sin  S-y 

b  b 

wenn  man  annimmt,  dafs  die  Reibung  in  dem  Sinne  statt 
hat,  vermöge  dessen  der  Winkel  S-  vergröfsert ,  wird ,  d.h. 
von  der  Axe  der  positiven  x  gegen  die  der  positiven  ^y.  Dies 
vorausgesetzt,  bezeichnet  man  nun  durch  (o  die  Winkelge- 
schwindigkeit des  Körpers  am  Ende  der  Zeit  ty    und  durch 

sein  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Rotationsaxe, 

80  hat  man  (f.  392) 

i*  T7  =  —  ~  /(cos ß  cpsd'  —  cos>;(  sin  d) rda,        (3) 

als  Gleichung  der  Bewegung  um  diese  Axe,    in   welcher  man 

d& 
w  =  --rr  3elzt   und  das  Integral  auf  die  ganze  Grundfläche  b 

des  Körpers  ausdehnt. 

In  diesen  Gleichungen  (2)  und  (3)  sind  die  Veränder- 
lichen Xj  y,  &y  nicht  getrennt;  die  fortschreitenden  und 
drehenden  Bewegungen  hängen  daher    von  einander  ab,    und 
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können,  im  Allgemeinen,  nur  nahem ngs weise  befilimmt  werden. 
Es  giebt  zwei  Fälle,  diei  man  leicht  aullösen  kann  und  die 
wir  betracliten  wollen. 

463. 

dx 

Bleibt  der  Schwerpunkt  G  in  Ruhe,  so  hat 'man  —  =o 

dt 

dy 
und  -~  =  o ;    die  Gleichungen  (l)  geben 

d& 
cos  a  =  —  sin  d-f    cos  ß  z=z  cos&f    p  zzz  r  -7— , 

und  damit  den  Gleichungen  (2)  Genüge  geleistet  werden  kann, 
müssen  die  Integrale  /  sin  &da  und  /*  cos  &da  Null  sejn, 
was  nur  von  der  Gestalt  von  b  abhängt,  und  z.B.  immer 
statt  haben  wird,  wenn  sie  um  den  Schwerpunkt  dieser  Grund- 
fläche symmetrisch  ist.     Die  Gleichung  (3)  wird 

^   dt  =-T^''^'^ 

woraus  man 

S'ta  heg 

df  ~  ~  bk^ 
findet,    wenn  man  die   Constaple  frdo   durch  c   bezeichnet. 
Die  Umdrehungsbewegung  wird  daher  gleichförmig  vermindert 
werden,    und  wenn   man  SL  die  anfängliche  Winkelgeschwin- 
digkeit nennt,   so  hat  man,  in  einem  beliebigen  Augenblicke 

""-^--bW 

woraus   hervorgeht,    dafs  diese  Bewegung   am  Ende  der  Zeit 

bt^JI 

,   für  welche  man  a)=o  hat,   aufhören,   und  alsdann 

heg 

der  Körper  in  Ruhe  seyn  wird. 

Ist  dagegen  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  sehr  klein  im 

Verhältnisse  zu  der   fortschreitenden,    und  vernachlässigt  man 

d& 
das  Quadrat   von   r-— ,   so  geben  die  Gleichungen  (l) 

^  «  /"dx    .  dy         ^N     dd- 

2    =  f^2_2  ( --  8in^  —  :77  cos^)r-r-, 

\dt  dt  y     dt 

wenn  man  durch  u  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  G  be- 
zeichnet, so  dafs  man 
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hat.      Hieraus    und  aus  denselben  Gleichungen  (1)  findet  man 

v>  u  u^Kdt  dt  J 

,    1    dx  1  V^a;         ^    ,    rfy    .     ^>^  dy  rdd- 

cos  «  =  —    TT     "^  (  • 


d^ 
—     ,  ^  i    ,      cos  ^'  +  -^  sin  ^^  -i^      , 

rfo;  rd& 


i    dy     ,      i   ^dx  .   dy    .     ^N 

*  u   dt  u^\dt  dt  J  dt     dt 

Da   der  Anfangspunkt  der  Polar coordinaten  r  und  -^  der 
Schwerpunkt  de/  Grundfläche  h  ist,   so  hat  man  aufserdem 
fr  sint^-cZa  ==  o,    fr  cos^rfo  =  o. 

Dies  vorausgesetzt,  substituiert  man  nun  diese  Werlhe 
von  cos  a  und  cos/?  in  die  Gleichungen  (2),  und  bemerkt^ 
dals  fdc  =  b  ist,   so  hat  man 

d^x    .   hg  dx       d^y  hg  dy 


df^  u    dt^     dt^    ~  udt*^  ^^^ 

Zur  gröfseren  Einfachheit  nehme  ich  an,  dafs  die  Grund- 
Hache  um  ihren  Schwerpunkt  symmetrisch  ist,   so  dafs  man 
/r2  cos^  sin^rfo=o,/r2  8in2^rfa=/r2cos2^rfa  =  6;'2 

hat,  wo  y  eine  gegebene  -Linie  ist.  Vermittelst  der  Substi- 
tution der  Werthe  von  cos  a  und  cos  ß  reduciert  sich  die 
Gleichung  (3)  alsdann  auf 

d^^  _  hgy^dd^ 

dt^  —   ~udt'  ^^^ 

d& 
wenn  man  bemerkt ,  dafs  oi  =  -7—  ist. 

dt 

Die  vollständigen  Integrale  der  Gleichungen  (4)  sind 

dx         ,  _      .  dy 

—  =  («  —  hgt)  cos  €,     ^  =z  (a  —  hgt)  6in  «, 

wo  a  inid  e  die  beiden  willkiihrlichen  Constanten  sind.     Man 

findet  hieraus 

u  =z  a  —  hgtj 

und  sieht,  dafs  die  Bewegung  des  Punktes  G  gleichförmig  ver- 
mindert wird,  und  a  und  e  die  Anfangsgeschwindigkeit  und 
der  Winkel  seyn  werden,  welchen  seine  Richtung  mit  der 
Axe  der  x  einschliefst.     Die  Gleichung  (5)  wird 
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■572    ~  ■"  k^(a  —  hgt)   dt' 
daher  ist  ibr  volIstäDdiges  Integral 

dt  \  .  a    J 

wenn  man  durcK  SL  die  wiilkübrliche  Constante  bezeichnet, 
die    die    anfangliche   Winkelgeschwindigkeit    ausdrückt.       Die 

Werlhe  von  u  und   -7—    oder   co   sind   dem    wahren   Werlhe 

at 

um  so  näher,  ein  je  kleinerer  Theil  der  Geschwindigkeit  u 
das  Produkt  aus  Sl  in  den  gröfsten  Werth  von  r  seyn  wird, 
sie  zeigen,    dafs  die  fortschreitenden  und  drehenden  Bewegun- 

gen  zugleich,  am  Ende  der  Zeit  = — ,    aufhören  werden. 

463.  a. 
Wenn  ein  fester  Körper  sich  auf  einer  festen  Ebene  be- 
wegt,  indem   er  sie  beständig  nur  in  einem  ehizigen  Punkte 
seiner  Oberfläche  berührt,  so  können  mehrere  Fälle  vorkom- 
men ,  die  man  sorgfältig  unterscheiden  mufs. 

1)  Der  Körper  kann  über  die  Ebene,  ohne  zu  gleiten, 
fortrollen,  so  dafs  die  beiden  auf  dieser  Ebene  und  der 
Oberfläche  des  Körpers  gezeichneten  krummen  Linien,  welche 
die  geometrischen  Oerter  ihrer  auf  einander  folgenden  Be- 
rührungspunkte sind ,  immer  gleiche  Längen  haben. 

2)  Der  Körper  kann  sich  um  sich  selbst  drehen,  indem 
er  immer  die  feste  Ebene  in  demselben  Punkte  dieser  Ebene 
berührt. 

3)  Der  Körper  kann  gleiten,  ohne  sich  zu  drehen,  so 
dafs  der  Berührungspunkt  immer  derselbe  Punkt  seiner 
Oberfläche  ist. 

4)  Endlich  kapn  er  zu  gleicher  Zeit  gleiten  und  sich 
auf  der  festen  Ebene  drehen. 

In  dem  zweiten  imd  dritten  Falle  ist  die  Reibung  des 
Körpers  gegen  die  feste  Ebene  dieselbe,  als  wenn  die  Berüh- 
rungsfläche eine  beliebige  Ausdehnung  hätte;  ihre  Gröfse  ist 
dem  Drucke  proportional,  welcher  im  Berührungspunkte  statt 
hat,  und  ihre  Richtung  der  der  Geschwindigkeit  dieses  Punk- 
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Xes  entgegengesetzt.  Bezeichnet  man  sie  durch  H  und  den 
Druck  durch  P,  so  hat  man  H  z=z  hP^  wa  der  Coefficient 
h  derselbe  ist,  wie  in  §.  458.  Dies  Gesetz  folgt  aus  dem  Um- 
stände, dafs  die  Reibung  von  der  Ausdehnung  der  Berührungs- 
fläche unabhängig  ist,  es  sollte  jedoch  durch  directe  Versuche 
ermittelt  werden«  Die  Kiaft  H  ist  das,  was  man  eine  Rei- 
bung der  ersten  Art   nennt. 

Im  ersten  Falle  nennt  man  die  Reibung  des  Körpers 
gegen  die  feste  Ebene  eine  Reibung  der  zweiten  Art.  Die 
Beobachtung  zeigt,  dafs  diese  Kraft  im  Allgemeinen  sehr  klein 
ist  und  vernachlässigt  werden  kann. , 

Im  letzten  Falle  haben  die  zwei  Arten  von.  Reibungen 
zugleich  statt;  man  vernachlässigt  die  Reibung  der  zweiten 
Art  im  Verhältnisse  zur  Reibung  der  ersten,  welche,  in  jedem 
Augenblicke,  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  ent- 
gegengesetzt gerichtet  und  immer  dem  Drucke,  der  auf  diesen 
Funkt  ausgeübt  wird,  proportional  ist. 

Diese  Resultate  passen  nicht  für  den  Fall ,  wenn  der 
Berührungspunkt  das  Ende  einer  Spitze  ist*,  oder  einer  schar- 
fen Kante  angehört,  sie  haben  aber  statt,  wenn  der  Körper 
ein  Cylinder  ist,  welcher  die  feste  Ebene  nach  einer  geraden 
Linie  berührt,  und  so  oft  seine  Oberfläche  weder  Spitzen^ 
noch  scharfe  Ecken  hat,  so  sind  sie  hinreichend,  um  die  Dif- 
ferentialgleichungen der  fortschreitenden  und  drehenden  Be- 
wegungen zu  bilden.  Das  folgende  Beispiel  zeigt ,  wie  man 
sie  zu  diesem  Zwecke  anwenden  mufs. 

464. 
Ich  nehme  an ,  der  Körper  sey  eine  gleichartige  Kugel, 
die  auf  einer  festen  horizontalen  Ebene  liegt.  Man  theile 
diesem  Körper  eine  drehende  Bewegung  um  einen  horizon- 
talen Durchmesser,  und  seinem  Mittelpunkte  eine  horizontale 
und  auf  diesem  Durchmesser  senkrecht  stehende  Geschwin- 
digkeit  mit.  Es  ist  einleuchtend,  dafs  sich  der  Körper  um  die- 
sen Durchmesser  drehen  wird,  welcher  parallel  mit  sich  selbst 
und  der  festen  Ebene  fortbewegt  wird,  und  dafs  der  Schwer- 
punkt, der  zugleich  Mittelpunkt  der  Figur  ist,  in  der  yertica- 
len  Ebene,  die  auf  der  Umdrehungsaxe  senkrecht  steht,  eine 
horizontale  gerade  Linie  beschreiben  wird.     Es  müssen  nun. 
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in  einem  beliebigen  Augenblicke,  die  Geschwindigkeiten  dieser 
zwei  Bewegufigen  bestimmt  werden. 

Die  Fig.  14  stellt  einen  Schnitt  des  Körpers  dar,  welcher 

auf  seiner  Umdrehungsaxe    senkrecht    steht   und  durch  seinen 

Mittelpunkt  G  geht.      Die   Linie   ^KB   ist    der   Schnitt    der 

festen  Ebene ;  die  ihr  parallele  Linie  CGD  ist  diejenige,  welche 

der  Punkt   G  beschreibt,    und    die  Berührung  hat   am  Ende 

der  Zeit   t,   im  Punkte  K  statt.     In  diesem  Augenblicke    sey 

X  der  Abstand  CG^  welcher  vom  festen  Punkte  C  aus  gerech- 

lix 
net  wird;   -7-    die    Geschwindigkeit    des    Punktes    G,    oi   die 

Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  seine  Umdrehungsaxei 
welche  man  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je  nachdem 
die  Umdrehung  in  dem  durch  den  Pfeil  s  angegebenen  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  statt  hat.  Nennt  man,  für  den- 
selben Augenblick,  v  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes K  und  bezeichnet  durch  c  den  Halbmesser  KG  der  Kugel, 

so  hat  man 

dx    , 

^^  =  rf?  +  '"• 

Je  nachdem  diese  Grofse  positiv  oder  negativ  ist,  bewegt 
sich  der  Punkt  K  nach  B  oder  nach  ^,  und  die  Reibung, 
welche  in  diesem  Punkte  K ,  in  entgegengesetztem  Sinne  von 
V,  statt  hat,  w^ird  nach  Kj4  oder  nach  KB  gerichtet  seyn. 
Hat  man  p  z=z  o^  so  rollt  der  Körper  fort,  ohne  zu  gleiten, 
und  es  hat  nur  eine  Reibung  der  zweiten  Art  statt. 

Dies  angenommen,   bezeichne  man  noch  immer  durch   P 

das  Gewicht  des  Körpers,  durch  g  die  Schwere,   durch  • 

das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Umdrehungsaxe 
und  durch  hP  die  Reibung  im  Punkte  K4  Nimmt  man,  um 
einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten ,  an ,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit p  positiv  und  daher  die  Reibung  nach  KA  gerichtet 
ist,  so  sind  die  Differentialgleichungen  der  fortschreitenden 
und  der  drehenden  Bewegung 

d^x  ,  -^  dto  ,  ,  X 

—  =-hg,      i^-^-hcg,  («) 

denn    der  Schwerpunkt  G  mufs   sich    so    bewegen,   als   wenn 

13 
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P 


die  Masse  —    des    Körpers    in    demselben    vereinigt    und    die 

g 
Reibung    dort   parallel   mit   ihrer    Ricbtung   angebracht  .wäre; 

und  zu  gleicher  Zeit  nuifs  sich  der  Körper  um  seine  Um- 
threhungsaxe  bewegen,  als  wenn  diese  Axe  fest  wäre  und 
der  Angriffspunkt  der  Reibung  und  die  Richtung  dieser  Kraft 
sich  nicht  geändert  hätten.  Ist  der  Körper  eine  Kugel,  so 
hat  man  auch 

/.  2    . 

^  -  5  ' 
die  vorhergehenden  Gleichungen  würden  noch  immer  statt 
haben,  jedoch  mit  einem  anderen  Werthe  von  i^,  wenn  die- 
ser Körper  ein  Rolationskörper  oder  ein  gerader  Cylinder  mit 
kreisförmiger  Grundfläche  wäre,  der  sich,  in  beiden  Fällen, 
um  die  Axe  der  Figur  dreht.  Nimmt  man  an,  dafs  der  Coef- 
ficient  h   constant  ist,   und  integriert  die  Gleichungen  (a),    so 

hat  man 

dx                   ^                                  hegt  , 

—  ^a  —  hgty    w  =  a p-,  W 

wo  a  und  a  die  beiden  willkührlichen  Constanten  sind ,  welche 

dx 
die  anfänglichen  Werthe   der  Geschwindigkeiten     ~    und    ia 

ausdrücken.     Zu  gleicher  Zeit  hat  mau 

1  +  j^J  hgt. 

Der  Voraussetzung  gemäfs,  ist  die  Constante  a  '\'  ca 
positiv;  daher  ist  dies  auch  bei  der  Geschwindigkeit  v,  wäh- 
rend der  Zeit  -ö^,  der  Fall ,  nach  deren  Verlauf  sie  Null  wiid 

und  deren  Werth 

_    (a  +  c  a)  ifc2   _    2{a  +  ca) 

^  ~  ic^  +  i^)gh  ~         1hg 
ist,   wenn    der  Körper   die   Kugelgestalt   hat.     Während   des 

dx 

Zeitraums    ^,    werden   die    vorhergehenden    Werthe    von  -^ 

und   ö)  statt  finden   und   die   zwei    Bewegungen    des   Körpers 

gleichförmig   vermindert    werden.  '  Am  Ende  einer  Zeit,    die 

a,  dx  T       , 

gleich  -z —  ist,  wird  der  Werth  von  ---  Null   seyn.     Ist  da- 
hg  ab 

her  diese  Zeit  kleiner  als  d-^   was  statt  hat,  wenn  man 
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^  2cct 
a  < 


5 

dx  ci 

hat,   60  wird  die  Geschwindigkeit  -- —   nach    /  zz:  - —  negativ 

dt  iig 

und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  geht  rückwärts.  Dies  ereig- 
net sich  z.B.,  wenn  man  eine  Billardkugel  so  stufst,  dafs 
sie  sich  schnell  um  einen  horizontale^  Durchmesser  dreht, 
und  zu  gleicher  Zeit  ihren  Mittelpunkt  mit  einer  geringeren 
Geschwindigkeit  vorwärts  bewegt,  so  dafs  die  Gröfsen  a  und 
«  beide  positiv  sind  und  der  vorhergehenden  Ungleichheit 
Genüge  leisten.  Die  Reibung  gegen  das  Tuch  wird  die  fort- 
schreitende Bewegung  bald  aufheben^  da  aber  die  Umdre- 
hungsbewegung noch  besteht , .  so  wirkt  die  Reibung  noch 
immer  in  dem  dieser  letzten  Bewegung  entgegengesetzten  Sinne 
fort,  und  diese  nach  dem  Schwerpunkte  versetzte  Kraft  bringt 
die  Kugel  nach  ihrem  Ausgangspunkte  zurück. 

Hat  die  Kugel  im  Anfange  der  Bewegung  keine  Umdre- 
hungsbewegung ^    so    dafs   man   a  1=0    hat,    oder   allgemeiner 

hat  man 

^    2ca 
a  >  — — , 

o 

d  v 
*80  wird  die  Geschwindigkeit  -^  nicht   vor  der  Gescliwindig- 

keit  if  Null,  und  der  Schwerpunkt  G  wird  nicht  zurückgehen. 

Da  aber  in  allen  Fällen,  am  Ende  der  Zeit  &  der  Stützpunkt 

K   des   Körpers    keine    Geschwindigkeit    mehr   hat,    so    wird 

die  Reibung  hP  der  ersten  Art  verschwinden,  die  Kugel  wird 

fort  rollen,  ohne  zu  gleiten,  und  es  wird  sich  nur  eine  Reibung 

dx 
der  zweiten   Art   erzeugen.      Die    Geschwindigkeiten  -7—  und 

w  werden  constant  seyn  oder  nur  sehr  langsam  abnehmen; 
ihre  Werthe  sind  die  der  Formeln  (6),  welche  dem  Werthe 
t  ::=  d-  entsprechen,    nemlich 

dx  5a  —  2ca  2  ca  -r^  5a 

-7-    ==   ,     ft)  = • 

dt  7  7c 

Die  aUgemeine  Wirkung  der  gewöhnlichen  Reibung  oder 
der  Reibung  der  ersten  Art  besteht  daher  darin  ,  dafs  sie  die 
Körper,   welche,    ohne   sich    um  zu  drehen,   gleiten,   in    den 

13* 
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Zustand  der  Ruhe  versetzt,  und  die  zwei  Bewegungen  der 
Körper^  die  zugleich  gleiten  und  sich  umdrehen,  zur  Gleich- 
förmigkeit und  Gleichheit  zurückführt.  In  einem  völlig  leeren 
Räume  würde  das  aus  dii^sen  zwei  Bewegungen  entspringende 
Fortrollen  des  Körpers  unbegränzt  fortdauern  und  die  Rei- 
bung der  zweiten  Art  wird  die  Geschwindigkeit  p  gleich  Null 

cl  X 

und  die  beiden  Geschwindigkeiten  -—  und  o)  gleich  und  ein- 
ander entgegengesetzt  machen.  Der  Widerstand  der  Luft  hebt 
aber  diese  Gleichheit  auf,  die  Reibung  der  ersten:  Art  kommt 
wieder  zum  Vorschein  und  durch  das  Zusammentreffen  dieser 
zwei  Kräfte  kommt  der  Körper  zuletzt  ganz  in  Ruhe. 
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Siebentes    Kapitel. 
rom   Stofse   der   Körper    9on    beliebiger    Cesialt. 

'  465. 

Die  Lage  und  der  Zustand  eines  festen  Körpers,  der  in 
Bewegung  ist,  in  einem  gegebenen  Augenblicke,  sind  voUstäu* 
dig  bestimmt,  wenn  man  in  diesem  Augenblicke  die  Coordi- 
naten  seines  Schwerpunktes,  die  Seitengeschwindigkeiten  der 
Geschwindigkeit  dieses  Funkies,  die  Richtungen  der  drei  Haupt- 
axen ,  die  sich  in  demselben  Punkte  schneiden  und  die  Sei- 
tengeschwindigkeiten der  Winkelgeschwindigkeit  der  Umdre- 
hung um  diese  drei  Axen  kennt.  Wird  dieser  Körper  durch 
einen  anderen  sich  bewegenden  Körper  gestofsen,  für  welchen 
alle  diese  Dinge  ebenfalls  bekannt  sind,  so  werden  die  Sei- 
tengeschwindigkeiten ihrer  fortschreitenden  und  drehenden  Ge- 
schwindigkeiten durch  den  Stofs  geändert  werden,  nicht  aber 
die  Lagen  ihrer  Schwerpunkte,  noch  die  Richtungen  ihrer 
Hauptaxen;  denn,  wiewohl  der  Stofs  kein  augenblicklicher 
ist,  so  ist  doch  die  Dauer  dieses  Ereignisses  immer  kurz  genug, 
dafs  man  von  den  Aenderungen,  die  während  derselben,  in 
der-  Lage  der  verschiedenen  Punkte  des  Körpers  vorgehen, 
abstrahieren  kann,  "und  dafs  man  also  ihre  Schwerpunkte  und 
die  den  Hauptaxen  angehörenden  Punkte  der  zwei  Körper 
als  unbewegliche  betrachten  kann.  Die  Frage  über  den  Stofa 
der  Körper  beschäftigt  sich  daher  damit,  der  Gröfse  und  Rich- 
tung nach ,  die  fortschreitenden  und  drehenden  Geschwindig- 
keiten, nach  dem  Stofse,  vermittelst  des  Werthes  dieser 
Gröfsen  vor  dem  Stofse,  und  vermöge  der  Gestalt  uud  rela- 
tiven Eage  der  sich  bewegenden  Körper,  zu  bestimmen. 

Ich.  ^erde  im  Folgenden  die  allgemeine  Auflösung  dieser 
Aufgabe  für  die  beiden  äufsersten  Fälle,  wenn  nemlich  die 
Körper  weich  und  ganz  unelastisch  oder  wenn  sie  im  Gegen- 
theil  völlig  elastisch  sind,  mittheilen. 

466. 
Man  nehme  zuerst  an,  es  berührten  sich  zwei  völlig  freie 
Körper    in    einem    einzigen    Punkte.      Seyen    M  und  M!  ihre 
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Massen,  G  und  G'  (Fig.  15)  ihre  Schwerpunkte,  K  ihr  Be- 
rührungspunkt ,  HKH*'  die  auf  ihren  Oberflächen  in  diesem 
Punkte  senkrecht  stehende  Linie.  Seyen  auch  Gat,  Gy,  Gz 
die  Hauptaxen  von  M  und  G'x' j  G'y\  G'z'  die  von  M\ 

Unmittelbar  vor  dem  Stofse  seyen  u^  v,  w  die  Scitenge- 
scliwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  von  G  nach  den  Axen 
Gxy  Gy,  Gz,  zu  gleicher  Zeit  sey  w  die  Winkelgeschwindig- 
keit von  M  um  -die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  ,  die  durch 
den  Punkt  G  geht,  und  p,  gr,  r  die  drei  Seitengeschwindig- 
keiten dieser  Geschwindigkeit  um  dieselben  Axen  Gxy  Gy,  Gä, 

so  dals  — ,^,  —  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welclie  die  au- 

tO      M      (JD 

gen  blickliche  Umdrehungsaxe  mit  diesen  drei  Linien  einschliefst 
(}.  407)  und  man 


0)^  =  p^  ■+•  gr^  -j- 


/ 


.2 


hat.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  x,  y,  z  die  drei  Coordi- 
naten  eines  beliebigen  Punktes  von  M,  die  auf  die  Axen  Gx, 
Gjy  Gz  bezogen  sind,  so  werden  die  mit  diesen  Axen  pa- 
rallelen und  von  der  Umdrehung  des  Körpers  herrührenden 
Seitengeschwindigkeiten  seiner  Geschwindigkeit,  qz  —  ry, 
i'x  —  p2,  py  —  qx  seyn ;  daher  hat  man  die  seiner  abso- 
luten Geschwindigkeit,  wenn  man  die  Seitengeschwindigkeiten 
w,  V)  w  der  Geschwindigkeit  des  Pttuktes  G  dazu  addiert, 
woraus  sich 

u  -\^  qz  —  ry y     v  '\'  r x  —  p*,     w  +  py  —  qx 
ergiebt. 

Tch  bezeichne  durch  Wi,  <^i,  ^i,  pi ,  ^i,  Tj  das,  was 
Uy  V y  w,  p,  q,  r,  unmittelbar  nach  dem  Stofse  werden.  Be- 
merkt man ,  dafs  der  Punkt ,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind, 
seine  Lage  während  des  Slofses  nicht  merklich  ändert,  so 
werden  die  drei  vorhergehenden  Seitengeschwindigkeiten  x 
i/i  -^qi  z  —  riy,  vj  -f  r^ x  —  piz,  w^i  -f  piy  —Vi  ^, 
und  da  die  Axen  Gx,  Gy,  Gz,  denen  sie  parallel  sind,  eben- 
falls als  unbeweglich  vvälirend  des  Slofses  angenommen  wor- 
den sind ,  so  hat  man  die  Geschwindigkeiten ,  welche  dieser 
Punkt  nach  diesen  Axen  verloren  hat,  wenn  man  diese  letzte- 
ren Gröfsen  von  den  vorhergehenden  abzieht.  ßezeichuet 
man  daher  durch  dm  das  Element  der  INIasse  Jl/,  welches 
den  Coordinaten  x ,  y,  z  ejitspricht,  so  hat  man 
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[«  —  "1  +  (y  —  9i)ä  —  {r—ri)j'idm 
[y  —  ^1   +  ('*  —^i)  x  —  {p  —  pi)  z]  dm 

l^i,  —  ^1  ^.  (p—pi) y  —in  —  ?i) ^]  ^''^ 

fiu'  die  den  Linien  Gx  ^  Gy  ^  Gz  y  parallelen  Seitenkräfte  der 
Grüfse  der  Bewegung,  welche  dm  während  der  Dauer  des 
Slofses  verloren  hat. 

In  Folge  des  allgemeinen  Grundsatzes  der  Dynamik  (f.  353) 
müssen  die  so  von  M  und  A/'  verlorenen  Grüfsen  der  Be- 
wegung  sich  im  Gleichgewichte  halten,  und  nach  dem,  was 
uian  in  §.  265  gesehen  hat,  kann  man  die  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes  dieser  zwei  festen  Körper,  die  sich  auf  ein- 
ander stützen,  bestimmen,  wenn  man  jeden  derselben  für  sich 
betrachtet ,  nachdem  man  zu  den  auf  M  bezüglichen  Krafleii 
eine  unbekannte  Kraft  N  hinzugefügt  hat,  die  nach  KH  ge- 
richtet ist,  und  zu  den  an  M'  angeln*achten  Kräften,  dieselbe 
Kraft  Ny  die  am  Punkte  K  nach  KH'  wirkt. 

Diese  nach  KH  und  KH'  gerichteten  Kräfte  iV  werden 
die  Grüfsen  der  Bewegung  seyn ,  die  den  Massen  M  und  M 
durch  den  Slols  mitgetheilt  werden,  und  ehe  man  die  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes  hinsclu'eibt,  bemerke  man,  dafs 
die  Wirkungen  des  Stofses,  welche  sie  bestimmen  SüUen,  die- 
selben, z.  B.  für  die  Masse  M,  seyn  werden,  als  wenn  mau 
an  einen  willkührlichen  Theil  /*  dieser  Masse ,  dessen  Schwer- 
punkt auf  der  ^Linie  KH  liegt,  eine  Geschwindigkeit  k  pa- 
rallel mit  KH  und  so  beschaffen,  dafs  fih  z=z  N  wäre,  an- 
)>i*ächte.  Denn  es  ist  einleuchtend,  dafs  die  Mittelkraft  der 
Gi^öfsen  der  Bewegung  von  //,  der  Gröfse  und  Richtung  nach, 
gleich  iV  seyn  würde.  Der  auf  M  nach  KH  ausgeübte  Stofs, 
ist  daher  immer ,  wie  wir  es  in  J.  435  gesagt  haben ,  den 
gleichen  Geschwindigkeiten  gleich ,  welche ,  dieser  senkrechten 
KH  parallel,  allen  Punkten  eines  Theils  von  AI,  dessen 
Schwerpunkt  auf  dieser  Liüie  liegt,   mitgetheilt  worden  sind* 

467. 
Dies  angenommen,  seyen  nun  a^h,  c,  die  drei  Coor- 
dinaten  von  ÜC ,  die  auf  die  Axen  Gx,  Gy,  Gz  bezogen  sind, 
und  « ,  ß,  y  die  Winkel ,  welche  die  Linie  KH  mit  Linien 
einschliefst,  die,  parallel  mit  diesen  Axen,  durch  den  Punkt 
K  gezogen  sind.     Daher  sind  die  seclis  Gleichungen  des  Gleich- 
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gewichtes    der    Gröfsen    der  Bewegung  ^    welcbe    alle    Punkte 

von  M  verloren  haben , 

iV  cos  a  -{-  /[u  —  ^1  -f"  C?  —  ?i)  ^  —  (''  —  ''i)y]  ^^^  ^^  ^ 
Ncos/S  -^fb^  —  f^i  -^{f* —  ^i)^  —  {p — pi)  z]dni  =  o 
iV  cos  y  -f-  /  [w—wx  +  {p  —pi)y  —  (q  —  qi)  x\  dm  =  o 
iV  {a  cos  ß  —  b  cos  a) 

+  /[^  —  *^i  +  ('^  —  ^'i)  ^  —{P  —  Pi)  ^]  ^^^^''* 

—  flu  —  ui+(q  —  qi)z  —  (r  —  ri)j^]  ydm  =  o 

iV  (c  cos  a  —  a  cos  y) 

+/  ["  —  ''i  +  (?  —  ?i)  ^  —  (''  —  '^i)y'\  -  ^''^ 

—  fi^  —  i^i  +(P— Pi)y  — (?  — ?i)^]  xdm  =  o 

N  (b  cosy  —  c  cos  /?) 
+/  [u^  —  wi-^  (j)  ~pi)y  —  {q  —  qi)  x\  ydm 
— /[p— f^i..+  (r  —  Ti)  A?  —  (p  —  pi)  ä]  ^dm  =  o, 

wo  die  Integrale    auf  die  ganze   Masse  M  ausgedehnt  werden 
müssen. 

Da    der  Punkt  G  der  Schwerpunkt  von  M  ist  und  Gx, 
Gy,  Gz,  die  Hauplaxen  sind,  so  hat  man 

fxdm  ==  o,    fydm.  =  o,v  fzdm  =  o, 
fyzdmr=iO,    fzxdm>=Oy    Jxydm,=^o. 
Man  bezeichne  aufserdeni  durch  A,  B,  C  die  Trägheits- 
momente von  M  in  Beziehung  auf  dieselben  Axen,  so  dafs  man 

A=:f(y^'\-z^)dm,.  B=J{z'^-\-x'^)dm,  C  =^ {x'^  +  y^)dm 

hat. 

Bemerkt    man,    dafs   fdm=zM  ist,   so   reducieren   sich 

die  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  auf 

iV  cos  a  -\-  M{ii  —  Ui)  =  o 

iV  cos  /?  +  M{y  —  Ml)  =  o 

N  cos  y  '^^  M{w  —  Wi)  =  o  ^ 

N  (acosß  —  b  cos  a)  -f-  C(r  — rj)  ==i,  o      ''  ^  ^ 

JV  (c  cos  a  —  a  cos^)  -^  B  (q  —  91)  =  o 

N  {bcosy  —  c  cos/^)  +  A{p  —  pi)  =  o 

In    Beziehung    auf  M'  und:  seine  Hauptaxen  G'x\  G'y', 

G  z\  bezeichne  ich  die  GrÖfsen,  welche  in  diesen  Gleichungen 

vorkommen,    durch    dieselben  Buchstaben   mit  einem   Striche^ 

80   dafs   z.  B.   of',   /?',  y\   die   Winkel   seyn   werden,    welche 

die  Linie  KH'  mit  Linien  einschliefst,   die,  diesen  Axen  pa« 
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rallel^  durch  den  Punkt  K  gezogen  sind  und  a',  6',  c  die 
auf  dieselben  Axen  bezogenen  Coordinaten  dieses  Punktes  sind. 
Bemerkt  man,  dafs  die  Gröfse  von  iV  für  die  zwei  Körper 
M  und  M'  dieselbe  seyn  mufs,  so  sind  die  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes  der  Grofsen  der  Bewegung,  welche  M'  verliert, 

JV  cos  a    +  M*  (u'  —  ui)  =  o 

iV  cos/?'  +  Jtf' (i.'  — v/)  =  o 

isi  C0&/ +  M' (fp'  —  wi)  =:  o  \     r2^ 

N(a  cos/i'  —  b' cos  a)  +  C'{r'—rj')  =  o     ^       ^^ 

iV(c'  cosa'  —  a'  cosy')  -^  B'  (q'  — qi)  =  o 

N  (b\osy'  —  c'cos/j')  -{-  ^\p' — pi)  =  o 

Aufser  den  zwölf  Unbekannten  Wj,  vi,  Wi,  Ui,  v^^  Wi\ 

Pi  9  ?j  >  ''i )  Pi9  ?i'>  ''i'j    welche  diese    zwölf  Gleichungen  (1) 

und   (2)    enthalten,    kommt  auch   noch   die  Unbekannte  ^  in 

denselben  vor ;  diese  Gleichungen  sind  daher  nicht  hinreichend, 

diese  dreizehn  Unbekannten  zu  bestimmen,  und  man  mufs  eine 

dreizehnte  Gleichung   mit   denselben    verbinden ,    welche  man, 

wenn  die  Körper  unelastisch  sind,   aus  folgender  Betrachtung 

erhält. 

468. 
Die  Auflösung   der  AufQff^><^   wyjrde   wirklich   unbestimmt 

seyn,  wenn  man  die  beiden  Körper  als  völlig  harte  betrach- 
ten, und  von  der  Zusammendrückung,  die  sie  wälirend  der 
Dauer  des  Stofses  erleiden ,  absehen  würde.  Berücksichtigt . 
man  aber  diese  Zusammendrückung,  wie  klein  sie  auch  sey, 
so  sieht  man,  dafs  sie  davon  herrührt,  dafs  die  Punkte  der 
beiden  Körper,  in  welchen  sie  sich  berühren,  nicht  dieselbe 
Geschwindigkeit  nach  der  ihren  Oberflächen  gemeinschaftlichen 
Normalen  haben.  Wegen  des  Unterschiedes  der  normalen 
Geschwindigkeiten  dieser  zwei  Punkte  stützen  sich  die  Körper 
gegen  einander  und  drücken  sich  allmälich  wechselseifig  zu<* 
sammen.  Zu  gleicher  Zeit  nimmt  dieser  Unterschied  in  un- 
endlich kleinen  Stufen  ab,  bis  er  ganz  verschwunden  ist,  und 
wenn  die  beiden  Körper  keine  Elaslicilat  haben ,  so  hört  das 
Phänomen  des  Stofses  in  dem  Augenblicke  auf,  in  welchem 
dieser  Unterschied  Null  geworden  ist,  und  diese  beiden  Körper 
behalten  die  Gestalt,  die  sie  im  Augenblicke  ihrer  gröfsten 
Zusammendrückung  angenommen  haben.  Diese  Gleichheit  der  . 
normalen  Geschwindigkeiten,  der  beiden  Berülirungspunkte.  am 
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Ende  des  Stofses,  giebt  die  verlangte  dreizehnte  Gleichung^ 
und  macht,  dafs  die  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  verscliwindet. 
So  lange  der  Punkt  K  dem  Körper  Jf  angehört,  so  sind 
seine  auf  die  Axen  Gx,  Gy,  Gz  bezogenen  Coordinaten  a, 
6 ,  c ;  substituiert  man  sie  an  die  Stelle  von  x  y  y  ^  z  in  den 
Formeln  des  ^.  466 ,  so  hat  man,  unmittelbar  nach  dem  Stofse, 

^z  +  ?z  c  —  Ti  6 ,  Vi  +  ''i  «  —  Pi^y  «^1  +  Pi  ^  —  ?i  ^ 
als  Seitengeschwindigkeiten  seiner  Geschwindigkeit,  die  diesen 
drei  Axen  parallel  sind,  und  da  «,/?,/  die  Winkel  sind, 
welche  die  Linie  KH  mit  den  Richtungen  dieser  »Seitenge- 
schwiudigkciten  einschliefst,    so  findet  mau  daraus 

{ui  -f"  ?i  ^  —  '*!  ^)  cos  a  +  (i^i  +  i'i  et  —  Pi  ^O  cos  ß 
,  +  (^^1  +pi  6  —  ?i  a)  cos  y 
als  Endgeschwindigkeit  dieses  Punktes  nach  dieser  Linie.    Be- 
trachtet man  denselben  Punkt  K  als  zu  dem  Körper  M'  ge- 
hörend,   so  ist   seine  Geschwindigkeit  nach  dem  Stofse,    nach 
der  Richtung  KH\ 
{ui  -|-  qi  c '  —  ri  b ')  cos  «'  -j-  (yi  +  ri  a  —  pi'  c ')  cos /S' 

+  (^i'  +  Pi'  ^ '  —  ?i'  ^')  cos  y. 
Damit  aber,  in  beiden  Fällen,  die  normale  Geschwindig- 
keit des  Punktes  K.  dieselbe  und  in  demselben  Sinne  gerichtet 
sey,    so   müssen    die   zwei    letzten   öröfsen    gleich   seyn    und 
entgegengesetzte  Zeichen  haben,    oder  ihre  Summe   muls  Null 
.seyn,  daher  hat  man 

(wi  -f-  g^i  c  —  Tj  6)  cos  €6  -f-  {ux  +  ?i'  ^'  —  ^^  ^')  ^^®  ^'  } 
+  (^1  +  ''i  ^  — P\  ^)  cos/J  +  (^i'  +  ^i'  '*'  —  Pi'  ^')  cos/j'  C  (3) 
+  (<<^i+pi&— ?i«)cosy-f-(«^2'4"Pi''^' — 5rx'a')cos;/'=o3 

Die  Gleichungen  (l),  (2),  (3),  welche,  in  Beziehung  auf 
die  Unbekannten  iV,  Wj ,  v^  u.  s.w.,  vom  ersten  Grade  sind, 
geben,  in  jedem  besonderen  Falle,  ganz  bestimmte  Werthe 
für  diese  Gröfsen ,  welche  den  Zustand  der  beiden  Körper 
nach  dem  Stofse  ergeben ,  und  die  gleichen  und  entgegenge- 
setzten Gröfsen  der  Bewegung,  welche  ihnen  der  Stofs,  nach 
der  ihren  Oberflächen  gemeinschaftlichen  Normalen,  mitgetheilt 

haben  wird. 

469. 
Sind   nun    die  beiden  K^örper  elastisch,   so   raufs  man  in 

der  Erscheinung   des    Stofses    drei  verschiedene   Zeitmomente 

unterscheiden;  das  erste  entspricht  dem  Augenblicke,   in  wel- 
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dicm  die  zwei  Korper  anfangen  ^  sich  in  einem  Punkte  ihrer 
Oberfläche  zu  berühren .  das  zweite  ist  das  ihrer  gröfsten 
Ziisanimendrückung,  in  welchem  die  normalen  Gescliwindig- 
keiten  des  Punktes  K^  für  beide  Körper  gleich  sind  und  in 
demselben  Sinne  wirken.  Das  dritte  ist  das  Ende  des  Slofses^ 
in  welchem  sich  die  Körper  von  einander  trennen ,  nachdem 
sie  genau  wieder  ihre  ursprüngliche  Gestalt  angenommen  ha- 
ben, wenn  man  voraussetzt,  dafs  sie  völlig  elastisch  sind. 

Von  dem  ersten  bis  zum  zweiten  Zeitmomente,  ist  die 
Erscheinung  dieselbe,  als  wenn  die  beiden  Körper  unela- 
stisch wären.  Man  besimmt  daher,  vermittelst  der  vorherge- 
henden Gleichungen,  die  zwölf  Seitengeschwindigkeiten  w^,  vi 
XU  8.  w.  der  fortschreitenden  und  drehenden  Geschwindigkeiten 
der  Körper  im  Augenblicke  ihrer  gröfsten  Zusammendrückung, 
imd  die  GrÖfse  der  Bewegung  A^,  welche  jeder  der  beiden 
Körper,  nach  KH  für  M  und  nach  KH*  für  M'  erhalten 
haben  wird.  Von  dem  zweiten  bis  zum  dritten  Zeitmomente, 
werden  diese  zwei  Körper,  indem  sie  zu  ihrer  ursprüngli- 
chen Gestalt  zurückkehren,  nach  diesen  Richtungen  eine  neue 
Gröfse  der  Bewegung  erhalten,  welche,,  im  Falle  einer  voll- 
ständigen Elasticität,  gleich  N  seyn  wird.  Dieser  zweite  Tlieil 
der  Erscheinung  mufs  daher  wie  ein  zweiler  Stofs  betrachtet 
werden,  der  mit  dem  ersten  identisch  ist,  aber  auf  Körper 
ausgeübt  wird,  die  von  den  fortschreitenden  und  drehenden 
Geschwindigkeiten  gelrieben  werden,  welche  am  Ende  des 
ersten  Theils  statt  haben. 

Nennt  man,  nach  diesem  Principe,  übereinstimmend  mit 
dem,  was  schon  in  {.  360  erklärt  worden  ist,  in  dem  dritte^ 
Zextmomente,  ZT,  Vy  W  die  Seitenkräfte  der  Geschwindig- 
keit des  Punktes  G,  nach  den  Axen  Gxy  Gy,  Gz  und  P,  Q, 
jR  die  Seitengeschwindigkeilen  der  Winkelgeschwindigkeit  von 
M  um  diese  Axen,  so  hat  mau,  um  die  sechs  Unbekannten 
zu  bestimmen,  die  sechs  Gleichungen 

iV  cos  a  -f-  M{ui  —  C7)  =  o  . 
N  cosß  '\-  M(yi  —  F)  =  o 
N  cos  /  -}-  Ji  {u^i  —  /F)  =  q 
JV(acos/J  — &  cos«)  +   C{ri  —  R)  =  o 
N  (c  cos  a  —  a  cos  y)  -j-  B  {qi  —  Q)  =  o 
Nlb  cos  y  —  c cos  ß)  +  -^{pi  —  P)  =^  ^ 
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wdclie  man  aus  den  Gleichungen  (1)  ableitet ,  wenn  man 
[/,  V^  TV^  P,  (?,  R  an  die  Stelle  von  Uy^  Pi,  w^  pi,  ^fi,  Ti, 
und  diese  lelzlerou  Gröfsen  an  die  Stelle  von  u,  Vj  w,  p,  q,  r, 
setzt  und  die  Grüfse  JS  beibehält. 

Damit  die  unbekannten  Gröfsen  Wi,  v^y  Wi  ^  pi,  g^i,  /'i, 
verschwinden,  addiere  ich  jede  dieser  sechs  Gleichungen  zu 
der  ihr  entsprechenden  Gleichung  (1),   dies  giebt 

2  N  cos  a  -}-  M(u  —  V)  z=:  o 

2  N  cos  ß  -{-  mIp~F)  =  o 

2  IS  cosy  '\'  M{w~  PF)  =  o 

2iV(acos^  — 6co8«)  +  C(r— Ä)  =  o     (     (4) 

2  N  (c  cos  «  —  a  cos  y)  +  B{q  —  Q)  =  o 
2N  (b  cos  y  —  c  cos  /?)  +  -^  (p  —  ^)  ='  ^ 
Diese  Gleichungen  (4)  sind  die  des  Gleichgevs^ichles  der 
Gröfsen  der  Bewegung,  welche  M  während  der  ganzen  Dauer 
des  Stofses  verliert,  verbunden  mit  der  Grofse  der  Bewe- 
gung 2 N,  welche  dieser  Masse,  während  dieses  Stofses,  nach 
der  Richtung  KH  mitgetheilt  wird.  Man  kann  für  iV  den 
Werth  dieser  Unbekannten  setzen,  den  man  aus  der  Glei- 
chling (3)  findet  y  nachdem  man  in  derselben  die  Werlhe  der 
Unbekannten  Wj  j  <^i  •  •  •  Wj',  vi, . . ,  welche  durch  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  gegeben  sind,  substituiert  hat.  Ich  ent- 
halte mich  hier  den  allgemeinen  Ausdruck  für  diese  Gröfse 
iV  her  zu  setzen,  der  sehr  verwickelt  seyn  würde  und  dessen 
numerischen  Werth  man,  in  jedem  besonderen  Falle,  ohne 
Schwierigkeit  berechnen  kann.  Wären  die  beiden  Körper 
nicht  vollständig  elastisch,  so  wäre  JS  im  zweiten  Theile  des 
Stofses  kleiner  als  im  ersten,  man  miifste  alsdann,  im  zweiten 
Theile,  für  seinen  Werth,  einen  Bruch  f  seines  Werllies 
nehmen,  der  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  abgeleitet 
wird,  imd  (i-^J)N  an  die  Stelle  von  2  iV  in  die  Gleichun- 
gen (4)  setzen.  Dieser  Bruch  /  würde  vom  Grade  der  Elasti- 
cität  der  beiden  Körper  abhängen  und  könnte  nur  aus  Ver- 
suchen bestimmt  werden,  die,  im  einfachsten  Falle,  an  Kör- 
pern ,  die  in  Beziehung  auf  Gestalt  und  anfängliche  Bewegung 
von  derselben  Art  wälzen,  angestellt  werden  müssten.  Ich 
beschränke  mich  darauf,  den  Fall  der  vollkommenen  Elasti- 
cität    zu   betrachten,   indem   ich   jedoch   hinzusetze,    dafs  die 
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am  Schlüsse  des  §,  466  gemachte  Bemerkung  ioimer  slatt  bat, 
'wie  auch  der  Grad  der  Elastlcität  beschafFen  se^« 

Was  den  Körper  M'  betrifft,  so  hat  man,  ^v'enti  mau, 
am  Ende  des  Stofses,  durch  17',  P^,  J^\  die  Seilengeschwin- 
digkeiten der  Geschwindigkeit  v.on  Q*  nach  den  Axen  G'x' y 
G'y\  G'z'  und  durch  P',  Q'  R\  die  Seitengeschwindigkäiten 
der  Winkelgeschwindigkeit  von  M'  um  diese  Axen  bezeichnet, 
um  diese  sechs  Unbekannten  zu  bestimmen,  Gleichungen, 
welche  den  Gleichungen  (4)  ähnlich  sind,  nemlich 

2  iV  cos  «'  +  M'  (u'  —U')=o 

2N  cos/J'  +  M'(y'  —  /^')  =  o 

2NcoBy'  +  Jtf'(«''~/F')  =  o 

2N{a   QOBß'  —  b'coBa)  +  C'(^r' —R')  =zo    (     (5) 

2iV(c'co8a'— a'cosy')  J^  B'  {q' —  Q')  =  o 

2iV(6'co8y'— c'co8/?')  +  -^'(p'— ^')  =  o. 
Dies  ist  daher  die  allgemeine  und  vollständige  Auflösung 
der  Aufgabe  über  den  Stofs,  für  den  Fall,  wenn  man  zwei 
völlig  freie  Körper^  die  ganz  unelastisch  oder  ganz  elastisch 
sind,  betrachtet.  Man  kann  sie,  ohne  Schwierigkeit,  auf  den 
gleichzeitigen  Stofs  dreier  oder  einer  gröfseren  Anzahl  von 
Körpern  ausdehnen;  ich  werde  später  ein  Beispiel  geben. 

470. 
Mau    kann    aus    den    vorhergehenden    Gleichungen    den 

Schlufs  ziehen,  dafs  der  Stofs  der  Körper  M  und  M\  auf 
keine  Weise  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Schwerpunkte  G 
und  G'y  parallel  mit  der  berührenden  Ebene,  die  ihren  beiden 
Oberflächen  in  K  gemeinschaftlich  ist,  ändert. 

Denn  man  ziehe  durch  den  Punkt  G  eine  Linie,  die 
dieser  Ebene  parallel  ist  und  die  Winkel  A,  /^,  r,  mit  den 
Axen  Gxy  Gy,  Gz  einschliefst.  Da  diese  Linie  auf  der,  pa- 
rallel mit  KH,  durch  denselben  Funkt  G  gezogenen  Linie 
senkrecht  steht,  so  hat  man 

cos  a  cos  A  +  cos  ß  cos  fjb  -|-  cos  y  cos  i/  =  o , 
und  wenn  man  hiernach  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  oder 
(4)  addiert ,   nachdem  man  sie  mit  cos  X ,   cos  f^ ,   cos  v  multi« 
pliciert  hat,   so  folgt  daraus 

M  cos  A  +  t'  cos  fi  +  w  cos  1/  =  Wi  cos  A  +  Pi  cos  /Li,  -j-  Wi  cos  V 

=   17  cos  A  +  ^  cos/»  +  W  cosy, 
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woraus  hervorgeht,  dafs  die  Geschwindigkeit  von  G  nach  ei- 
ner beliebigen ,  mit  der  Berühriingsebene  in  K  parallelen 
Richtung,  vor  und  nach  dem  Stofse  weicher  oder  elastischer 
Körper  dieselbe  seyn  wird.  Es  ist  daher,  um  die  Endge- 
schwindigkeit von  G,  der  Grofse  und  Richtung  nach,  zu  ken- 
nen, hinreichend,  in  jedem  Falle  die  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  nach  dem  Stofse ,  parallel  mit  der  Normalen  KH,  zu 
bestimmen,  und  sie  mit  der  Geschwindigkeit  von  G,  parallel 
mit  der  Berührungsebene  in  K^  die  früher  statt  hatte  und  sich 
während  des  Stofses  nicht  geändert  hat,  zusammen  zu  setzen. 
Dasselbe  wird  auch  in  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  G' 
von  M'  statt  finden. 

Addiert  man  die  drei  letzten  Gleichimgen  (1)  oder  (4), 
nachdem  man  sie  mit  cos  y^  cos  ßy  cos  a  multipliciert  hat, 
so  erhält  man 

CrcoBy'\'BqcoBß'\-j4pco6a=:Cri  coey^Bqi  cosß'\-^pi  cos« 
=  CÄcos;^4-BQcos^-f-  ^Pcos«. 

Diese  drei  gleichen  Grofsen  sind  aber  die  auf  die  Axe 
KH  {§.  409)  bezüglichen  Momente  der  Grofsen  der  Bewe- 
gung, von  welchen  alle  Punkte  von  M  vor  dem  Stofse,  im 
Augenblicke  der  grofsten  Zusammendrückung  und  am  Ende 
des  Stofses,  getrieben  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Slofs  nichts  an  der  Gröfse  dieses  Momentes  für  den  Körper 
M  und  ebenso  für  den  Körper  M'  ändert,  mögen  nun  diese 
Körper  weich  oder  elastisch  seyn. 

471. 
Man  wende  jetzt   auf  verschiedene  Beispiele  die  allgemei- 
nen Gleichungen,  die  wir  erhalten  haben,  an. 

Man  setze  zuerst,  die  im  Berührungspunkte  der  beiden 
Körper  senkrecht  stehende  Linie  gehe  durch  den  Schwerpunkt 
G  von  Jtf,  80  dafs  sie  die  Linie  KGH  ist  (Fig.  16).  Nach 
der  Bedeutung  der  Buchstaben  «,  /?,  y,  a,  6,  c,  ist  es  leicht 
zu  sehen,  dafs  man,  in  diesem  Falle, 

a  cos^  zz:  b  cos  a 
c  cos  a  :=:  a  cos  y 
b  cos  y  =  c  cos  ß 
haben  wird,    alsdann   geben   die    drei  letzten  Gleichungen  (l) 
und  (4) 
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-v^'oraus  hervorgeht  >  dafs  die  Richtung  der  augenblicklichen 
Unidreh ungsaxe  ^von  Af  und  die  Unidrehungsgescliwindigkeit, 
unmittelbar  vor  und  nach  dem  Stofse^  dieselben  seyn  werden. 
So  oft  daher  die  im  Berührungspunkte  senkrecht  stehende 
Linie  durch  den  Schwerpunkt  eines  der  zwei  Körper,  die 
weich  oder  elastisch  seyn  mögen,  geht,  so  andeit  der  Stofs 
Nichts  in  der  Umdrehungsbewegung  dieses  Körpers,  und  hat 
nur  auf  seine  fortschreitende  Bewegung  einen  Einflufs« 

Geht  dieselbe    senkrechte  Linie   durch    den   Schwerpunkt 
G'  von  ibf' ,  so  dafs  man  auch 

a    cos  p-    z=z  o   cos  a 

c'  cos  «'  =  a'  cosy' 

b'  cos  y'  =  c'  cos/J*^ 
hat,   so    verschwinden    die   Umdrehungsgeschwindigkeiten    ans 
der  Gleichung  (3),  die  sich  alsdann  auf 

ui  cos  a  -^  Vi  CQ^  ß  •\-  iVi  cos  y  -f"  '^i'  cos  « ' 
-j-  ^1 '  cos  ß'  +  ^1 '  cö^  y '  =  o 
reduciert;  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben  aber 

N z=z M\{jix  —  u)zosa'\'{yi  —  i^)cos/?-j-  {wi  —  w)  cos;'] 

A^=  M'  [(wj'—  u)  cos  a'4"  (^i' — ^')  cos/?'-}*  {^i —  ^')  cos  y 

und  wenn  man   diese  Gleichungen  durch  JV/ und  JÜ'  dividiert 

und  sie  alsdann  zu  der  vorhergehenden  addiert,  so  erliält  man 

N        N 

^7  +  -zrp  -j-  w  COS  a  -}-  i'  COS  /?  +  fi^  cos  ;/  -f-  w'  cos  a' 

-|-  v'  cos^'  -j-  «^'  cos  y^  =  o. 
Sind  aber  GL  und  G'X'  die  Richtungen  von  G  und  C 
vor  dem  Stofse  und  &  und  ^'  ihre  Anfangsgeschwindigkeiten, 
80  hat  man 

S-  cos  ff  GL  =  M  cos  a  -|"  p  cos  /?  -f"  ^  cos  ;^ 
-^'  cos  H'G'L^ "=:  u   cos«'  -|-  v'  cos/^'  +  o^'  cos;/' 
nach  dem,  was  die  Buchstaben  i/,  v^  w,  a,  ß,  y^  u\  v\  w\ 
a'f  ß\  y    bedeuten.    Man  hat  daher 

_        MM*  {&  cos  HGL  +  ^'  cos  R'GlJ) 
~  Jtf  +  M' 

als  Werth  von  iV,  der  positiv  seyn  mufs;  ist  er  negativ,  so 
iolgt  hieraus,  dafs  zwischen  den  beiden  Körpern  M  und  M* 
kein  Stofs  statt  findet. 


-> 
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Sind  ebenso  Gl  und  G7'  die  Richtungen  von  G  und  G' 
im  Augenblicke  der  gröfslen  Zusammendrückung  der  beiden 
Körper,  und  ^i  und  S^i  ihre  Geschwindigkeiten  in  demsel- 
ben Augenblicke,  so  hat  man  auch 

S\  cos  HGl  zir  Ui  cos  a  -j-  t^i  cos  /?  -}"  ^^i  cos  y 
S-i  cos  H'G' V  z=z  ui  cos  c»'  +  i^i'  cos/?'  -j"  ^i'  c^^  y' 
und  aus  diesen  verschiedenen  Gleichungen  findet  man 


M  -^  M' 
M'&'cos  H'G'  L'~  M&  cos  HGL 


{ 


\ 


^1  cos  HGl  = 

&i  cos  H'G' l'  =  .^    .     .,. 

M  -{-  AI 

für  die  Seitengeschwindigkeiten  von  G  und  G'  nach  GH 
und  G'H',  in  dem  Augenblicke,  den  wir  betrachten.  Sie  sind, 
wie  man  sieht,  gleich  und  entgegengesetzt,  woraus  sich  er- 
giebt,  dafs,  im  Augenblicke  der  gröfsten  Zusammendrückung, 
die  Schwerpunkte  beider  Körper  dieselbe  Geschwindigkeit,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach,  nach  der  im  Berührungspunkte  K 
senkrecht  stehenden  Linie  haben.  Sind  die  Körper  weiche, 
so  ist  diese  senkrechte  Geschwindigkeit  diejenige,  welche  nach 
dem  Stofse  statt  haben  wird.  Sind  die  beiden  Körper  voll- 
kommen elastisch,  so  hat  man 

-^1  cos  HG  l  z=z  J7  cos  a  -4-  ^  cos  /J  4"  ^  ^^^  7 
&icosH'G'r  =  J7'co8a'+  F' cos/?' +  i^' cosyV 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Gesclvwindigkeiten  ^i  und  ^x' 
und  die  Richtungen  Gl  und  G7'  sich  auf  das  Ende  des 
Stofses  beziehen.  In  Folge  der  drei  ersten  Gleichungen  (4) 
und  (5)  und  des  Werthes,  den  man  so  eben  für  N  gefunden 
hat,  hat  man  daher 

(M-^M')&cobHGL-^2M&'cosH'G'L 

^.  cosHGl  =  i 1 ^^^^. 

.  .       ryrr^nr       (M' ^]il)&' COS H' G' L' ^2  M &  COS  HGL  ^  ^ 

^1    cos//  G-  /    = — — i r-> 

M  -\-  M 

als   Seitengeschwindigkeiten   der   Endgeschwindigkeiten   von  G 
und  G'  nach  den  Richtvmgen  GH  und  G' H'* 

472. 
In  dem  besonderen  Falle,   wenn  zwei  Punkte  G  und  G* 
»ich,   vor  dem  Stofse,   auf  der  senkrechten  Linie  HKH'  be- 
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we^en,  so  sincl  ihre  senkrecht  auf  diese  Linien  gerichteten 
Geschwindigkeiten  NiiU^  und  sie  sind  es  noch  nach  dem 
Stofse,  so  dafs  man 

cos  HGL  =  dt   I ,       cos  HGl  =  =*=  1 
co^ HCL'  =  dz  1,      C08  HGr  =  ±:  1 
liaty  je  nachdem  sie  gerichtet  sind^  sobald  man,  in  allen  Fällen, 
die  Geschwindigkeiten  &j  &\  ^i,  &i    als  positive  dröfsen  be- 
trachtet. V 

Bewegen  sich  G  und  G'  vor  dem  Stofse  in  demselben 
Sinne,  z.  B,  von  H'  gegen  Ä",  so  wird  dfer  Winkel  UGL 
Null  und  der  Winkel  H'G*U  gleich  zwei  rechten  seyn;  man 
hat  daher,  in  Folge  der  Gleichungen  (7), 

cosHGl=  1,  cos/JG  r  =  —1,  ^i=il^i  = —    '  \     ~,    . 

M  -^^  M 

Wenn  sich  aber  G  und  G'  vor  dem  Stofse  entgegen  ge- 
hen, so  dafs  der  Punkt  G  sich  von  H  nach  H'  und  der  Punkt 
G'  von  H*  nach  H  bewegt,  so  hat  man  cos  HGL  =:  cos 
H'G'L'  =  —  1  und  die  Gleichungen  (7)  geben 

cos  HGl  =  =?=  1,    coB  H'G'r  =  d=   1, 

M&  —  M'&' 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  statt  haben ,  Je  nachdem 
der  Unterschied  M^  —  JV/'^'  positiv  oder  »egativ  ist.  Ebenso 
wendet  man  die  Formeln  (8)  auf  diese  zwei  Voraussetzun- 
gen   an. 

Diese  Resultate  fallen  mit  denjenigen  zusammen,  welche 
man  in  den  ff.  361  und  362,  in  Beziehung  auf  den  Stofs 
kugelrunder  und  gleichartiger  Körper  erhalten  hat;  ausserdem 
sieht  man  aber,  dafs  sie  von  der  Gestalt  dieser  Körper  und 
ihrer  Umdrehnngsbewegung  unabhängig  sind,  und  Mos  vor- 
aussetzen, dafs  die  Schwerj>unkte  der  beiden  Körper  sich, 
vor  dem  Stofse ,  auf  der  im  Berührungspunkte  senkrecht  ste- 
henden Linie  bewegen. 

473. 
Setzt  man  Jtf'  =  Af,    so  werden  die  Gleichungen  (8) 

&i  cos  HGl  =  —  &'  cos  H'G'L' 

^i  cos  H'G'V  =:  —  ^  cos  HGL, 

14 
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woraus  man  scliliefst,  dafs  bei  dem  Stofse  zweier  vollkom- 
men .elastischer  Körper  von  gleicher  Masse,  die  Schwerpunkte 
der  beiden  Körper  ihre  Geschwindigkeiten ,  die  mit  der  im 
Berührungspunkte  senkrecht  stehenden  Linie  parallel  sind,  aus- 
tauschen, wenn  diese,  beiden  Oberflächen  in  diesem  Punkte 
gemeinschaftliche,  senkrechte  Linie,  zu  gleicher  Zeil,  durch 
diese  beiden  Mittelpunkte  geht. 

Ist  der  Punkt  G'  vor  dem  Stol'se  in  Ruhe,  so  dafs  man 
-ö-' =  o  hat,  und  ist  aufserdem  die  Masse  M^  wegen  ihrer 
Dichtigkeit,  sehr  klein,  so  dafs  sie  in  Beziehung  auf  M'  ver- 
nachlussigt  werden  kann,  so  hat  man,  in  Folge  der  Glei- 
chungen (7), 

-^1  cos  HGl  =  o,  ^x'  cosÄ'G'/'  =  o, 
so  dafs  die  Schwerpunkte  G  und  C  beider  weicher  Körper, 
in  diesem  Falle,  nach  dem  Stofse  keine  senkrechte  Geschwin- 
digkeit haben  werden.  In  Folge  der  Gleichungen  (8)  hat 
man  aber,  wenn  diese  Körper,  im  Gegentheile,  vollkommen 
elastisch  sind, 

S-i  co8i/'G7'  =  0,     ^1  cos  HGl  =  —  ^  cos  HGL, 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Schwerpunkt. G' keine  Geschwin- 
digkeit erhält,  und  G,   nach  dem  Stofse,   eine  senkrechte  Ge- 
schwindigkeit haben  wird,   die   derjenigen,   welche   er  vorher 
hatte,  gleich  udd  entgegengesetzt  seyn  wird. 

Hieraus  findet  man  leicht,  dafs  der  Schwerpunkt  G  zu- 
rückprallt, indem  er,  beim  Zurückgehen,  mit  der  im  Berüh- 
rungspunkte beider  Körper  senkrecht  stehenden  Linie  den- 
selben Winkel,  wie  beim  Hingehen,  einschliefst.  Denn  man 
nehme  auf  der  Verlängerung  von  GL  (Fig.  17)  einen  Theil 
gGj  um  vor  dem  Stofse  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  G, 
welcher  sich  von  g  nach  G  bewegt,  anzudeuten.  Sei  noch 
immer  GH  die  im  Berührungspunkte  beider  Körper  senk- 
recht stehende  Linie,  welche,  der  Voraussetzung  gemäfs,  durch 
den  Punkt  G  geht;  man  zerlege  die  Geschwindigkeit  ^G  in 
zwei  andere,  von  welchen  die  eine  aG  nach  dieser  senkrech- 
ten Linie  gerichtet,  die  andere  bG  der  Berührungsebene  pa- 
rallel ist.  Die  zweite  wird  durch  den  Stofs  nicht  geändert, 
die  erste  dagegen  wird  in  eine  Geschwindigkeit  cG  umgeändert, 
die   aG  gleich    und    entgegengesetzt   ist.      Wenn    man    daher 
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das  Rechleck  Gbdc  Sndert  und  die  Diagonale  Gd  um  eine 
Gröfse  Gl  z=z  Gd  verlängert^  so  wird  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  G,  nach  dem  Stofse,  der  Gröfse  und  Richtung 
nach,  Gl  seyn.  Daher  ist  der  Winkel  HGl,  unter  welchem 
der  Körper  zurückgeht,  gleich  dem  Winkel  HGg,  unter  wel- 
chem er  ankommt,  und  aufserdem  wird  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers,  vor  und  nach  dem  Stofse,  dieselbe  Gröfse  ha- 
ben. Dies  ist  bei  einem  elastischen  Körper  der  Fall,  der 
auf  einen  festen  gleichfalls  vollkommen  elastischen  Körper  triiTt. 

474. 

Wenn  die  Körper  gleichartige  Kugeln  sind,  so  ist  die  Be- 
dingung^ dafs  die  senkrechte  Linie  HKBC  (Fig.  16)  durch  ihre 
Schwerpunkte  G  und  C  ^eht,  immer  erfüllt.  Wenn  daher 
diese  Körper  völlig  elastisch  sind,  so  werden  sie,  indem  sie 
sich  stofsen,  ihre  Geschwindigkeiten  in  dem  Sinne  der  Linie, 
die  von  einem  Mittelpunkte  zum  anderen  geht,  austauschen 
und  ihre  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden  Geschwindig- 
keiten unverändert  beibehalten,  und  wenn  sie  auf  einen  festen 
und  gleichfalls  völlig  elastischen  Widerstand  treffen^  so  prallen 
sie  zurück,  und  der  Winkel,  unter  welchem  sie  zurück  gehen, 
ist  demjenigen,   unter  welchem  sie  ankommen,  gleich« 

Auf  diesen  Grundsätzen  beruht  das  Billardspiel ;  man 
mufs*  jedoch  bemerken,  dafs  sie  nicht  blos  eine  vollständige 
Elasticität  der  Banden  und  Kugeln  voraussetzen,  sondern 
auch,  dafs  die  Unveranderlichkeit  der  Geschwindigkeit  der 
Körper,  trotz  des  Stofses,  sowohl  der  mit  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Berührungebene,  als  auch  der  mit  den  Banden,  auf 
welche  die  Kugeln  treffen ,  parallelen ,  nur  dann  statt  hat, 
wenn  man  von  der  Reibung,  die  von  ihrer  Umdrehung  her- 
rührt, und  dem  Gleiten  einer  Oberfläche  über  die  andere, 
absieht.  Man  wird  z.  B.  sehen,  dafs  der  Winkel,  unter  wel- 
chem die  Kugel  zurück  geht,  von  der  Umdrehung  der  Kugel 
abhängt 9  und  nicht  mehr  dem  Winkel,  unter  welchem  sie 
ankommt,  gleich  ist,  wenn  man  die  Reibung  der  Kugel  gegen 
die  Bande  in  flechnung  bringt.  Dasselbe  hat  bei  dem  Prall- 
schusse statt;  die  Reibung  der  Kugel  gegen  den  Erdboden 
und  seine  Umdrehungsgeschwindigkeit  haben  ebenfalls  auf  den 
Winkel,     unter    welchem   die   Kugel   zurück   prallt^    Einflnfs, 

14* 
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welcher  Winkel  dalier   von  dem  Winkel,    unter  welchem  die 
Kugel  aiiririfft,    verschieden  seyn  kann.  ,   . 

Diese  Frage  giebl  uns  Gelegenheit,  zu  zeigen,  wie  man 
die  Reibung  bei  dem  StoCse  der  Körper  berücksichtigen  mufs, 
um  das  zu  ergänzen,  was  wir,  über  diese  Art  von  Wider- 
standen, im  zweiten  Abschnitte  des  vorhergehenden  Kapitels 
gesagt  haben.  Ich  will  zuerst  die  Grundsätze,  die  uns  in  die- 
ser schwierigen  Frage  leiten  werden,  aus  einander  setzen, 
man  findet  sie  zwar  durch  Analogie,  jedoch  müssen  sie,  ebenso 
wie  die  daraus  abzuleitenden  Folgerungen,  durch  dirccle  Ver- 
suche bestätigt  werden. 

475- 
Als  wir  die  .'Gleichungen  des  Gleichgewichtes  der  Grüfsen 
der  Bewegung,  welche  die  beiden  Massen  M  und  M'  bei 
dem  Stofse  verloren  haben,  bildeten,  brachten  wir  die  Gröfsen 
der  Bewegung  nicht  in  Anschlag,  welche  durch  die  Gewichte 
dieser  Körper,  während  der  Dauer  des  Stol'ses,  hervorgebracht 
werden,  weil,  da  diese  Dauer  sehr  kurz  ist,  die  ilir  proportio- 
nalen Gröfsen  ebenfalls  selir  klein  sind,  und  im  Verhältnisse 
zu  denjenigen,  welche  die  Körper  durch  ihren  wechselseiligen 
Stofs  hervorbringen,  vernachlässigt  werden  können.  Anders 
aber  ist  es,  wie  wir  schon  bemerkt  haben  (f.  353) ,  in  Be- 
ziehung auf  die  Reibung,  die  wahrend  des  Stofses  statt  hat, 
wenn  die  Oberflächen  der  beiden  «ich  berührenden  Körper 
über  einander  gleiten.  Wiewohl  man  über  die  Intensität  die- 
ser Reibung  noch  keine  Beobachtungen  angestellt  hat,  so  kann 
man  doch,  nach  Induction,  annehmen,  dafs  sie  aus  den  all- 
gemeinen Gesetzen  der  Reibung  der  Körper  folgt,  die  einen 
Druck,  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  erleiden,  weil  der 
Stofs  nichts  anderes,  als  ein  Druck  von  grosser  Intensität, 
der  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  ausgeübt  wird ,  ist.  IMan 
kann  «laher  annehmen,  dafs,  während  der  Dauer  des  Stofses, 
die  Reibung,  in  jedem  Augenblicke,  der  Gröfse  des  senkrÄbh- 
ten  Druckes,  der,  in  diesem  Augenblicke,  die  zwei  Körper 
gegen  einander  stemmt,  j^reportional  ist,  dafs  sie  für  jeden 
Körper  in  entgegengesetztem  Sinne  der  Geschwindigkeit  ge- 
richtet ist,  mit  welcher  ein  Körper  über  den  anderen  gleitet 
und    nicht  von   der  Gröfse  dieser   Geschwindigkeit   abhängt, 


213 

I 

und  dafe  sie  verscli windet  oder  wenigstens  vernaclilassigt  >vcr- 
den  kann,  wenn  das  Gleiten  in  ein  blofses  Fortrollen  iibcrgelit. 

Die  ganze  GrOfse  der  Bewegung,  die  dem  Punkte  M 
Dach  der  senkrechten  Linie  KH  (Fig.  15)  uiitgelheilt  wird, 
wurde  durch  A^  ausgedrückt,  für  den  Fall,  dal's  die  beiden 
Körper  keine  Elaslicitat  haben,  und  din*cli  2Ny  wenn  sie  völlig 
elastisch  sind.  Wenn  daher,  während  der  ganzen  Dauer  des 
Slofses,  die  Oberfläche  von  A/,  in  derselben  Richtung,  über 
die  von  iü'  gleitet  und  'man  Q  die  Gröfse  der  Bewegung  nennt, 
welche  iü,  durch  die  Reibung,  in  entgegengesetztem  Sinne 
dieser  Richtung  mitgetheilt  wird,  so  hat  man  Q  =  hNy  wenn 
der  Körper  keine  Elasticität  hat,  und  Q  =  2hNf  wenn  die 
Körper  yöUig  elastisch  sind,  wo  h  einen  Coetficientcu  bedeu- 
tet, der  nur  von  der  Beschaffenheit  der  Oberflächen  M  und 
M',  im  Berührungspunkte  K  abhängt,  und  für  den  man  den- 
lenigen  nehmen  kann,  der,  durch  die  Erfahrung,  in  Beziehung 
auf  die  gewöhnlichen  Drucke,    bestimmt  worden  ist  (f.  459). 

Findet  das  Gleiten,  während  eines  TheiU  des  Stofses,  in 
einem,  luid,  während  eines  anderen  Theils,  in  dem  entgegen- 
gesetzten Sinne  statt,  so  hat  man  Q  =:  h  {N'  —  A^'),  wenn 
man  durch  A/'  imd  A"  die  Gröfsen  der  Bewegung  ausdrückt, 
die,  während  dieser  Theile  des  Stofses,  durch  denselben  her- 
vorgebracht worden  sind,  so  dafs  A^  oder  2A  ihre  Summe 
N'  +  N"  ist,  lind  unter  der  Voraussetzung  ^  dafs  A'  >  A 
ist.  Wenn  aber,  am  Ende  des  ersten  Theils,  das  Gleiten  in 
ein  blofses ' Fortrollen  übergeht,  so  nimmt  man  Q  =z  hN  y 
wenn  man  die  Reibung  der  zweiten  Art,  die  während  des 
zweiten  Theils  statt  haben  wird,  vernachlässigt.  Nennt  man 
Q'  das,  was  Q  in  Beziehung  auf  M'  wird,  so  ist  es  ein- 
leuchtend, dafs  Q\  in  allen  Fällen,  eine  Gröfse  der  Bewe- 
gung seyn  wird,  die  Q  gleich  und  direct  entgegengescizt  seyn 
wird.  Denn  der  senkrechte  Druck,  den  M\  während  der 
ganzen  Dauer  des  Stofses,  auf  M  ausübt,  hat  dieselbe  Gröfse, 
wie  der  von  M  auf  M'  ausgeübte,  und  die  relative  Geschwin- 
digkeit des  Gleitens  von  Ji'  über  M  ist  immer  der  des  Glei- 
tens von  M  über  JH'  gleich  und  entgegengesetzt. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  man,  mit  Rücksiclit  auf  die 
Reibung,  die  Gleichungen  de«  Gleichgewichtes  der  Gröfscu  der 
Bewegung,    die  M  während   des  Stofses  verloren  hat,   bilden 


214 

will,  es  Iiinreicheud  ist,  zu  der  Gröfse  der  Bewegung  N  oder 
2iV,  die  dem  Körper  nach  der  senkrechten  KH  mitgetheilt 
wird,  eine  andere  Gröfse  der  Bewegung  Q  hinzu  zu  fügen, 
die  senkreeht  auf  KH  steht,  und,  wie  eben  gesagt  wurde, 
ausgedrückt  wird,  und  um  zu  gleicher  Zeit,  die  Gleichungen, 
die  sich  auf  M'  beziehen,  zu  erhalten,  niufs  man  mit  der 
Gröfse  der  Bewegung  I^  oder  2N ,  die  nach  KH'  gerichtet' 
ist,  eine  Gröfse  der  Bewegui^g  Q',  die  gleich  Q  und  ihm 
entgegengesetzt  ist,  verbinden.  Dies  wollen  wir  für  den  Fall 
ausführen;,  wenn  ein  kugelförmiger  gleichartiger  Körper  auf 
einen  festen  Widerstand  triiFt. 

476. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme  ich  an, 
dafs  der  feste  Widerstand,  gegen  welchen  die  Kugel  M  stufst, 
eine  horizontale  Ebene  ist,  und  dafs  diese  Kugel,  vor  dem 
Stofse,  sich  um  eine  horizontale  Axe  dreht,  die  auf  der  Rich- 
tung GH  ihres  Schwerpunktes  senkrecht  steht.  Die  Figur  18 
"Stellt  einen  Schnitt  der  festen  Ebene  und  der  Kugel  M,  durch 
diese  verticale  Ebene,  dar.  Da  alles  auf  beiden  Seiten  dieses 
Schnittes  gleich  ist,  so  entfernt  sich  der  Punkt  G,  während 
des  Stofses,  nicht  von  dieser  letzteren  Ebene,  M  dreht  sich 
noch  ferner  um  den  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenden 
Durchmesser  und  der  Berührungspunkt  K  gleitet,  während 
dieses  Stofses,  längs  ^B ,  welches  der  Durchschnitt  dieser 
verticalen  und  der  festen  Ebene  ist. 

Unmittelbar  vor  dem  Stofse  sey  a  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit von  G,  die  nach  GD  gerichtet  ist,  b  seine  nach 
GK  gerichtete  verticale  Geschwindigkeit  und  y  der  Winkel 
HGKf  unter  welchem  der  Punkt  auftrifft,  so  dafs  man 

a 
tang  y  =  — 

hat.  ^ 

Da  angenommen  wurde,  dafs  der  Körper  iü,  so  wie 
der  feste  Widerstand,  auf  welchen  er  trifft,  vollkommen 
elastisch  ist,  so  verliert  er  zuerst,  wenn  er  zusammengedrückt 
wird,  die  verticale  Gröfse  der  Bewegung  Mb  und  erhält, 
wenn  er  seine  ursprüngliche  Gestalt  wieder  annimmt,  eine 
gleich  gröfse  und  entgegengesetzte  Gröfse  der  Bewegung,  so 
dafs  der  Schwerpunkt  G  nach  dem  Stofse,  eine  verticale  Ge- 
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scliwindigkeit  b  haben  wird,  die  nacb  der  Verlängerung  GE 
von  GK  gerichtet  i«t.  Wenn  man  daher,  in  diesem  Zeit- 
punkte, a'  seine  horizoatale  Geschwindigkeit  nennt,  die  nach 
GD  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  ist,  je  nachdem 
sie  positiv  oder  negativ  ist,  die  Richtimg  dieses  Punktes  GH' 
ist,  und  man  durch  /  den  Winkel  EGH'  bezeichnet,  unter 
v«relcheni  der  Punkt  zurückfährt,  so  hat  man 

tangy     =-.  , 

Die  Linie  GH'  Mrird,  w^ie  die  Linie  G//,  auf  der  linken 
Seite  der  Verticalen  EKy  oder  auf  der  rechten  Seite  derselben 
liegen,  je  nachdem  a*  positiv  oder  negativ  seyn  vrird.  Damit 
der  Winkel,  unter  welchem  der  Punkt  G  zurückfährt,  dem- 
jenigen, unter  welchem  er  auftrüFt,  gleich  sey,  mul's  diese 
Geschwiddigkeit  a*  positiv  und  gleich  a  seyn,  der  Unterschied 
y'  —  y  dieser  zwei  Winkel  wird  immer  dasselbe  Zeichen, 
wie  a  —  a  haben ,  und  der  Punkt  G  wird  rückwärts  gehen, 
wenn  die  Geschwindigkeit  a    negativ  ist. 

Sey  auch  «,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Umdrehung 
von  M  vor  dem  Stofse,  welche  Geschwindigkeit  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachdem  sie  in  dem  durch 
den  Pfeil  s  angegebenen  oder  in  dem  entgegengesetzten  Sinne 
statt  hat.  Man  bezeichne  durch  a  das,  was  diese  Winkel- 
geschwindigkeit nach  dem  Stofse  wird.  Die  Aufgabe  besteht 
alsdann  darin,  dafs  man  die  Werthe  von  a  und  a  aus  denen 
von  a  und  a  bestimmt.  Je  nachdem  die  absolute  Geschwin- 
digkeit des .  Punktes  K  positiv  oder  negativ  ist,  d»  h.  nach 
KA  oder  KBy  während  eines  Theils  der  Dauer  des  Stofses, 
oder  während  der  gauzen  Dauer,  gerichtet  ist,  bietet  die 
Auflösung  verschiedene  Fälle  dar,  die  wir  allmälich  in  dem 
folgenden  ^.  betrachten  wollen, 

477. 
Ich  nehme  zuerst  an,  dafs  ^ie  Geschwindigkeit  des  Puuk- 
tes  X,  wahrend  der  ganzen  Dauer  des. Stofses,  positiv  oder 
nach  KA  gerichtet  ist.  Nennt  man  c  den  Halbmesser  GK 
von  M,  so  yvii-d  diese  Geschwindigkeit  im  Anfange  a  -\-  ca 
und  am  Ende  cc  -\-  ca  $eyn,  so  dafs  beide  Grüfsen  positiv 
seyn    müssen.      Da   die    ganze    Gröfse   der  Bewegung,    die  M 
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nach  GK  niitgetliellt  wird,  sowohl  während  der  Körper  zu- 
sammengedrückt wird ,  als  auch  während  er  seine  ursprüng- 
liche Gestalt  wieder  erhält,  gleich  2Mb  ist y  so  wird  die  von 
der  Reibung  herrührende  und  nach  KB  gerichtete  Gr^ifse  der 
Bewegung,  nach  (.475,  2h Mb  seyn,  daher  ist  die  horizontale 
Geschwindigkeit  a  des  Schwerpunktes  G,  nach  dem  Stofse, 
dieselbe,  als  wenn  die  Masse  M  dort  vereinigt  wäre  und 
die  Gröfsen  der  Bewegung  Ma  und  2h  Mb  daselbst  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  angebracht  wären,  woraus  sich 

a'  =  a  —  2  hb 
ergiebt.  Bemerkt  man,  dafs  ^Mc^  das  Trägheitsmoment  von 
^M  in  Beziehung  auf  die  Umdrehungsaxe  ist  und  2hMbc 
das  Moment  der  nach  KB  gerichteten  Reibung,  in  Beziehung 
auf  dieselbe  Axe  ist,  so  sieht  man.  ohne  Schwierigkeit,  dafs 
die  Verminderung  a  —  a  der  Winkelgesclrwiudigkeit  der 
Umdrehung  durch  die  Gleichung 

|Mc2  («_«')  =  2hMbc 
bestimmt  wird,  aus  welcher  sich 

5hb 

C 

ergiebt. 

Aus  diesen  Werlhen  von  a    und  a'  ergiebt  sich 
a'-|-ca':;=:a-|-ca  —  7Ä6-, 
und   da   diese  Gröfse    a    '\'  ca    in  dem  Falle,   den   wir  be- 
trachten,   positiv   seyn    iiiufs,    so   mufs   die   ebenlaUs  positive 
Gröfse  a  -{--ca  gröfser,  als  ihb  seyn.     Hat  diese  Bedingung 

statt,  so  hat  man  ' 

f          et  ,  » 

tang  y     ^^  n 2  Ä  =  tang y  —  2n, 

um  den  Winkel  y',  unter  welchem  der  Körper  zurückfährt, 
aus  dem  Winkel  y^  unter  welchem  er  eintrifiTl,  und^  dem  Coef- 
ficienten  7i  iu  bestimmen. 

,  Ist  die  absolute  Gescliwindigkeit  des  Punktes  K  beständig 
negativ  oder  nach  KB  gerichtet,  so  wird  die  Reibung  nach 
K^^  gerichtet  seyn,  und  es  ist  hinreichend,  die  Zeichen  der 
mit  h  multiplicierteu  Glieder,  in  den  Fornieln  des  vorherge- 
henden Falles,  zu  ändern,  welche  daher 
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a'  =z  a  -f-  2hb,     et'  =  «  -| -^  ,    tangy'  =r  taug;/-}-  2  A 

werden. 

Damit  dieser  Fall  statt  Labe,  nuirs  die  Anfaugsgesch win- 
digkeit des  Punktes  K,  der  von  G  entgegengesetzt  gericblet 
seyn ,  was  voraussetzt^  dafs  die  ursprüngliche  Drehung  im 
entgegengesetzten  Sinne  desjenigen^  welcher  durch  den  Pfeil  s 
angedeuiet  wird;  statt  habe. 

Da 

a    -j-  Ca'  =  a  -f-  ca  +  7  hb 

isty  so  muTs  aufserdem  diese  negative  Gröfse  a  ^  ccc  gröfser 
als  das  positive  Glied  7hb  seyn.  Im  zweiten  Falle  wird  der 
Winkel,  unter  welchem  der  Körper  zurückfährt,  gröfser  seyn 
als  der,  unter  welchem  er  eintrifft,   während  im  ersten  Falle 

y  <  y  ist. 

Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  K  im  Anfange  des 
Stofses  positiv  ist,  so  nimmt  man,  wenn  sie,  in  einem  gewissen 
Augenblicke  ilirer  Dauer,  Null  wird,  und  alsdann  bis  an  das 
Ende  Null  bleibt,  nach  f.  475,  7iM{b^b')  fijir  die  ganze 
Wirkung  der  Reibung,  wenn  man  diu'ch  b'  die  verticale  Ge- 
schwindigkeit von  G  in  dem  in  Rede  stellenden  Augenblick 
bezeichnet  und  b  als  eine  negative  oder  positive  Gröfse  be- 
trachtet, je  nachdem  dieser  Augenblick,  wäiirend  der  Körper 
zusammengedrückt  wird,  oder  während  er  seine  ursprüngliche 
Gestalt  wieder  erhält,  eintritt.  Hieraus  findet  man,  wie  im 
ersten  Falle, 

f  7    /f        1       7'N  f  5Ä   (6-f-fi') 

'    a    =  a  —  h(b'^b),    a'  =  « ^-^ — ^, 

und  daher 

h(b  +  b') 
lang  y     =   tang  y --y— —  . 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  ^Punktes  K,  von  Anfang  des 
Stofses  an.  Null,  so  hat  man  fr'  =  —  b,  und  da  .die  Reibung 
Nqll,  oder  von  der  zweiten  Art,  während  der  ganzen  Dauer 
des  Stofses,  ist,  so  wird  sie  auf  die  Werthe  von  a,  a',  tang;/', 
keinen  Eintlufs  haben.  Wird  dagegen  die  Geschwindigkeit 
von  K  erst  am  Ende  des  Stofses  Null,  so  hat  mau  b'  zzz  b, 
und  diese  Formeln  fallen  mit  denen  des  ersten  Falles  zusam- 
men.     Im   Allgemeinen   wird    der  Wcrlh    von  b^    unbekannt 
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8eyü,  und  man  wird  blos  wissen,  dafs  er  nicht  :*i  b  über- 
trelFea  kann,  da  man  aber  (innimmt,  dafs  die  Endgeschwin- 
digkeit des  Punkles  K  Null  ist ,  so  mufs  man 

7  Ä     ' 
a    +  ca     =z  a  -^^  Ca  —  —  (^"f"^')  =  ^ 

haben ,   woraus  man 

und  daher 

,                   ,         5a  —  2c a  ,,  2(a  '\-  ca) 

a    zr: — cä    = ,     tangy  =tangy —  —    , 

findet. 

Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  K  in  dem  ersten 
Tlieile  des  Slofses  positiv  ist,  so  werden,  wenn  sie  im  fol- 
genden Theile  negativ  wird  und  6'  die  verticale  positive  oder 
negative  Geschwindigkeit  von  G,  im  Augenblicke  dieser  Zei- 
chenänderung ist,  die,  während  dieser  zwei  Tlieile  des  Stofses, 
dem  Körper  jü,  nach  dei  Richtung  KG  mitgetheilten  Gröfseu 
der  JBewegung,  M  (6  -|- 6')  und  M.(b  —  6')  seyn.  Nach 
§.  475  nimmt  man  daher  JiM  (6  +  6')  —  hM  (b  —  b')  für 
die  ganze  Gröfse  der  Bewegung,  die,  durch  die  Reibung,  nach 
der  Richtung  KB  oder  K^  hervorgebracht  wird,  je  nachdem 
sie  positiv  oder  negativ  ist,  und  da  sich  diese  Gröfse  auf 
2h Mb'  reduciert,  so  schliefst  man  hieraus,  dafs  die  auf  die- 
sen vierten  Fall  bezüglichen  Formeln  sich  a  iS  denen  des  er^ 
sten  ableiten  lassen ,  wenn  man  b'  an  die  Stelle  von  b  setzt. 
Man  ändert  in  denselben ,  wie  im  zweiten  Falle ,  das  Zeichen 
von  hf  wenn  die  Geschwindigkeit  K  anfangs  negativ  war 
und  alsdann  positiv  wird.  Ist  aber  die  Gröfse  6'  nicht  ge- 
geben, so  geben  diese  Formeln  auch  nicht  die  Verminderung 
oder  Vermehrung  des  Winkels,  unter  welchem  der  Körper 
zurückfährt,  an,  und  man  weifs  blos^  dafs  die  eine  oder  die 
andere  weniger,  als  im  ersten  oder  zweiten  Falle,  beträgt. 
Die  Frage  wird  noch  verwickelter,  wenn  der  Körper  sich 
«im  eine  Axe  dreht,  welche  nicht ^  wie  angenommen  wurde, 
senkrecht  auf  der  senkrechten  Ebene  steht,  in  welcher  sich 
der  Punkt  G  vor  dem  Stofse  bewegt.  Die  Reibung  bringt 
alsdann  den  Punkt  während  des  Slofses  aus  seiner  Ebene 
licraus,   und  es  wird  nicht  blos  der  Winkel,   unter  welchem 
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der  Körper  zurückfährt^  von  demjenigen  ^  unter  welchem  er 
eiulriffl,  verschieden  seyn,  sondern  diese  zwei  Winkel  wer- 
den auch  nicht  mehr  in  derselben  verticalen  Ebene  enthal- 
ten seyn. 

478. 

Um  jetzt,  unabhängig  von  der  Reibung,  den  Einflufs  des 
Stdfses  auf  die  Umdrehungsbewegung  zu  zeigen,  wollen  wir 
ein  einfaches  Beispiel  betrachten  ^  in  welchem  die  im  Berüh- 
rungspunkte beider  Körper  senkrecht  stehende  Linie  ^  die  man 
als  die  Richtung  des  Stofses  ansehen  kann,  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  eines. dieser  zwei  Körper  geht. 

.  Man  nehme  an,  dafs,  bei  dem  Stofse,  die  augenblickliche 
Umdrehungsaxe  von  M  mit  einer  der  Hauptaxen  zusammen- 
fallt, die  sich  in  ihrem  Schwerpunkte  schneiden,  z.  B.  mit 
der  Axe  Gz  (Fig.  15).  Alsdann  hat  man  p'zrzo  und  q  =z  o» 
Man  nehme  auch  an,  der  Punkt  jfiT,  und  die,  beiden  Ober- 
flächen, in  diesem  Punkte,  gemeinschaftliche  senkrechte  Linie, 
seyen  in  der  Ebene  der  Axen  Gx  und  Gy  enthalten,  wo- 
durch die  beiden  Gröfsen  c  und  cosy  Null  werden.  Setzt 
man  in  den  zwei  ersten  Gleichungen  (1)  oder  (4) 

p.=z  Oy  q  z=z  Oj  c  =:  o,  cos  y  z=:  o] 
so  findet  man  daraus  pi  zu  o  und  qiZ=.o  oder  P  =z  o  und 
Q  =  öf  so  dafs  in  den  zwei  Fällen ,  wenn  die  Körper  welch 
oder  elastisch  sind,  die  Umdrehungsaxe  noch  immer,  nach 
dem  Stofse,  mit  der  Axe  Gz  zusammenfällt  und  der  Stofs 
nur  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  ändert,  ohne  die  augen- 
blickliche Umdrehungsaxe  zu  ändern,  übereinstimmend  mit 
dem ,  was  wir  schon  in  §.  437  gesehen  haben. 

Man  nehme  für  den  Körper  M'  eine  gleichartige  Kugel. 
Die  Richtung  des  Stofses  geht  durch  ihren  Schwerpunkt;  da- 
her hat  man,  wie  in  §.  471, 

a'coB/^'  =  6'cosa',  c'cosa' =:::a'cosy',  6' cosy' =  c' cos/?'; 

berücksichtigt   man   die   vorhergehenden  Annahmen,    so  redu- 
ciert  sich  die  Gleichung  (3)  auf 

{a  cos/J  —  6  cos  a)  ri  -j-  Ui  cos«  +  Vi  cos/? 
-{-  Ui  cos  a'  -{-  f^i'  cos/?'  -{-  wi  cos/'  =  o, 
und   wenn   man   sie   mit   den  Gleichungen   (b)   verbindet,    so 
findet  man  daraus 
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« 

JN    '      N 

—  4-  — ;  +  (a  COS  3  4^  b  cos  tt)  ri  +  m  cos  a  +  p  cos  ß 

M  ^  M    ^  ^  ^      ^  ,  ,  , 

^  u' cos  a' '\' ff' cosß' '^'U^' cosy' z=:  o. 

Durch  den  Punkl  K  zielie  man  Linien,  die  mit  den  Rich- 
tungen der  Geschwindigkeiten  &  und  &'  von  G  imd  G  vor 
dem  Slofse  parallel  sind ;  seyen  tf  und  d'  die  Winkel ,  welche 
diese  Parallelen  mit  KH  eiuschliei'sen  ^  so  hat  man 

u  cos  «  -j-  V  cos  ß  z=z  S-  cos  8 

II  cos  a    +  v'  cos  ß'  -|-  w'  cos  y'  =  —  d^'  cos  J 
für   die  Scitenkräfte  von  S-  und  &\   die    nach   diesem  Tlieile 
der    im  Punkte   K    senkrecht    stehenden  Linie    gerichtet   siud, 
und  wenn  man  ri  vermittelst  der  vierten  Gleichung  (1)  elimi- 
niert; so  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

N    ,    N     ,    (acosß  —  bcosaYN    .,  ,  ^        , 

j^  +  ]y7  +  ~ -^Y7 ^  {acosß—b  cos  ö)  r 

-}-  -1^  cos  d  —  ^'  cos rf'  =  o, 
woraus  man 

Jtf  Jli'C[(6  cos  a  —  a  cos  /?)/:  +  ^'  ^^^  <)f'  —  ^  cos  S\ 

~  (itf-f  ilf')C  +  ^J^'(6cosa  —  acosßY  " 

findet. 

Vermittelst  dieses  Werthes  von  iV,  werden  die  drei  Glei- 
chungen (l)  oder  '(4),  je  nachdem  die  Körper  weich  oder 
elastisch  sind ,   die  drei  Seitenkräfte  Wi ,  f'i ,  iv^^   oder   C/,  V^ 

•  

J^^  der  Geschwindigkeit  von  G  nach  dem  Stof'se  angehen, 
und  die  drei  ersten  Gleichungen  (2)  oder  (5)  werden  ebenso 
die  der  Endgeschwindigkeit  von  G^  bestimmen.  Was  den 
Wertli  von  r^  oder  R  betrifft,  so  kann  man  ihn'  aus  der 
vierten  Gleichung  (1)  oder  (4)  ableiten« 

Die  Gröfse  JV  mufs  immer,  wie  schon  bemerkt  worden 
ist,  positiv  seyn,  Und  wenn  ihr  Werth  negativ  ist,  so  findet 
zwischen  den  zwei  Körpern  kein  Stofs  statt.  Der  Nenner 
dieses  Werthes  ist  positiv,  ebenso  wie  der  Factor  MM*C 
seines  Zählers.  Die  in  dem  anderen  Factor  enthaltenen  Gröfsen 
'd'  und  'Q'*  sind  ebenfalls  positiv;  die  Gröfsen  a,  6,  cos  a^ 
cos  ßy  cos  dy  cos  ä'  können  positiv  oder  negativ  seyn ,  und 
ilu^e  Zeichen  sind  in  jedem  besonderen  Falle  gegeben.  Da 
p  z=:o  und  q  z=z  Oy  so  ist  r,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 
die    Umdrehungsgeschwindigkeit    vor    dem   Stoüse.      Um    das 
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Zeichen  9  das  man  ihm  im  Wcrilic  von  .V  geben  miifs,  zn 
erfahren,  betrachte  ich  einen  Punkt,  der  auf  der  Axe  Gx^ 
in  der  Einheit  des  Abstandes  vom  Punkte  G,  liegt;  die  pa- 
rallel mit  der  Axe  Gy  gerichtete  Geschwindigkeit  dieses  Punk- 
tes ist,  vor  dem  Sloise,  f  -^  r  {§.  466),  woraus  man  schliefst, 
dafs  der  Theil  r  derselbep  positiv  oder  negativ  seyn  mui's, 
je  nachdem  die  ursprüngliche  Umdrehungsbewegung  von  der 
Axe  Gx  uact;h  der  Axe  Gy  oder  von  der  Axe  Gy  nach  der 
Axe  GXf  d.  h.  im  Sinne  des  Pfeils  «,  oder  in  entgegenge- 
setztem Sinne,  statt  haben  wird.  Nach  dem  Stofse  wird  die 
Umdrehung  ebenfalls  im  ersten  oder  im  zweiten  Sinne  statt 
haben,  je  nachdem  der  Werth  von  Tj  oder  R  positiv  oder 
negativ  seyn  wird. 

479. 
Bis  jetzt  haben  wir  angenommen,  dafs  die  zwei  Körper 
M  und  ili'  völlig  frei  sind;  werden  sie  aber  durch  einen 
festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe  zurückgehalten,  so  hangt 
die  Bestimmung  ihi*er  Bewegung  nach  dem  Stofse  immer  von 
denselben  Grundsätzen  ab,  und  unterscheidet  sich  nur  durch 
die  Anzahl   der  Gleichungen,   die   man  betrachten  mufs. 

"Wird  z.  B.  der  Körper  M  durch  einen  festen  Punkt  G 
zurückgehalten,  so  sind  alsdann  die  .drei  Gleichungen  des 
^.  467-  niclit  mehr  für  das  Oleichgewicht  von  M  und  der, 
während  des  Stofses,  von  allen  Punkten  des  Körpers  verlo- 
renen Gröfsen  der  Bewegung  erforderlich.  Dieser  feste  Punkt 
G  ist  nicht  immer,  wie  vorher,  der  Schwerpunkt  von  M 
und  die  Integrale  fxdm,  /'ydm,  fzdm^  sind  nicht  mehr 
Null.  Jedoch  sind  die  sechs  Gröfsen  u^  v^  a^,  Ui,  v^  w^ 
Null,  und  wenn  man  für  Gx^  Gy^  Gzy  die  drei  Hauptaxen 
von  At  nimmt,  die  sich  in  diesem  Punkte  G  schneiden,  so 
reducieren  sich  die  drei  letzten  Gleichungen  des  Gleichgewich- 
tes noch  immer  auf 

iV  (a  cos  /?  —  6  cos  a)  -^  C  (r  —  ri)  =  o 

iV(c  cos  «  —  a  cos  y)  -}-  B(q  —  ji)  =  o 

Nißcosy  —  ccos/?)  +  ^{p  —  pi)  ==  Oj 

wie   in  dem    angeführten  f.     Verbindet   man    damit  die  sechs 

auf  den   Körper  AI',    der   noch   immer  VÖUig   frei   seyn   soll, 

bezüglichen  ^ Gleichungen   (2)   und   die  Gleichung  (3),   in  wel- 


222 

eher  man  Ui=zOf  Pi^=io,  ^j  =o  setzt,  so  hat  man  die  zehn 
Gleichungen,  welche  erforderlich  sind,  um  den  Werlh  von  N 
und  die  Bewegungen  der  zwei  Körper  nach  dem  Stofse,  weiin 
man  annimmt,  dafs  sie  unelastisch  sind,  zu  bestimmen.     Sind 
sie   vollkommen    elastisch,    so    nimmt  man  atatt  der  drei  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  drei  letzten  Gleichungen  (4)  und 
wendet    die    Gleichungen    (5)    statt    der    Gleichungen    (2)   an. 
Wird  der  Körper  M  durch  eine  feste  Axe  Gz  zurückgehalten, 
die  keine  Hauptaxe  seyn  soll,  so  ist  blos  die  vierte  Gleichung 
des  f.  467  für  das  Gleichgewicht  zwischen  N  und  den  Gröfsen 
der  Bewegung,  welche  M  verloren  bat,  erforderlich.     Da  die 
Umdrehungsaxe  mit  Gzy  vor   und  nach   dem  Stofse,    zusam- 
menfällt,   so   hat   man  pzzzo^qzizOfPiZzzo,  gi=iO,    und 
da  die   drei   Seitengeschwindigkeiten   der  Geschwindigkeit  von 
G  ebenfalls  Null  sind,  so  kommt  diese  Gleichung  auf 
JV  (a  cos/?  —  b  cos  u)  +  C{r  —7  ri)  =:  o 
zurück,  wo    C  noch   immer   das  Trägheitsmoment  in   Bezie- 
hung auf  die  Axe  Gz  bedeutet.     Sind  die  beiden  Körper  völ- 
lig elastisch,  so  kann  man  auch 

2  N{a  cosß  —  b  cos  a)  +  C(r  —  I{)  =  o 
schreiben,  und  wenn  man  damit  die  Gleichung  (3)  und  die- 
jenigen, welche  dem  Körper  M'  entsprechen,  verbindet,  so 
hat  man  alle  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  N 
und  den  Bewegungen  der  beiden  Körper  nach  dem  Stofse 
erforderlich  sind. 

480. 
Stofsen  sich  drei  oder  eine  gröfsere  Anzahl  von  Körpern, 
so  bildet  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  der,  bei 
dem  Stofse,  von  )edem  Körper  verlorenen  Gröfsen  der  Bewe- 
gung, indem  man  denselben  isoliert  betrachtet,  nachdem  zu 
den  Gröfsen  der  Bewegung,  die  alle  seine  Punkte  verloren 
haben,  noch  andere  unbekannte  Krähe  N,  N',  JV"...  hinzu- 
gefügt hat,  die  an  die  Berührungspunkte  dieses  Körpers  mit 
allen  übrigen  angebracht,  und,  von  aufsen  nach  innen ^  nach 
der  auf  seiner  Oberfläche  senkrecht  stehenden  Linie  gerichtet 
sind.  Für  jeden  Körper  hat  man  ebensoviel  unbekannte  Kräfte, 
als  Berührungspunkte  dieser  Körper  vorhanden  sind,  denn  sie 
geben  Gröfsen  der  Bewegung  au,  die  für  beide  Körper,  welche 
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«ich  in  einem  Punkte  berübren,  gleich  und  entgegengesetzt 
sind.  Im  Augenblicke  der  gröfsten  Zusammendrückung,  d.  li. 
am  Ende  de»  Stofses  der  unelastischen  Korper,  hat  die  Glei- 
diung  (3)  für  jeden  Berührungspunkt  statt,  voraus  sich  er- 
giebt,  dafs  man  immer  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gleichun- 
gen haben  wird,  um,  in  diesem  Augenblicke,  den  Zustand 
aller  Körper  und  die  Werthe  von  N^  JN'j  JV",..  zu  bestim- 
raen.  Sind  die  Körper  völlig  elastisch,  so  erhält  man  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe,  durch  die  in  (.469  angewandte  Betrach- 
tung,   für  jeden  derselben  besonders. 

481. 
Um  ein  einfaches  Beispiel  dieser  allgemeinen  Auflösung 
zu  geben,  seyen  My  M\  jut,  die  Massen  der  drei  gleichartigen 
Kugeln,  deren  Mittelpunkte  6,  6',  C  sind  (Fig.  19).  Man 
nehme  an ,  (ui,  sey  vor  dem  Stofse  ia  Ruhe  und  diese  Kugel 
werde  zu  gleicher  Zeit  von  M  und  M*  gelroifen,  die  sie  in 
den  Punkten  K  und  K'  berühren.  Haben  M  und  M'  eine 
Umdrehungsbewegung  vor  dem  Stofse,  so  wird  diese  durch 
den  Stofs  nicht  geändert  werden ,  und  da  /i  während  dieses 
Stofses  gar  keine  Bewegung  hat,  so  braucht  man  blos,  nach 
dem  Stofse,  die  Geschwindigkeiten  von  G,  C,  C,  der  Gröfse 
und  Richtung  nach,  vermittelst  der.  Geschwindigkeiten  und 
Richtungen,  die  G  und  G'  vor  dem  Stofse  haben,  zu  bestimmen. 

Man  bezeichne  daher  vor  dem  Stofse  durch  a,  />,  p,  die 
Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  von  G,  die  den 
drei  festen  rechtwinkligen  Axen  Ox^  Oy,  Oz  parallel  sind, 
und  durch  a',  6',  c',  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwin- 
digkeit von  6',  die  denselben  Axen  parallel  sind.  Man  be- 
zeichne durch  //,  i> y  iVy  u\  p\  w\  das,  was  diese  sechs  Sei- 
teng^schwindigkeiten  im  Augenblicke  der  grofsten  Zusamnien- 
drückung  werden,  und  durch  /Vi,  Vi,  w^i,  die  nach  denselben 
Axen  gerichteten  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit, 
die  C  in  diesem  Augenblicke  hat.  Seyen  auch  a,  fi,  y,  die 
zwischen  dem  Halbmesser  KC  und  Linien,  die,  den  Axen 
Oxy  Oyy  Oz  parallel,  durch  den  Punkt  K  gezogen  sind,  ent- 
haltenen Winkel,  und  «',  /?',  /  die  Winkel,  welche  der  Halb- 
messer K'C  mit  Linien  einschliefst,  die,  diesen  Axen  parallel^ 
durch  den  Punkt  IST'  gezogen    sind.      Es    sey  in    dem  Augen- 
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blicke,  von  welcliem  die  Rede  ist,  N  die  Grufse  der  Bewe- 
gung,  welche  /»  durcii  M  nach  KC  oder  M  durch  p  nach 
KG  initgetheilt  wird,  und  N'  diejenige,  welche  jii  durch  M' 
nach  K'C  oder  M'  durch  /i  nach  K'G'  milgetheilt  wird. 
Die  neun  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  der  verlorenen 
Gröfsen  der  Bewegung,  und  der  Kräfte  N  und  iV',  die  hier 
allein  in  Betracht  kommen,  sind  « 

M  (a  —  u)  —  iNT  cos  «  =  o 

Jtf  (6  —  p)  —  iV  C08/3  =  o 

M  (c  —  fv)  —  N  cos  y  ==  o 

M^'  {a  —  u^)  —  iV'  cos  a    ^:=:  o 

M'{b'  —  p')  —  iV'  cos/J'  =  o  ^  (a) 

M\c'  —i4>')  —  N'cob/  =  o 

A^  cos  a  4"  ^'  ^^*  »'  —  /« i/j  =  o 
A^  cos/J  -j-  iV'  cos/?'  —  /iiui  =  b 
iV  cos y  4"  ^'  ^ö*  y'  —  /nipy  z=z  o 

wenn  mau  bemerkt,  dafs  JTG  und  K'G'  die  Verlangerungen 
von  KC  und  iSC'C  sind. 

Die  auf  die  Punkte  K  und  K'  angewandte  Gleichung  (3) 
giebt  zu  gleicher  Zeit 

Ui  cos  «")-^i  cos/J  '\' Wi  cos  y  z=z  u  cos  a-|-i>cos/?  -j"  ^*^®®^\/^a\ 

7iiCOSa'4'^i<^o®^'"t"^iCOsy'=:w'co8cx'-|"^'c^®/^''i"^'cö^y  ' 

und  auf  diese  Weise  hat  man  die  elf  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Gleichungen  zur  Bestimmung  der  elf  Unbekannten 

A",  N%  Uj  Vj  ... 

Setzt  man 

cos  tt  cos  a    -|-  cos  ß  cos  ß    -}"  ^^^  y  ^os  y'  =  cos  i 
a  cos  a  4"  ^  cos/?  +  c  cos y  =  it 
a'cosa'  4"  6' cos/?'  4"  ^''cosy'  =  k\ 

so  ist  S  der  Winkel  GCG\  und  /?  und  Xr'*  bezeichnen  die 
ursprünglichen  Geschwindigkeiten  von  G  und  G'  nach  GK 
und  G'K\    Bemerkt  man,  dafs 

cos^a  4-  cos  V  4-  cos^y  =  1 ,  cos««'  4-  cos«/?' 4-  cos«/  =  1 

ist,    so  geben  die  Gleichungen  (a) 
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N 

U  C08  «   -f-    1*  C08  /S  ^   (i>  COS  y  m    t  

I  Ol  iV  +  A '  cos  (J 

i/l  €08  «    -f-    ^^1   COS  /J  +   W^i  COS  y    =    ■ 

,  ^^ 

Ui  cos«'  +  ♦'i  C08/7     4"  ^1  cosy    =  ~5 ' 

/  /i 

wodurch  die  Gleicliungen   (bi)  in 

^i/ei  =  iV(M-|-/^)+  N'Mcosä 
M'ittk'=  :N'{M'^fi)  +  NM' cosd 
übergehen^  woraus  man 

_  X-  (.y ^  +  //)  Mfi  —  l'MM'ft  cos  J 

""  (i¥-f //)(itf'+/0  — itfitf'cos^c)' 

,  _  i'(itf-{.;e)  M'/e  —  k M M'ju  cos  S 


findet  y  welclie  Wertlie  immer  positive  Grufsen  seyn  müssen. 
Hat  man  sie  in  die  Gleichungen  (a)  substituiert^  so  findet  man 
daraus  unmittelbar  die  Werthe  der  neun  Seitengeschwindig- 
keiten Uj  t^...  der -Geschwindigkeiten  Cr,  G',  C^  welche  am 
Ende  des  Stofses  statt  finden ,  ^enn  die  drei  Körper  keine 
Elaslicität  haben. 

Sind  sie  dagegen  vollständig  elastisch  und  bezeichnet  man, 
am  Ende  des  gleichzeitigen  Stofses  dieser  drei  Körper,  durch 
U,  V^  tV  die  Seilengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit 
von  G,  durch  V\  V\  PF\  die  der  Geschwindigkeit  von  G\ 
durch  Vi ,  Vi ,  Pf^i ,  die  der  Geschwindigkeit  von  C,  so  hat 
man,  vermöge  der  schon  in  ^.  469  angewandten  Betrachtung^ 
die  neun  Gleichungen 

M  {u  —  V)  —  JV  cos  a  =  o 
M  [v  —  F)  —-  N  co8ß  =z  o 
M{(i^  —  PF) — •  iV  cos  y  =  o 
M'  {u'  —  U')  —  N'  cos  «'  =  o 
M'  {v'  —  y*)  —  iV'  cos/j'  =•  o 
M' lii>' ^  fV')—  N'cosy'  =  o 
iV  cos  a  -f.  N'  cos  a    ^  fi  (wi  —  ^i)  =  ^ 
Ncosß  +  N'cosß'  4-  ^(n  — /^i)  =  o 
iVcosy  4-  iV'co8y'+  ^(«^i— /^0  =  o. 

15 
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Addiert  mau  jede  derselben  zu  ^der  ihr  unter  den  Glei- 
chungen (a)  entsprechenden  9  so  erhält  man 

M{a  —  U)  —  2  iV  cos  a  =  o 
M{b  -^  F)  —  2  Neos  ß  =  o 
M{c  —  fV)  —  2  Ncosy  z=z  o 
M'{a—U')—  2  N' cosa    =o 
M'Q}'—r')  —  2iV'cos^'  =  o 
M\c'— PF')— 2  N' cos/  =  o 
2  iV  cos  05  +2  N'  cos  a'  —  pUi  =  o 
2iVcos/J  +  2N'  cosß''—  /LiFi  =:  o 
2  Neos  y  4"  2  iV'  cos /  —  /tv TVi  =  o , 
und  man  braucht  nur  noch  in  diese  letzteren  Gleichungen  die 
vorhergehenden  Werlhe  von  N  und  N'  zu  substituieren,  um 
alsdann  aus  denselben   unmittelbar  die  Werthe  der  neun  Un- 
bekannten  U,  V,  IV,   U\  V\  W\    t/i,  Ti,  ^,  zu  finden. 

Die  Endgeschwindigkeiten  der  Funkte  G,  G',  C  würden 
noch  dieselben  seyn,  wenn  die  Stui'se  von  Ml  und  ISL'  gegen 
fjk  nicht  gleichzeitig  wären ,  sondern  in  einem  sehr  kleinen 
Zeitiutervalle  auf  einander  folgten,  so  dafs  diese  drei  Punkte, 
während  dieser  kurzen  Zeit,  ihren  Ort  nicht  merklich  geän- 
dert haben*  Die  sehr  kurze  Dauer  dieser  zwei  gleichzeitigen 
oder  auf  einander  folgenden  Stöfse,  kann  auch  ungleich  seyn 
und  der  Augenblick  der  gröfsten  Zusammendrückung  in  den 
Funkten  K  und  K'  nicht  derselbe  seyn; 
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Achtes    Kapitel. 
Beispiele   der    Bewegung   eines   biegsamen   Körpers, 


I.     Schwingungen  einer  biegsamen  Saite. 

482. 

Sey  AMB  (Fig.  20)  eine  vöUig  biegsame  Saite^  die  wenig 
ausdehnbar^  gleichartig  und  überall  gleich  dick  ist  und  nach 
ihrer  Länge  durch  eine  Kraft  gespannt  ist,  die  einem  gegebenen 
Gewichte  II  gleich  und  an  ihren  beiden  Endpunkten  an  feste 
Punkte  A  und  B  angebracht  ist.  Man  vernaclüässigt  ihr  Ge- 
wicht in  Beziehung  auf  II  und  betrachtet  sie  daher  ^  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes^  als  geradlinig.  Dies  voraus- 
gesetzt nehme  man  an,  man  entferne  sie  sehr  wenig  aus  die- 
ser Richtung  und  theile  allen  ihren  Punkten  kleine  Geschwin- 
digkeiten mit;  die  Saite  wird  daher  auf  beiden  Seiten  der 
hmie  AMB  Schwingungen  machen,  und  es  soll  nun,  in  einem 
beliebigen  Augenblicke,  ihre  !Lage  und  die  Geschwindigkeiten 
ihrer  verschiedenen  Punkte  bestimmt  werden. 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  l  nehme  man  an,  diese 
Saite  bilde  die  krumme  Linie  AM*By  die  eben  oder  doppelt 
gekrümmt  sey,  und  in  welcher  M'  die  Lage  ist,  welche  ein 
beliebiger  Punkt  M  angenommen  hat.  Sey  P  die  Protection 
von  M*  auf  die  Linie  AMB,  man  setze 

AM   =  AT,      AP  =  A?    -|-  M, 

und  bezeichne  durch  y  und  z  die  zwei  anderen  Coordinaten 
von  -M',  die  senkrecht  auf  einander  und  auf  der  Axe  AB 
stehen.  Da  die  Verrückungen  der  Punkte  der  Saite  sehr 
klein  angenommen  worden  sind,  so  werden  die  Veränderlichen 
li,  j,  z  ebenfalls  sehr  klein  -seyn,  und  die  Frage  besteht  darin, 
ihre  Werthe  als  Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmien. 

^  Man  nenne  da  das  DiiFerentialelement  der  krummen  Linie 
AM' Bf  welches  dem  Punkte  M'  entspricht,  und  b  die  Dich- 
tigkeit der  Saite  in  diesem  Punkte,  multiplicierl  mit  der  Fläche 

15* 
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des  Schnitte»,    der   in    diesem  Punkte   auf  ihrer   Länge  senk- 

recht  steht,    so    dafs  eds   das    Element  ihrer  Masse  ist.      Im 

Zustande    des  Gleichgewichtes  sind  die  Elemente  dieser  Masse 

den  Längen  proportional,  weil  die  Saite  gleichartig  und  überall 

von  gleicher  Dicke  ist.      Die  Länge   des  Elementes,    das   dem 

pdx 
Funkte  M   entspricht,   ist  dx^   seine   Masse  ist  daher  -    ,-j 

wenn  man  p  und  /  das  Gewicht  und  die  Länge  der  ganzen 
Saite  und  g  die  Schwere  nennt,  und  da  die  Masse  dieses  Ele- 
mentes sich  während  der  Bewegung  nicht  ünderl,  so  hat  man 

beständig 

pdx 


ds  = 


gi 


Würde  dieses  Element  eds  durch  eine  gegebene  bewe- 
gende Kraft  gelrieben,  deren  Seitenkräfte,  die  den  Coordina- 
tenaxeu  parallel  sind ,  durch  Xedsj  Yeds,  Zeds  dargestellt 
würden,  so  wären  die  Seilenkräfte  der,  während  der  Zeit 
dt  verloreneu  Kräfte, 

c^-se-'-  (^-B)""'  c^-S)-"- 

um  daher  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  dieser  Kräfte, 
welche  zugleich  die  der  Bewegung  der  Saite  seyn  werden, 
zu  haben,  mufs  man 

d^u  d^y  d^ 

dt^'       ^   ~   Ji^'       ^         dt^' 
an  die  Stelle  von  Jf,  y,  Z,  in  die  Gleichungen  (1)  des  {.  298 
setzen,    und    für   tds    seiiicn   vorhergehenden   Werth    substi- 
tuieren.    Da  aber  die  Grofsen  X^   Y,  Zy  der  Voraussetzung 
nach,  Null  sind,  so  folgt  hieraus 

,     Td{x^u)  p     d^u  , 

ds  gl    dt^  . 

rf.r^  =  4^rf*    >        (1) 

ds  gl    dt^  '  ^  ^ 

ds  gl    dt^ 

wo  T  die  Spannung  des  Elementes  eds^  und  jf  -j-  l^  die  Ab- 
sdsse  des  Punktes  M'  ist,  welchem  diese  Gleichungen  ent- 
sprechen.    Sie   können   nur   dann    integriert  werden,    wenn 
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man  sie,  mit  BerticikncliUgiitig  der  gerittgen  Ausdehnung  der 
ScliwinguDgen  der  Saite,  auf  die  lineare  Form  zurückge* 
fährt  hat. 

483. 
Da  das  Element  der  I.äuge  der  Saite  ioi  Zustande  des 
Gleichgewichtes  dx  ist  und  im  Zustande  der  Bewegung  ds 
geworden  ist^  und  die  Spannungen,  die  es  in  diesen  zwei 
Zuständen  erleidet,  IT  und  T  zum  Maafse  haben,  so  mufs 
ihr  Unterschied  2'  —  IT  dem  Verhältnisse  seiner  Ausdehnung 
da  —  dx  zu  seiuer  ursprünglichen  Länge  dx  proportional 
seyn  (f.  288).     Daher  hat  man 

_  q  (ds  —  dx) 

^^~  dx 

wo  q  ein  beständiges  gegebenes  Gewicht  ist,  welches  von  dem 
Stoffe  und  der  Dicke  der  Saite  abhängt.     Aufserdem  hat  man 

ds^  =  {dx  +  du)^  +  dy^  +  dz^', 
wenn   nun   ferner  nicht  blos  die  Punkte  der  krummen,  Linie 
jiM'^y     sondern    auch    die     Richtungen    ilurer    Tangenten, 
sich  wenig   von   der  Linie  AMB  entfernen,   so   werden   die 

Gröfsen  — --  und  -7-  sehr  kleine  Brüche   seyn:   vernachlässigt 
ds  ds  /    j 

man  ihre  Quadrate,  so  ergiebt  sich  daraus 

ds  =  dx  +  du.     r=  Z7+  a  -7—, 

dx 

du   dy        _  du  dz 

und  wenn  man  auch  die  Produkte  -7-  -j—   und  -. 7-  ver- 

dx   ds  dx  ds 

nachlässigt,  so  werden  die  Gleichungen  (1) 

dß^  "    rfx»'     dt^  ~       dx^'     dt^  dx^'     ^^ 

wo  mau,  zur  Abkürztiug, 

P  P 

gesetzt  hat. 

Da  die  Veränderlichen  w,  y,  z,  in  diesen  Gleichungen  (2) 
getrennt  sind,  so  findet  man  daraus,  dafs  die  mit  den  Axen 
der  X,  y,  jb,  parallelen  Schwingungen  der  Saite,  von  einander 
unabhängig  sind,  und  zusammen  bestehen  werden,  ohne  einen 
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wecliselseitigeD  Einflufs  auf  einander  auszuüben.  AuCserdem 
sieht  man,  dafs  die  transversalen  Schwingungen  im  Sinne 
der  y  und  im  Sinne  der  z  dieselben  seyn  -werden ,  so  dafs 
es  z.B.  hinreicht,  die  ersten  ^u  betrachten.  Was  die  longi- 
tudinalen  Schwingungen  betrifft,  so  sieht  man  auch,  wenn 
man  uie  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  einpr  der  zwei  letzte- 
ren vergleicht,  dafs  sie  dieselben  Gesetze  wie  die  anderen 
befolgen,  von  welchen  sie  sich  nur  durch  die  Gröfse  des  Coef- 
ficienten  «^  unterscheiden,  der  a^  im  Verhältnisse  von  q  zu 
II  überlrüft. 

484. 
Das '  vollständige    Integral    der    Gleichung    mit    partiellen 
Differentialen  der  zweiten  Ordnung 

ist        '      . 

y  ==:  /(^  +  at)  +  F{x  —  at),  (3) 

wo  /*  und  jP  die  zwei  willkührlicheu ' Functionen  sind.  Denn 
wie  auch  eine  Function  ^  beschaffen  sey,  so  hat  man  immer 

d\p{x-±=.at)   dtfj{x  ztz  at) 

dt  "^  dx 

d^p(x  ziz  at)    _      2   d^xij{x  ±1  at) 

dt^  ~   ^  J^'        ' 

woraus  man 

^  _  .2  ^"/(^  +  ^0     .     ^2  d^Fjx-at) 

findet,    und  da  man  auch 

d^y  _    d^f{x  +  at)  d^F(x  —  at) 

dx^  "^  dx^  "*  d^ 

hat,  so  wird  die  gegebene  Gleichung  durch  diese  Werlhe 
identisch. 

Wird  die  Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung  an  gezalilt, 

und  betrachtet  man  a  oder    ^ 'llE  als  eine  positive  Gröfse, 

P 
so  wird  X  -{-  at   während    der  ganzen  Dauer   der  Bewegung 

eine  positive,  und  x  —  at  eine  negative  Gröfse  oder  eine  po- 
sitive, die  kleiner  als  /  ist,  seyn.  Bezeichnet  mau  dabei*  durch 
£  ein«   positive    veränderliche  Gröfse,    so  ist  es,   um  die  For- 
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luel  (3)  anwenden  zu  können  ^  hinreichend ,  die  Werihe  von 
/f'und  F( —  f)  von  f  =o  bi«  ^=00  und  die  von  FC  von 
£z=zo  bis  C=l  zu  kennen.  Mau  bestimmt  aber  diese  Wer- 
ihe von  /f  und  F  (ziz  f) ,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
durch  die  Bedingung,'  dafs  die  Punkte  ^  und  li  wahrend  der 
ganzen  Bewegung  unbeweglich  siud,  welche  man  mit  dem 
aufänglichen  Zustande  der  .Saite  verbindet. 

485. 
Man  nehme  an,  man  habe,  im  Anfange  der  Bewegung, 

diese  zwei  Functionen  (px  und  q/x  werden  für  .jr=o  und 
für  X  =1  Null  seyn ,  und  von  ät  =  o  bis  a?  =  /  durch  die 
anfängliche  Gestalt  der  Saite  und  vermöge  der  ihren  verschie- 
denen Punkten  niilgetheilten  Geschwindigkeiten  gegeben  seyn* 
Setzt  man  in  der  Formel  (3)  und  in  ihrem  in  Beziehung  auf 
t  genommeneA  Diiferentiale ,  t  z=z  Oy  so  hat  man 

r      .     rr  /  djx  dFx 

wx  i=  fx  +  I* X ,       o)  X  =  a  -7 rt— 7 —  i 

^  •^       *  '       ^  dx  dx 

und  setzt  man 

*-  fq^'xdx  =  ^x  i 

a 

uud  ^  statt  ;P;    so  findet  man  hieraus 

yf^iyf+i«'^»   -P'f=  i^'f-i*?-        (4) 

Die  Function  ^^  enthält  eine  willkührliche  Constante, 
es  ist  aber  eiuleuchtend ,  dafs  dieselbe  in  der  Formel  (3)  ver- 
schwinden mufs,  da  diese  aus  der  Summe  der  Werthe  von 
fC  und  F^j  die  sich  auf  zwei  verschiedene  Werthe  von  f  be- 
zieheii ,  besteht.  Man  kann  daher  von  dieser  Constanten  ab- 
strahieren, und,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten^ 
annehmen,  dafs  die  Function  $f  Null  wird,  wenn  f=o  ist. 
Alsdann  geben  die  Gleichungen  (4)  die  Werthe  von  J^  und 
F^  an,  )edoch  nur  von  f=  ©  bis  f  =/,  weil  die  Functionen 
q)^  und  d^^  nur  in  diesem  Zwischenräume  gegeben  sind« 

Da  die  Punkte  A  und  B  fest  sind ,  so  müssen  die  Wer- 
the von  y,  welche  x^=o  und  x  =zl  entsprechen ,  beständig 
Null  seyn.  Setzt  man  at  sss  ^y  so  hat  man  daher,  nach  Glei^ 
chung  (3), 
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fC-^Fi-o  -=-<>,   y(;4.t)  +  i?(/_f)==o     (3) 

für  aUe  Wertlie  der  veränderlichen  positiven  f. 

In  Folge  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen  sind  die 
Werthe  von  F{ — f)  den  Werlhen  von  f£  gleich,  und  nur  ihr 
Zeichen  entgegengesetzt*     Setzt  man,  in  der  zweiten  Gleichi^ig 

(5) ,  /  -f-  f  s**tt  S  ^^^  zieht  sie  alsdann  von  der  ersten  ab, 
so  erhält  mau 

wodurch  mau  den  Werth  von  J^  von  f  =  o  bis  f  =  00  er- 
fährt, wenn  diese  Function  von  f=o  bis  ^z=z2l  bestimmt 
worden  ist.  Setzt  man  endlich  f  <  /  und  /  —  f  statt  f  in 
die  zweite  Gleichung  (5),  so  hat  man 

Daher  sind  die  Werthe  von  f  {2l  > — f)  von  £=0  bis 
f  =/,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  von  /f  von  f=/  bis  ^z=z2l 
bekannt,  sobald  man  die  Werthe  von  JPf,  von  f  =0  bis  f=/ 
kennt. 

Sind  daher  die  Werthe  von  /f  und  JPf  durch  die  Glei- 
chungen (4)  von  f  =  o  bis  f  =  /  gegeben ,  so  bestimmen  die 
Gleichungen  (5)  die  von/(/-f-^)  und  F  (— f),  von  f  =  o 
bis  i:=00.  Man  kennt  daher  alle  Werthe  dieser  zwei  Func 
tionen,  von  welchen  die  von  y  abhängen,  für  alle  Punkte 
der  Saite  und  in  einem  beliebigen  Augenblicke  der  Bewegung. 

Die  entsprechenden  Werthe  von  -j-^  und  —7-^  und  daher  die 

dy  • 

von  --j  sind   ebenfalls  bekannt,    und  die  Werthe    von  z   und 

dz 

-j^  erhält   man    auf   dieselbe  Weise.      Daher  kennt   man    die 

Gestalt  der  Saite  und  die  transversalen  Geschwindigkeiten  aller 
ihrer  Punkte  in  einem  beliebigen  Augenblicke,  wodurch  man 
die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  erhält,  insofern  sie 
die  senkrecht  auf  ihre  natürliche  Richtung  gerichtete  Bewe- 
gung  betrifft. 

Es  ist  nichts  in  der  Frage  enthalten,  was  dazu  dienen 
konnte,  die  Werthe  von  /'(— f),  oder  die  von  F^,  welche 
^>/  entsprechen,  zu  bestimmen,  so  dals  diese  Theile  der 
zwei  willkührlichen  Functionen,  die  mau  nicht,  um  die  For- 
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iivel  (3)  anweoden  zu  können,  tax  kennen  braucht,  völlig  un- 
bestimmt bleiben. 

486. 

Um  den  Werlh  von  y  zu  kennen,  der  sich  aus  den 
Gleichungen  (3),  (4),  (5)  ergiebt,  betrachte  ich  allmälich  den 
Theil  dieses  Werthc«,  welcher  von  der  anfanglichen  Gestalt 
der  Saite  oder  der  Function  ^x  herrührt  und  denjenigen, 
welcher  von  den  Anfangsgeschwindigkeiten  seiner  verschiede* 
Ben  Punkte  oder  der  Function  (jp'x  herrührt. 

1)  Im  Anfange  der  Bewegung  sey  j4CB  (Fig.  21)  die 
gegebene  Projection  der  Saite  auf  die  Ebene  der  x  und  y, 
so  dafs,  wenn  ma,n  auf  ^B  den  Theil  ^D  z=z  x  nimmt, 
die  entsprechende  Coordinate  DC  gleich  ^x  ist.  Nachdem 
^B  verlängert  worden  ist,  ziehe  ich  die  krumme  Linie 
BCVj^'j  die  gleich  jiCB  ist,  aber  eine  entgegengesetzte 
Lage  hat,  so  dafs,  wenn  man  BD'  =  BD  nimmt,  die 
Ordinale  D'C  gleich  DC  ist,  aber  das  entgegengesetzte 
Zeichen  hat.  Auf  den  beiden  Verlängerungen  von  yJA\ 
wiederhole  ich  die  Linie  ACBC'j4'  unbegränzt,  so  dafs 
A* C B' C"'A''  die  Lage  ist,  welche  ACBC'A*  annehmen 
würde,  wenn  diese  krumme  Linie,  der  Axe  der  x  parallel, 
fortgleiten  würde,  bis  A  auf  den  Punkt  A'  und  A'  auf  A" 
träfe,  und  ACiBiCuAi  die  Lage  von  A'C'BCA  wäre, 
wenn  diese  Linie  sich  auf  dieselbe  Weise  fortgeschoben  hätte, 
bis  A'  auf  A  und  A  auf  Ai  gefallen  wäre,  und  ebenso 
über  A''  und  A^   hinaus«    Nimmt  man  nun  zwei  Abscissen 

AE  =:  X  +  at,     AE'  =  x  —  at^ 
von  welchen  die  zweite  positiv  oder  negativ  seyn  kann,  und 
zieht  die  entsprechenden  positiven^  oder  negativen  Ordinaten 
jBF  und  E'F',  so  ist  ihre  halbe  Summe 

i{EF  +  E'F') 
der  Theil  von  y,    welcher  von  der  anfänglichen  Gestalt  der 
Saite  abhängt. 

2)  Man  nehme  nun  au,  die  Ordinaten  der  krummen 
Linien  ACB  stellten  nicht  die  anfanglichen  Verrückungen 
der  Punkte  der  Saite ,  sondern  die  anfänglidien  Geschwin- 
digkeiten, dividiert  durch  «,  dar,  so  dafs,  wenn  man  DA=-x 

setzt,    DC  =:  — q)'x  ist.     Man  ziehe  eine- andere  krumme 

a  ^ 


^ 
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Linie  JCH  (Fig.  22),    so  dafs  die  Abscisse  AD  =  x  der 

1 
Ordinate  DC=z  —  fq)'xdx  z=z  0x  entspricht.  Da  das  In- 
tegral mit  X  anfängt,  und  die  Function  (p'x  ebenfalls  Null 
ist,  wenn  ^  =  o  ist,  so  berührt  diese  krumme  Linie  die 
Axe  der  x  im  Punkte  A.  Setzt  man  ylB  =z  /,  und  ist 
BH  die  entsprechende  Ordinate,  so  hat  man 


1        />/   , 
BH  =  —     /    (jp  xdxy 


und  die  Berührungslinie  in  H  ist  der  Abscissenaxe  parallel, 
weil  (p*x  :=.  o  ist ,  wenn  x  ^=.1  ist.  Ich  ziehe  die  krumme 
Linie  HC J\  die  gleich  ACH  und  so  gestellt  ist,  dafs, 
wenn  man  BD'  =  BD  setzt,  auch  D'C  =  DC  ist.  x\ls- 
dann  wiederhole  ich  die  krumme  Linie  ACHC' A'  unbe- 
gränzt  auf  den  beiden  Verlängerungen  von  AA ,  wie  in 
der  vorhergehenden  Construction.  iDies  vorausgesetzt,  nimmt 
man  nun  zwei  Abscissen 

AK  ^=1  X  rf-  at,     AK'  =z  x  —  at^ 
Ton    welchen    die  zweite   positiv   oder    iiegativ   seyn    kann, 
imd  zieht  die  entsprechenden  positiven  oder  negativen  Ordi- 
uaten  KL  und  K' U y  so  hat  man 

1{KL  —  K'L') 
für   den  Theil   von  y^    der  sich   aus   den  anfanglichen  Ge- 
schwindigkeilen  der  Funkte  der  Saite  ergiebt. 

Der  vollständige  Werth  von  y  ist  daher 
y  =  i{EFJ(.  E'F')  +  1{KL-  K'fJ)    '    (a) 
und    dieselbe   Construction    giebt    den    entsprechenden    Werth 

dy 
vyon  -7-.     Denn  man  hat         ' 
dt 

d.EF  d.EF      d.E'F'  d.E'F' 

r- a  ; ,         ; =  U , 

dt  dx  dt  dx 

d.KL  _     d.KL      d.K'L'  _  _      d.K'V 


dt  dx  dt  dx 

daher  hat  man 

dt  ~    1    \   dx  dx     J  ^  2\   dx       '        dx     J 

Zieht  man  aber  durch  die  Punkte  F,  jP',  L,  U  (Fig.  21 
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und  22),  die  Tangenten  Fj,  F'/\  LI,  UV  und  die  Linien 
Fx,  F'x,  Lx,  Ux,  die  mit  der  Axe  der  x  parallel  und  im 
Sinuc  der  positiven  x  gerichtet  seyn  sollen,  so  hat  man  auch 

d.EF  _,      d.E'F 

-j^  =  UngxFJ,      ----»tang^lV 

d.KL  -.,      d.K'L' 

hieraus  ergiebt  sich 
dt 


=  —  (tang  xFf  —  taog  xF'f)  j 
-| — ;;•  (tang  xLl  '•{'  taug  xh'V)    \ 


w 


2 

in  welcher  Formel  die  Winkel  immer  spitz^  aber  positiv  oder 
negativ  seyn  werden,  was  sich  jedesmal  aus  der  Figur  für 
jeden  der  Punkte  -F,  F ^  Ly  L'  ergiebt. 

Auf  dieselbe  Weise   kann  man  die  Werlhe  von   z   und 

dz 

-r—  conslruieren. 
dt 

487. 
Aus  der  Construction   der  durch  die  Figuren  21   und  22 
dargestellten    krummen  Linien   ergiebt   sich,    dafs,   wenn   das 

Produkt  at  um  2/  zunimmt,    die  durch  die  Formeln  (a)  und 

dy 
(b)  ausgedrückte   Ordinate  y  und  Geschwindigkeit  -j^  wieder 

die  ' Werthe  annehmen ,   die  sie  früher  hatten*      Ebenso  ist  es 

dz 
in  Beziehung  auf  die  Werlhe  von  z  und  — .     Daher  kommt 

die  Saite,  sowohl  in  Beziehung  auf  ihre  Gestalt,  als  in  Be- 
ziehung auf  die  transversalen  Geschwindigkeiten  aller  ihrer 
Punkte,  wieder  in  denselben  Zustand,  am  Ende  jedes  Zeitab- 

2/  .. 

Schnittes  — ,   zurück.     Im  leeren  Räume  und  unter  der  Vor« 
a 

Aussetzung,  dafs  die  Punkte  ^  und  B  völlig  fix  sind,  würde 
daher  die   Saite,    ins   Unendliche    fort,   kleine   Schwingungen 

machen,   deren  Dauer,   für  jede  ganze  Schwingung,  —  seyn 

würde.  Der  Widerstand  der  Luft  und  der  Umstand,  dafs 
die  Saite  einen  Theü  ihrer  Bewegung  den  äuf'serstcn  Punkten 
J[  und  B  mittheilt,    vermindern   allmälich  die  Weiten  iluer 
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Scbwingungen  und  heben  sie  zuletzt  ganz  auf,  oline  jedoch 
die  Dauer  einer  Schwingung  merklich  zu  ändern,  welches 
Resultat  demjenigen  ähnlich  ist,  welches  uns  die  Bewegung 
des  Pendels  in  der  Luft  zeigt  (f.  190);  ich  begnüge  mich,  es 
als  eine  durch  die  Beobachtung  bestätigte  Folge  der  Analyse 
anzudeuten. 

Bezeichnet  man  daher  durch  T  die  Dauer  einer  ganzen 
Schwingung  der  Saite,  und  durch  n  die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen, welche  ^in  der  Einheit  der  Zeit  Statt  haben,  so  hat  man 

et  gU  pl 

Der  Ton  einer  klingenden  Saite  ist  um  so  höher,  je 
gröfser  die  Anzahl  der  Schwingungen  ist,  die  sie  in  einer  ge- 
gebenen Zeit  macht;  er  wird  daher  durch  die  Zahl  n  bestimmt, 
welche,  wie  man  sieht,  von  der  Gröfse  der.  Schwingungs- 
weiten, die  man  sehr  klein  annimmt,  unabhängig  ist«  Für 
eine  und  dieselbe  Saite  ist  diese  Zahl  der  Quadratwurzel  der 
Spannung  77  proportional.  Für  zwei  Saiten ,  die  aus  dem- 
selben Stoffe  bestehen  und  dieselbe  Dicke  haben,  ist  das  Ge- 
wicht p  der  Länge  /  proportional  und  die  Zahl  n  steht,  bei 
gleicher  Spannung,  im  umgekehrten  Verhältnisse  dieser  Lange* 
Endlich  steht  für  zwei  Saiten,  welche  dieselbe  Länge  haben 
und  gleich  stark  gespannt  sind,  n  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse der  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte.  Diese  verschiedenen 
Gesetze  sind  seit  lange  durch  die  Erfahrung  bestätigt  worden. 
Jedoch  giebt  es  Fälle,  von  welchen  wir  bald  sprechen  wer- 
den, in  welchen  sich  die  Saite  wegen  ihres  anfänglichen  Zu- 
standes,  in  gleiche  Theile  Iheilt,  die  durch  Punkte,  die  wäh- 
rend der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  unbeweglich  bleiben, 
verbunden  sind,  wodurch  der  Ton,  der  Anzahl  dieser  Theile 
proportional,  höher  wird. 

Haben  die  Punkte  der  Saite  keine  anränglichen  Geschwin- 
digkeiten, so  hat  man  einfach 

y  =  ^EF-\-l  EF',    ^  =   Y  Gang  xFf-  taug  x^f). 

Betrachtet  man  mit  Aufmerksamkeit  die  Gestalt  der  krum- 
men Linie,  welche  die  Figur  21  vorstellt,  so  sieht  man,  dal's, 
so   oft  at   ein  beliebiges  Vielfaches   von  /   ist,   die  Geschwiu- 


r 


237 

dy 
digkeit  —  Null   seyn    und  die   Saile   dieselbe   Gestalt    anneli- 

men  wird,  jedoch  so,  dafs  sie  sich  in  abwecliselnd  ent* 
gegengesetzten  Lagen  befinden  wird.  Ist  u4CB  (Fig.  23)  ihre 
Gestalt 9  wenn  t  =  o  ist,  so  wird  dies  auch  noch  ihre  Gestalt 
und  Lage  seyn ,  wenn  a  t  ein  gerades  Vielfaches  von  /  ist, 
ist  aber  at  ein  ungerades  Vielfaches  von  /,  so  nimmt  die 
Saite  die  umgekehrte  Lage  AC'B  an,  so  dafs  man,  wenn 
man  JD'  =  BD  setzt,  D'C  =  —  DC  hat.  In  den  beiden 
äufsersten  Lagen  AC'B  und  ACB,  sind  die  transversalen 
'Geschwindigkeiten  aller  Punkte  der  Saite  Null,  und  die  Saite 
braucht  die  Zeit  ^  2^  einer  halben  Schwingung,  um  von  der 
einen  Lage  in  die  andere  überzugehen. 

488. 

Im  Allgemeinen  sind  die  Theile  der  Linien,  welche  die 
Figuren  21  und  22  darstellen,  nicht  die  analytischen  Verlän- 
gerungen von  einander.  Diese  Linien  bilden  discontinuierliche 
krumme  Linien ,  d.  h.  krumme  Linien ,  deren  Punkte  nicht 
von  derselben  Gleichung  zwischen  Abscisse  und  Ordinate  ab- 
hängen* In  den  Punkten  yJi^  Bi,  jiy  JB,  ji\  B\ . .  (Fig.  21) 
^j,  //i,  ^,  //,  w^',  //',...  (Fig.  22)  der  zwei  verschiedenen 
Theile,  ist  die  Tangente  immer  für  die  beiden  zusammen- 
stofsendeu  Theile  gemeinschaftlich.  Die  krumme  Linie,  die 
sich  auf  die  anfängliche  Gestall  der  Saite  bezieht,  und  dieje- 
nige ,  welche  das  Gesetz  der  allen  Punkten  mitgetlieilten  Ge- 
schwindigkeiten darstellt,  können  ebenfalls  discontinuierliche 
krumme  Linien  seyn,  sobald  in  jedem  Punkte,  wo  sich  ihre 
Gestalt  ändert,  die  Tangente  dennoch  für  beide  zusammen- 
stofsende  Theile  dieselbe  bleibt. 

Diese  Einschränkung  gründet  sich  darauf,  dafs  die  be- 
schleunigende Kraft  eines  materiellen  Punktes  und  die  Ge- 
schwindigkeit, von  welcher  er  getrieben  wird,  ihrer  Natur 
nach  immer  endliche  wirklich  vorhandene  mefsbare  Gröfsen 
sind,  so  dafs,  bei  den  Aufgaben  der  Dynamik,  die  Functionen 
aer  Zeit,  welche  die  Geschwindigkeiten  und  beschleunigenden 
Kräfte  der  verschiedenen  Punkte  eines  Körpers  ausdrücken, 
nie  unendlich  werden  können.  Hier  ist  die  Bedingung  in 
Beziehung  auf  die  Geschwindigkeiten  erfüllt:   denn   die  Irans- 
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versalen  Geschwindigkeiten  werden  verinUteist  der  Formel  (fe), 
durch  die  mit  der  Constanten  a  mullipllcierten  Tangenten  ge- 
wisser Winkel  ausgedrückt  ^  und  der  Voraussetzung  gemäis  er- 
reichen diese  "Winkel  niemals  den  Werth  von  90^,  und  sind, 
im  Gegentheil^  immer  sehr  klein.  Was  die  beschleunigenden 
Kräfte  betrifft,  so  würden  sie,  in  den  Punkten,  wo  zwei 
Theile  der  Saite  sich  unter  endlichem  Winkel  schneiden,  un- 
endlich grofs  werden,  und  diese  Kräfte  würden  in  der  Nähe 
ähnlicher  Verbindungspunkte,  ohne  Gränzen  wachsen. 

Denn  es  seyen  m  und  m'  (Fig.  20)  zwei  Punkte  der 
Saite,  die  sehr  nahe  bei  M\  liegen  und  deren  Abstände  von 
diesem  Punkte  wir  alsdann  unendlich  klein  annehmen.  Man 
betrachte,  in  einem  beliebigen  Augenblicke,  die  Kräfte,  welche 
auf  den  Theil  mM'm  der  Saite  wirken,  d.  h.  die  Spannun- 
gen, welche  in  seinen  Endpunkten  statt  haben  und  nach  den 
Theilen  mh  und  mh'  der  in  m  und  m  gezogeneu  Tangen- 
ten wirken.  Man  bezeichne  diese  Spannungen  durch  H  und 
H'  und  durch  fjb  die  Masse  von  mM'm\  Damit  die  mit  u4B 
parallele  beschleunigende  Kraft  dieser  kleinen  Masse  nicht  un- 
endlich wird,  wenn  /*  unendlich  klein  ist,  mufs  der  Unter- 
schied U —  //'  sehr  klein  und  wenigstens  /«  proportional 
seyn.  Aufserdem  sind  die  auf  ^B  senkrecht  stehenden  und 
mit  der  Axe  der  jk  parallelen  Seitenkräfte  von  H  und  H'  gleich 

^\dx)  "^^  ^  L^^  r  ^^'^^  msLUf  wie  in  f.  483,   -p-  statt 

^substituiert  und  durch  C^^  und  T^l  die  Werthe  von 

dy 

—  bezeichnet,    die  m  und  m'  entsprechen.      Die   bewegende 

Kraft,   welche  ja  gegen  ^B  zieht,  ist  alsdann 

Damit  die  entsprechende  beschleunigende  Kraft  nicht  sehr 
grofs  sey  und  nicht  unendlich  grofs  werde,  wenn  die  Masse 
p  unendlich  klein  wird,  mufs  daher  dieser  Unterschied  eben- 
falls sehr  klein  und  wenigstens  /ii  proportional  seyn,  und  da 
die  Gröfsen  7/  und  //'  schon  wenig  von  einander  verschieden 

sind,    so  mufs  dies  bei  ^^^    und   T-^l  ebenfalls  statt  ha- 
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ben,  deren  Utfierscbied  iineDdlicl)  klein  seyn  miifs,  wenn  die 
Punkte  m  und  m  dein  Punkte  M'  unendlich  nahe  sind.  Die 
Tangenten  mk  und  mli  zweier  unendlich  naher  Punkte 
können  sich  daher  an  keiner  Stelle  der  Saite  und  in  keinem 
Zeitpunkte  unter  endlichem  Winkel  schneiden^  was  zu  be- 
weisen war. 

Diese  Behauptung    hat  auch  dann  noch  Statt;    wenn   die 

Saite  aus   zwei  Theilen  von  verschiedenen  Stoffen  besteht:   in 

ihrem  Verbind ungspunkte  müssen  die  Ordinale  y  und  ihr  Dif- 

dy 
ferentialcoefficient  -;—   beständig    denselben   Werth    für    beide 

dx 

Theile  haben,   welcher  Umstand,   so  wie   die   feste  Lage   der 

äufsersten  Punkte,  Gleichungea  giebt,  die  für  die  Bestimmung 

der    willkührlichen    Functionen    unerläfslich    sind,    und    ohne 

welche  die  Auflösung  der  Aufgabe  unbestimmt  wäre*). 

489. 
D'Alembert  hat  zuerst  die  Aufgabe   über  die   schwingen- 
den Saiten  aufgelöst.     Die  Auflösung,   welche  er  gegeben  hat, 
ist  die   eben  erklärte,   welche   auf  die   unter  endlicher  Form 

d^y  o  ^^y 

ausgeführte  Integration  der  Gleichung  -j-^  =  a  * -7-^  beruht. 

Man  kann  aber  diese  Frage,  vermittelst  der  Formel  (a)  des 
§,  323 ,  auf  eine  andere  Weise  auflösen. 

Wie  auch  die  gegebenen  Functionen  q)X  und  g)  x  be- 
schaffen seyen,  sobald  sie  nur  Null  sind,  wenn  xz=o  ist, 
und  wenn  .«?=/  ist,  so  hat  man,  vermöge  der  angeführten 
Formel, 

2    ^  /"    pi  .    inx'         , ,    A    .    inx 

(p'x  =  -T-  2  (    /     sm  — j—  q)  X  dx  J  bm  -y- 

für  alle  Werthe  von  Jtr,  von  x=io  bis  xznl  einschliefslich, 
d.  h'.  für  die  ganze  Länge  der  Saite ;  wo  i  eine  ganze  positive 
Zahl  ist   und   die  Zeichen  2  Summen  angeben,    die   sich  auf 


0  Man  lese  hierüber  da«  Journal  de  TEcole  Polytcchnique  cahierXVlU, 
pag.  442. 
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alle  Werlheivon  i*,   von  i  =  1  bU  i  =z  00  erstrecken*     An- 
dererseits leistet  Jeder  Ausdruck,   wie 

y  =  (^sinc^a^  -|-  B  co%  aat)  ün{ax  '\-  ß)y         (b) 
wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  der  gegebenen  Gleichung 

^   =   a^^         •  (c) 

Genüge,    wo  ^,   JB,    «,   /?,    willkührliche    Constanten  sind. 
Setzt  man  hiernach 

.     2    ^r    r^  .    inx      .    ,  ,    A  1    .   inx  .    itiaK  f^^') 
-I 2  l     /      sin  — r—  (p  X  dx    I  -r  sin  — =~  sin  —7 — 

so  genügt   dieser  Werth  von  y   allen    Bedingungen   der  Auf- 
gabe und  enthält  daher  deren  Auflösung. 

Jedes  Glied  der  Summen  2  leistet  nemllch  für  sich  allein 
der  Gleichung  (c)  Genüge,  daher  leisten  ihr  auch  diese  Sum- 
men Genüge,  weil  diese  Gleichung  eine  lineare  ist.  Setzt  man 
jp  =  o  oder  xz=il  in  der  Formel  (rf),  so  hat  man  y  z=z  o^ 
wie  auch  t  beschaffen  sey,  wodurch  die  Bedingung,  dafs  die 
'  äufserslen  Punkte  fest  seyn  müssen,  erfüllt  ist.  Endlich  giebt 
die  Formel  (3) 

inat  ' 


cos 


^(«) 


—  c=  -7-  2i  I    /     sin  — ~ —  tpx  dx   I  sin  — r- 
dt  l         \J    o  l      ^  J  l 

dy 
und  wcJnn  man  in  diesen  Werthen  von  y  und  -p-,  t=:o  setzt, 

di  ^ 

so   gehen   sie,   in  Folge   der  Gleichung   (a),   in   (px  und  rp'x 

über,    was    dem  anfänglichen   Zustande    der  Saite,    in   seiner 

ganzen  Allgemeinheit,  Genüge  leistet. 

Diese  zweite  Auflösung  der  Aufgabe  verdankt  man  La- 
grange, der  zugleich  gezeigt  hat,  dafs  sie  mit  der  d'Alembert- 
schen  übereinstimmt. 

Vor  Lagrange  hatte  schon  Daniel  BernouUi  die  Aufgäbe 
über  die  schwingenden  Saiten  gelöst,  indem  er  f ür  y  einen 
Werth  annahm,  der  aus  solchen  Gliedern,  wie  in  der  Formel 
(&)  enthalten  sind,   bestand,   die   der  Bedingung   unterworfen 
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waren ,    dah  8ie  Null  werden  mufsten ,  wie  auch  t  beschalFen 
sey,  wenn  x  =  o  und  x  =  l  wurde,   d.  b.  er  setzte 

■ 

(^    ;    nat  nat\    .    nx 

A  »in  — 1-  B  cos  — —  ]  sin  -y- 

+  (  ^  sin  — 1-  B  cos  —-. —  J  sm  — —        >      (/) 

^nat    ,     ^„        3nat\    .    ^nx 

sin  — : — 


-f-  ( -^  8in  — y r^    C08 — -j — J  Sil 


u.  8,  w« 

wo  -^^,  ^',  j4^'...  By  B\  B''...  wlllkührliche  Constanten  sind. 
Um  diese  Auflüsupg  vollständig  zu  machen ,  fehlte  noch  die 
Beslinimung  dieser  Coefficienten^  vermöge^  eines  willkührlich 
gegebenen  anfänglichen  Zustandes  der  Saite,  was  analytisch 
betrachtet,  die  Hauptschwierigkeit  der  Au%abe  war.  Diese 
Formel  (/)  genügte  übrigens,  um  die  yerschiedenen  Arten 
von  transversalen  Schwingungen  der  tönenden  Saiten  und  die 
Gesetze  dieser  Schwingungen  anzqgeben.  "* 

.  490. 
Aus  den  Formeln  {cC)  und  (e)  ergeben  sich  die  Gesetze 
der  Bewegung  einer  schwingenden  Saite,  die  in  f.  487  aus- 
gesprochen worden  sind;  sie  zeigen  auch,  dafs  der  Ton  zu- 
weilen hoher  werden  kann,  wie  es  in  jenem  {.  angedeutet 
worden  ist,  und  die  Anzahl  n  der  Schwingungen,  in  der 
Einheit  der  Zeit,  ein  Vielfaches  ihres  allgemeinen  Werthes 
werden  kann,  ohne  dafs  sick  die  Spannung  der  Saite  geändert 
hat.  Man  nehme  nemlich  an,  die  Werlhe  von  tpx'  und  (p'x' 
seyen  der  Art,  dafs  man  für  alle  Werthe  von  i,  die  keine 
Vielfachen  einer  gegebenen  Zahl  m  sind, 

/      ^x  sm  — —  dx   :=:i  Oy     j     tp  x  hm  — —  ax  z=:o  (£) 

habe,  welche  Bedingungen  man  auf  unendlich  viele  Arten  er- 
füllen  kann.      Die  Formeln  {d)    und   (e)  enthalten  nur  Sinus 

und  Cosinus  von  Vielfachen  von   — j — •,    daher    werden    der 

Zustand   und    die   Lage    der   Saite   dieselben,    so    oft  at  um 

2l 
ein  Vielfaches  von  -^^  zunimmt,  und,  vermöge  des  Werthes 

Jim 

16 
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vbn  a^  -wird  der  der  Zabl"  n,  von  welchem  die  Höhe  des 
Tons  abhängt  (J.  487) ,  _ 

2   ^     pl 
seyn,    d*  h.   er  -wird  in    dem  Verbältnisse  von  m  zur  Einheit 
vergröfsert  seyn. 

In  diesem  Falle  enthält  die  Formel  (d)  nur  die  Sinus  von. 

Vielfachen  von  -— — ,  man   bat  daher  beständig  y  =^  o   für 

die  gleichweit  von   einander  abstehenden  Punkte  N^  JS\  JV" 

/  2l  3/ 

U.S.  w.  der  Saite   (Fig.  24),   welche    a?  =       ,  =  — ,  =  — 

^  ^  m  m  m 

u.  s.  w. .  entsprechen ,  so  dafs  diese  Punkte ,  deren  Zahl  m  — .  1 
ist^  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  unbeweglich 
bleiben ;  wie  die  äufsersten  Punkte  A  und  £•  Daher  nennt 
man  die  Punkte  iNT,  JV',  iV". ..  Schwingungsknoten.  Im 
Anfange  der  Bewegung  werden  sie  gar  keine  Geschwindigkeit 
erhalten  haben  und  nicht  von  der  Linie  AH  entfernt  worden 
seyn.  Die  Theile  ACISI,  NCN\  N'C'N"...,  die  abwech- 
selnd  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  von  AB  liegen^ 
werden  wie  isolierte  Saiten  schwingen^  deren  Längen  ^A^,  NN\ 

N'JS'\*.  alle  gleich/  —  sind  und  deren  gemeinschaftliche  gleich- 

m 

zeitige   Schwingungen   in    einer  Zeit^    die  gleich  ist,  ge- 

ma 

schehen. 

Die   einfachste  Art,  den  durdi  die  Gleichungen  (g)  aus- 
gedrückten Bedingungen  zu  genügen ,  ist  die,  z.B. 

,     ,  mnx  f 

q)X.  =  fi  sm  — - — ,     q)  X  s=  o 

t/ 

zu  setzen ,  wo  U  eine  gegebene  Constante  ist.  Dies  setzt 
voraus ,  dafs  die  Punkte  der  Saite  gar  keine  Anfspigsgeschwin- 
digkeiten  erhalten  haben,  und  dafs  diese,  im  Anfange  der 
Bewegung,  aus  m  gleichen  Theilen ,  die  abwechselnd  auf  bei- 
den Seiten  von  AB  lagen ,  bestand.  Jeder  dieser  Theile  der 
krummen   Linie    bildet  eine  so    genannte    Radlinie,    deren 

Länge  —  und   deren  Höhe  h  ist.     In   diesem  Falle .  reduciert 
m 

sich  die  Formel  {d)   auf  das  einzige  Glied   des  ersten  Theils, 
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weldies  i  =  m  entspricht.  Ffihrt  man  die  Integration  in  Be- 
ziehung auf  x'  aus,  so  bat  man  einfach 

,     ,     TTinx         mncit 
y  =  n  sin  — —  cos  — j —  , 

daher  besteht  die  Saite,  wäbrend  der  ganzen  Dauer  der  Be- 
wegung, aus  einer  Auzabl  ni  von  Kadlinien,  die  eine  be- 
ständige Breite  und  eine  veränderliche  Höhe  haben,  und  fällt 
mit   der  Linie  jiB  zusammen,    so  oft  at  ein  ungerades  Vjel- 

faclies  von  —  ist.     Diese  besondere  Auflösung  der  Aufeabe 

über  die  schvnngenden  Saiten  ist  diejenige ,  welche  Taylor 
gegeben  hatte,  ehe  die  allgemeine  Auflösung  bekannt  war., 

491. 
Alles,  wag^  wir  in  Beziehung  auf  die  transversalen  Schwin- 
gungen gesagt  haben,   pafst  auch  unmittelbar  auf  die  longitu- 
dinalen  Schwingungen.    Um  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
den  Ausdruck"  für  die  Veränderliche  u  des  (.  482  zu  erhalten, 
ist   es   hinreichend,  in  dem  Werthe,   welchen   man  für  y  ge- 
funden hat ,  die  Constante  o   des   f.  483   an  die  Stelle  von  a 
zu    setzen.      Man    nimmt    alsdann   für    tpx   die    Verrückung, 
welche  der  Punkt   M   (Fig.  20)  ^   im  Anfange  der  Bewegung, 
\   nach  der  Länge* der  Saite  erlitten  hat,  d.h.  der  Anfangswerth 
\   von  MP  und   (p'x   drückt  den  Anfangswerth  des  Punktes  M 
I   nach  MB  oder  Mj4  aus,   je  nachdem  er  positiv  oder  negativ 
ist.     Diese  Functionen  tpx  und  ^'jc  sind  willkührlich  gegeben 
I  von    xz^-h  bis  xz=z  ly   und  wenn  sie,    in  diesem  Zwischen- 
I  räume,   ilire  Gestalt  ändern,   so   mufs  für  die  Werthe  von  x, 
bei   welchen    dieses   eintrilTt,    jede    dieser  Functionen  und  ihr 
DiiTerentialcoefficient  dennoch    denselben  ^erth  in  beiden  zu- 
I  sammenstofsenden  Theilen  der  Saite  haben. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  man  T'  die  ganze  Dauer  einer 
\  longitudinalen  Schwingung  nennt,  d.  h.  den  Zwischenraum 
I  zwischen  zwei  identischen  Zuständen  der  Saite,  und  n'  di» 
;  Anzahl  dieser  Schwingungen  in  der  Zeiteinheit,  nach  §.487, 

r  =  -  =  2  l/^IL,  »'  =  j  f^, 
«  «?  /'' 

ist. 

16* 


^ 
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Diete  Zaiil  n  und  ikr  Ton  der  Saite,  den  sie  bestimmt, 
hängen  nicht  von  der  Spannung  U  ab.  Jedoch  zeigt  die  Beob- 
achtung, dafs  der  longitüdinale  Ton  ein  wenig  höher  wird, 
wenn  die  Spannung  zunimmt,  was  man  daraus  ableiten  kann^ 
dals,  während  die  Länge  der  Saite,  zwischen  den  Punkten 
A  und  B  dieselbe  bleibt,  ihr  Gewicht  />  abnimmt,  wenn  man 

sie    mehr  ausdehnt« 

492. 

Vergleicht  man  diese  ZaM   n    mit  der  der   transversalen 

Schwingungen  derselben  Saite,  so  hat  man  ~ 

// 
so   dafs,   bei    sonst   gleichen  Umständen,    der   Ton,    welcher 
von  iongitudinalen  Schwingungen  herrührt,  höher  ist,  als  der, 
weldier  den  transversalen  Schwingungen  entspricht,  und  zwar 

in  dem  Verhältnisse  von  yf'q  zu  V^  i7. 

Das  Gewicht  q  ist  die  Spannung,  welche  m^n  anwenden 
müfste,  um  die  natürliche  Länge  der  Saite  zu  verdoppeln,  wenn 
man  annimmt,    dafs  das  Gesetz  ihrer  Ausdehnung  constant  ist. 

Nimmt  man  nämlich  an,  dafs,  für  eine  gegebene  Span- 
nung A,  die  Länge  eines  beliebigen  Theils  der  Saite,  in  dem 
Verhältnisse  von  1  -{-  (^  zur  Einheit,  zunimmt,  so  wird  das 
an  den  Punkt  M  angränzende  Element,  welches  allinälich  die 
Spannungen  II  und  T  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  und 
im  Zustande  der  Bewegung  erleidet,  in  den  Verhältnissen  von 

1  -^J -r-  und   1  -j-  --r-  zur  Einheit  zunehmen.     Die  Längen 

dx  und  ds  in  diesen  beiden  Zuständen,  werden  sich  zu  ein- 
ander wie  A-j-tfil  zu  A-|-dT  verhalten,  so  dafs  man 

c?A?  ~  A  +  tfil 
hat;  woraus  man 

ds  —  dx    _  d{T—  n) 
dx  '^  IS. 

findet,  inrenn  man  das  Quadrat  dea  Bruches  d  vernachlässigt. 
Vermöge  der  Werthe  von  ds  -^  dx  und  Z'  —  11  des  §.  483, 
hat  man  daher  ^ 


r 
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daher  ist  q  die  Spannung^  welcke  9  zu  %  entdpricbt,  oder  die 
LäDge  der  Saile  verdoppelo  würde«,  wena  iltre  Verlängerung 
immer  gleichförmig  wachsen  würden 

Da  die  Spannung  einer  tönenden  Saite  i^mmer  sehr  weii 
von  der  entfernt  ist,  welche  man  anwenden  müTste,  um  ilire 
Länge  zu   verdoopeln,    so  folgt  hieraus ,   dafs   das  VerhältniJb 

y    J^  van  n'  ZM  n  immer  sehr  beträchtlich  ist.    Man  kann 

es  a  priori y  vermöge  der  Verlängerung  der  Saite,  die  durch 
die  Spannung  II  hervorgebracht  wird  und  direct  gemessen 
werden  kann,  bestimmen.  Denn,  wenn  man  diese  Verlange« 
rung  Y  nennt,,  so  hat  man 

"  ~  dl' 

weil  91  diejenige  ist,,  welche  der  Spannung  A  entspricht,  und 
wenn  man  diesen  Werth  von  II  und  den  von  ^  in  den  Aus« 

druck   von  -^  substituiert,,  so  hat  maa 

n 

n  f 

woraus  man   umgekehrt 


V 


=© 


fnr  den  Werth    der  Verlängerung  y,   vermöge   des  Werthes 

von  - ,  findet.. 
n 

Dieses  sehr  einfache  Verhältnifs  der  Anzahl  der  longitu^ 
dinalen  Schwingungen  zu  der  der  transversalen  Schwingun« 
gen  einer  und  derselben  Saite  ist  durch  einen  Versuch  be« 
wahrheitet  worden,  den  Gagniard  Latour  mit  einer  sehr  lan- 
gen Saite  angestellt  hat,  deren  transversale  Schwingungen 
sichtbar  uud  hinlänglich  langsam  waren,  damit  man  sie  zäh- 
len konnte. 


II.    Longitudinale  Schwingungen  eines  elastischen  Stabes» 

V  493. 

Dieser  Stab   sey  gleichartig,   und  ich  nehme  an,   dafs  er, 
in    seinem   natürlichen  Zustande,    prismatisch  oder  cylindrisch 


^ 
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hu  80  stellt  alsdann  die  Fig.  25  einen  Durchschnitt  dar,  den 
der  mittlere  Streifen  ^B ,  d.  h.  die  gerade  Linie  macht ,  die 
durch  die  Schwerpunkte  aller  Schnitte  des  Stabes,  die  senk* 
recht  auf  seiner  Länge  sind,  geht  {§*  314).  Ist  z.  B.  der 
Stab  ein  Cyliuder  mit  kreisrunder  Basis,  so  ist  ^B  die  Axe 
seiner  Figur,  sein  Durchmesser  ist  sehr  klein  und  in  allen 
Fällen  sind  die  Dimensionen  der  senkrechten  Scluiitte  sehr  klein 
im  Verhältnisse  zu  der  Länge  dieser  geraden  Linie,  sie  sind 
aber  dennoch  hinreichend  grofs,  damit  der  Slab  der  Biegung 
widerstelie,  und  das  sey,  was  man  einen  elastischen  Stab 
nennt  (§.  306). 

Bei  der  longitudinaleu  Bewegung  dieses  Stabes,  die  wir 
zuerst  betrachten  wollen,  werden  alle  Punkte,  die  demselben 
senkrechten  Schnitte  angehören ,  in  jedem  Augenblicke,  die- 
selbe mit  ^B  parallele  Geschwindigkeit  haben,  so  dafs  es 
hinreicht,  die  Bewegung  eines  beliebigen  Fupktes  M  dieser 
geraden  Linie  zu  bestimmen. 

Man  nehme  auf  dieser  geraden  Linie  einen  festen  Punkt 
C,  und  bezeichne,  im  natürlichen  Zustande  des  Stabes,  durch 
X  den  Abstand  CM,  welcher  positiv  oder  negativ  seyn  wird, 
je  nachdem  M  dem  Theile  CB  oder  dem  Theile  Cj4  von  ^B 
angehört.  Im  Zustande  der  Bewegung  sey  Af'  am  Ende  der 
Zeit  ty  die  Lage,  welche  dieser  Punkt  M  annimmt,  man  setze 
MM  =  u  und  betrachte  u  als  eine  positive  oder  negative 
GrÖfse ,  je  nachdem  ,  diese  Bewegung  nach  der  Seite  von  B. 
oder  nach  der  Seite  von  ^  statt  hat,  so  dafs  man  immer 
CM'  z=z  X  -4^  u  hat.  Es  mufs  nun  der  Werth  von  u  als 
Function   von  x  uuA  t  bestimmt  werden. 

Man  nenne  p  das  Gewicht  des  Stabes,  /  seine  Länge  ^B 
und  g  die  Schwere.,  Im  natürlichen  Zustande  des  Stabes  ist 
die  Masse  des  Elementes,   welches  dem  Punkte  M  entspricht, 

und  dessen  Lange  dx  ist,  - — -.      Diese    Masse    ändert     sich 

gl 

nicht  während  der  Bewegung,  und  wenn  das  Element  durch 
eine  beschleunigende  Kraft  X  getrieben  wird,  die  im  Sinne 
M'B  oder  M'Jl  gerichtet  ist,  je  nachdem  sie  positiv  oder 
negativ  ist,   so  ist  seine  während  der  Zeit  dt  verlorene  Kraft 

pdx    /  d^u\ 
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Man  bezeichne  durch  T  die  Spannung  desselben  Elemen- 
tes, welche  an  dem  Endpunkte  M'  wirkt  und  eine  positive 
oder  negative  Gröfse   seyn    wird,   je    nachdem  sie  von  innen 

nach  aufsen,  oder  von  aufsen  nach  innen  wirkt,  T-A dx 

^       ^  dl 

drückt  die  Spannung  aus,    welche   T  entgegengesetzt,  am  an- 
deren Endpunkte  dieses  Elementes  wirkt;   es  wird  daher,   im 

Sinne  M'B,  durch  eine  Kraft,  die  gleich  -r—  dx   ist,   getrie- 

dx 

ben,  und  damit  diese  Kraft  und  die  vorhergehende  im  Gleich- 
gewichte sind,  mufs  man 

dx    ~  gl\  dt^J 

haben,  was  mit  der  Gleichung  (a)  des  (.316  übereinstimmt. 
An  den  beiden  Enden  A  und  J3  mufs  aufserdem  der 
Werth  von  T  einer  besondren  Kraft  gleich  seyn,  die  am 
Endpunkte  A  nach  AB  und  am  Endpunkte  B  nach  der  Ver- 
längerung von  AB  wirkt. 

494. 
Da  die  natürliche  Länge  des  Elementes,  das  wir  beträch- 
ten,   c2jb   ist,    und    dieselbe   dx  -f-  du   wird,     wenn   es    die 
Spannung  T  erleidet,  so  hat  man 

du 
^  dx' 
wo   q  einen    constanten  Coefficienten   bedeutet,    dessen   durch 
die  Beobachtung  gegebener  Werth 

.    ^ 

seyn  wird,  wenn  man  durch  81  die  ganze  Verlängerung  des 
Stabes  bezeichnet,  wenn  er  einer  beständigen  und  gegebenen 
Spannung  A  unterworfen  ist  ($•  492).  Ich  nehme  an,  es  wirke 
keine  gegebene  Kraft  auf  die  Punkte  des  Stabes,  so  setzt  man 
alsdann  in  der  Gleichung  der  Bewegung  X=  o,  und  wenn 
man  statt  T  seinen  Werth  setzt,  so  folgt  hieraus 

^   —      2  ^ 
dt^    ~  ^    dx^' 

wo  man,  zur  Abkürzung, 
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.  .  P 

setzt.     Aufserdem  hat  man 

du  du 

wenn  man  durch  v  die  Gesell  windigkeit  des  Punktes  M'  und 
durch  s  die  Ausdehnung  des  Stabes  in  demselben  Punkte  be- 
zeichnet. Ist  der  Werlh  von  s  negativ,  so  geht  diese  Aus- 
dehnung in  eine  Zusanimenziehung  über  und  die  Spannung  T 
wirkt  in  dem  Sinne  M* j4  oder  in  dem  Sinne  M^ B  j  je  nach- 
dem eine  Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  statt  findet. 

Es  wird  daher  der  Zustand  des  Stabes ,  in  einem  beliebigen 
Augenblicke  bekannt  seyn,  wenn  man  u  als  Function  von  x 
und  i  bestimmt  hat;  um  aber  seinen  Werth  zu  erhalten,  mufs 
man  mit  der  Gleichung  (1)  diejenigen  verbinden,  welche  dem 
anfänglichen  Zustande  des  Stabes  und  seinen  Endpunkten  ent- 
sprechen.     Ich  nehme  aber  an,   dafs,    wenn  ^=:o>ist,   auch 

u  zu  (p X ^  i^  "ZZ  ip' X 
ist,  so  dafs  (px  und  tp' x  willkührlich  gegebene  Functionen, 
von  X  zz  o  hh  x  zzi  l  sind,  indem  man  für  C  die  anfangliche 
Lage  von  ^  nimmt.  Aufserdem  mufs  man  an  jedem  festen 
Ende  des  Stabes,  wahrend  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung, 
uzzo  haben  und  T  bezeichnet  den  Druck ,  '  den  dieser  feste 
Punkt  auszuhalten  hat.  An  jedem  freien  Endpunkte,  der 
durch  keine  gegebene  Kraft  getrieben  wird,  mufs  man  ebenso 

d  II, 

Tzz  o  oder  -r—  =  o  für  alle  Werlhe  von  t  haben. 

äx 

'  495. 
Man  kann  dieses  System  von  Gleichungen  auf  dieselbe 
Weise  auflösen,  wie  diejenigen,  welche  den  schwingenden 
Saiten  entsprechen,  sey  es  nun,  dafs  man  von  deni  geschlosse- 
nen Integrale  ,der  Gleichung  (1)  ausgeht,  oder  ähnliche  For-  ^ 
mein  wie  die  des  f.  489  anwendet.  Wendet  man  diese  For- 
meln an,  so  erhält  mau  folgende  Resultate,  die  den  verschie- 
denen Hypothesen  entsprechen,  die  man  über  die  Endpunkte 
des  Stabes  machen  kann. 

1)  ■  Sind  die  zwei  Punkte  ^  und  B  fest,  so  müssen  die 
gegebenen  Functionen  (px  und  q/x  für  x  zu  o  und  x  zzi  l 
Null  seyn,    und  man  hat,    wie  in  dem  angeführten  f.. 
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^  \,  r    r^  ,    inx'         ,      ,N    .    inx,        inat 

"  =  T^ U /'" -r  ^^^^ ) •^«—  '^'—r 

•A 2  (      /     8in  —= —  q>  X  ax    )  ^%\n  —z —  sin  — 7—  . 

yrrt       \J   o  l  J  i  l  L 

So    oft  at   um   2l   zunimmt,    wird    dieser  Wertli  von  u 

r 

unU  die  daraus  folgenden  Werlhe  von  v  und  s  und  folglich 
auch  der  Zustand  des  Stabes  derselbe,  wie  vorher.  Nennt 
man  daher  7  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  und  n 
die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Einheit  der  Zeit,  so 
hat  man 

a  gq  2  pl 

60  dafa  der  Ton  derselbe  ist,  als  wenn  der  Stab  eine  bieg- 
same Saite  wäre,  die  longitudinale  Schwingungen  macht. 

2)     Ist   der  Punkt  j4   fest  und  B  ganz  frei,    so  .müssen 

die  Functionen    (fx  und    (p'x  Null   seyn,    wenn  x  =:  o  ist, 

dtpx 
und  man  mufs   auch     .,   ■•  =  o   haben,    wenn   x  z=z  l   ist. 

ax 

Der  Wertli  von  u  ist  alsdann 

-^T^[J  /"  — ii — 9'  ^^)^^  —Ti — '^*  ~Ti 

(2i—i)^x'  \       1  (2*  — l)?r*  ,  (2/— Dnfflf 

•  -s,n-— - 


I        / 


H S{     I     siB --; —  f>jif  dx    ]  -t — "gin — r 

^  na    \J    o  21  J  21—1  2l 

WO  die  Summen  2  auf  alle  Werthe  der  ganzen  Zahl  z, 
von  /  =  1  bis  i  ==  00  ausgedehnt  werden.  Denn  es  leisten 
alle  Glieder  dieses  Werthes  von  u  der  Gleichyng  (1)  Ge- 
nüge,  sie  erfüllen,  wie   auch  t  beschalTen  sey,    die  Bedin- 

du 
gungen,  dafs  u:=zo  ist,  wenn   x  :=  o  ist,  und  -p-  =  o  ist,' 

ax 

wenn  x  =  l  ist ,  welche  diesem  zweiten  Falle  entsprechen, 
und  für  t  z=:  o  findet  man  hieraus 

u-^x-j2(J  ^sin g^xdx)sm—^^ 

du         \          2     /    pl  ^   {2i^i)7tx'   ,   ,  ,  A    .    (2/  — 1) 
_  =  ^.  =  -2(y^sm ^,dxyu.—^j-nx, 

was  wirklich,  in  Folge  der  Gleichung  (7)  des  f.  326 ,  richtig 
ist.  Der  Werlh  von  u  und  die  daraus  folgenden  Werthe 
von   p  und  «,   werden  dieselben,   so   oft  at   um   ein  Viel- 
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faches  von  4/*gr5fser  wird.  Nennt  man  daher  7'  die  Dauer 
einer  ganzen  Schwingung  des  Stahes,  oäer  den  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Rückkehren  des  Stabes  zu 
demselben  Zustande  enthaltenen  Zeitraum  ^  so  hat  man 

>^    a 

Diese  Dauer  ist  daher  das  Doppelte  derjenigen  ^  welche 
im  ersten  Falle  statt  hatte ,  und  die  Anzahl  der  in  der  Ein- 
heit der  Zeit  vollbrachten  Schwingungen  ist  blos  die  Hälfte. 
Der  longitudinale  Ton  eines  Stabes ,  dessen  eines  Ende  be- 
festigt ist  und  dessen  anderes  Ende  frei  ist,  ist  daher  eine 
Octave  tiefer  als  der  Ton  desselben  Stabes,  der  an  beiden 
Enden  befestigt  ist,   was  auch  die  Erfahrung  lehrt. 

3)     Ist  endlich  der  Stab  an  beiden  Enden  frei|  so  müssen 

die  Werthe  von  --j       für  x zizo   und  für  xz=:l  Null  seyn 

ax 

und  man  hat  in  diesem  Falle 

*^      ,  ,   ,  .    2  _/    r^l      inx       ,  -  A      inx      inat 

•cos- 


l 


,    1    f*^  '  'J  '  I    2  ^/    /^'     '^^'     f  >  f\  1       ^^^  .  ^^^^ 

-TT  I    H>^^^'\ -^l    /    cos— j— ffa;aa;  1 -rcos-r- sm-rj — , 

/•/    o  na    \j    o .       L  /  i  l  l 

wo    die  Summen  2  sich,   wie  früher,   auf  alle  Werthe  der 
ganzen  Zahl  /,  von  £  =  1  bis  £*  =  OO  erstrecken.   . 

Dieser  Werth  von  u   leistet  wirklich   der  Gleichung  (i)*, 

sowie  auch  der  Bedingung,   däfs  -7-  =::  o    für    a*  c=  o    und 

dx 

x-=.l  ist.  Genüge,  welche  Bedingung  statt  finden  mufe,   wie 
auch   t  in  diesem    dritten  Falle   beschaffen   sey.     Für   ^  =  o 
"giebt  dieser  Werth 

u:=:q)x:=i  —  l     tpx  acp  ^ — T^\    1    ^^s— j — ya;  aa;  I  cos-y- , 

-  =  ^x=^J    vxdx  +  j-2(^J  ^cos-^yo^rfo;  jcos  — , 
was  mit  der  Formel  (8)  des  §•  326   übereinstimmt. 

Ist  /       (px'dx'  nicht  Null,   so  hat  der  Stab,  neben  sei- 
nen Schwingungen  noch  eine  fortschreitende  gleichförmige  Be- 
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wegmig,  deren  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Geschwindig- 
keit, diesem  Integrale,  dividiert  durch  /,  gleich  ist«  Setzt 
man  es  gleich  Null,    so  kommt  der  Stab,  für  die  Werihe  von 

tf  die  um  ein  Vielfaches  von  —  von  einander  verschieden  sind, 

a 

auf  denselben  Zustand  zunick,  so  dafs  die  Dauer  jeder  seiner 
Schwingungen  und  ihre  Anzahl  in  der  Einheit  der  Zeit  die- 
selben sind,  wie  im  ersten  Falle*  Hieraus  ergiebt  sich  daher, 
dafs  der  Ton  eines  Stabes,  der  an  seinen  beiden  Enden  be- 
fesligf  ist,  mit  dem  desselben  völlig  freien  Stabes  im  Einklang 
ist,  was  ebenfalls  durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird. 

Uebrigens  ist  im  Vorhergehenden  nur  von  dem  Grund- 
tone oder  dem  tiefsten  Tone  eines  elastischen  Stabes  die  Rede. 
Man  kann  ohne  Schwierigkeit  die  Bemerkung  des  §.  490  über 
die  Schwiugungsknoien  und  die  ihnen  entsprechenden  Höhen 
des  Tons,  ohne  Schwierigkeit,  in>  jedem  der  besprochenen 
Fälle,  auf  die  Bewegung  dieses  Stabes  ausdehnen. 

496. 
Wenn  der  Stab,  dessen  longitudinale  Schwingungen  wir 
betrachten,  sich  unbegränzt  auf  beiden  Seiten  des  Punktes  C 
ausdehnt,  so  braucht  man  den  Zustand  seiner  beiden  End- 
punkte nicht  weiter  zu  berücksichtigen  und  findet  die  Werthe 
der  Geschwindigkeit  v  und  der  Ausdehnung  Sy  in  Beziehung 
auf  einen  beliebigen  Punkt  und  Augenblick,  unmittelbar  aus 
dem  geschlossenen  Integrale  der  Gleichung  (i),  in  welchem 
man  nur  zwei  willkührliche  Functionen,  vermöge  der  als  Func- 
tionen von  X  gegebenen  Anfangswerthe  von  p  und  «,  zu  be- 
stimmen braucht. 

Dieses  Integral  ist 

u  =  <p(x-\'at)  -f-  ifj(x  —  at)y 

wo  ^  und  tp  die  beiden  willkührlichen  Functionen  sind.  Man 
findet  daraus,  für  einen  beliebigen  Augenblick, 

du  /d(p{x'^at)  dtij{x  —  aty 

dt 


(d(p{x'^  at)  dtp^x  —  a^)\ 

dx  dx         ) 


du  d^>{x-\'ai)  dtl/{x  —  at) 

dx  dx  dx 

Für    t  z=z  o  sey 

V  z=i  fxy  «  =  Fx. 
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Id  ien\  Falle,  den  wir  befracliten,  werden  diese  zwei 
Funclionen  für  alle  posiliven  oder  negativen  Werlhe  der  Ver- 
änderlichen gegeben  seyn;  se^jt  man  in  den  yorliergeli  enden 
Formeln  tzzzo,  so  hat  man 

da)X             dtfjx          «         depx      ,  dtf/x          „ 

dx               dx          '           dx  dx 
woraus  man 

-f-  =  5  Fx  4-  —  /rr,       -j—  =  i  jPo;  —  —  /o; 
ao;  2a-  ax  2  a 

und  folglich 

•ax  2  a 

ax  za 

findet.    'Wie  daher   auch  t  und    x   beschaffen  sejen,    so  hat 
man  immer 


+   fLF{x  +  ai)-^F{x-at) 


(2) 


+  iJP(a;  +  aO  +  iF(x  —  at) 
welche  Formeln  den  Zustand  des  Stabes  in  einem  beliebigen 
Augenblicke  angeben;  was  die  vollständige  Auflösung  der  Auf- 
gabe ist. 

497. 

Diese  Gleichungen  (2)  enthalten  die  Gesetze  der  Fort- 
pflanzung einer  Schallwelle  längs  eines  elastischen  Stabes  und 
allgemein  die  Fortpflanzung  derselben  in  einer  festen  gleich- 
artigen Stange  von  unbegränzter  Länge,  deren  auf  dieser  Länge 
senkrecht  stehende  Schnitte  überall  dieselben  und  von  geringer 
Ausdehnung  sind. 

Da  der  Ton  von  dem  Punkte  C  ausgeht,  so  wird  die 
Stange,  im  Anfange  der  Bewegung,  in  einer  unbeträchtlichen 
Ausdehnung,  auf  beiden  Seiten  dieses  Punktes,  erschüttert  wor- 
den seyn.  Bezeichnet  man  durch  2ce  die  Länge  dieser  ur- 
sprünglichen Erschüttenmg,  so  sind  die  Functionen  fx  und  Fx 
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von  X  zzz  a  hh  X  ziz  OO  und  von  x  =z  —  «  bis  x  z=:  —  CO 
Null;  sie  sind  willkiilirlich  und  unabliängig  von  einander  für 
adle  zwischen  ziz  a  enthaltenen  Wertlie  von  x  gegeben^  und 
die  Functionen  /  (a?  -(-  at),  f  {x  —  ai\  i^(A?  -f  at\  F  {x  —  at) 
haben  nur  dann  andere  Werthe  als  Null^  wenn  die  Grüfse 
X  J^  at  oder  x  —  at  y  die  unter  dem  Zeichen  J  oder  F  ent- 
halten isty  gröfser  als  —  a  und  kleiner  als  a  seyn  wird^  wenn 
man  die  Zeichen  berücksichtigt  und  a  als  eine  positive  Gröl'se 
ansieht« 

Sobald  daher  at  gröfser  als  2a  ge^'orden  ist^  hat  man 
v  -=.  o  und  8  z=z  o  für  alle  in  der  Ausdehnung  der  Ursprung* 
liehen  Erschütterung   enthaltenen  Punkte,   so   dafs    die  Bewe- 

gung  dieses  Theils  der  Stange  nur  während  der  Zeit  —   statt 

haben  wird.  Für  einen  aufserhalb  dieser  Erschütterung  auf 
der  Seite  der  positiven  'X  liegenden  Punkt  M  hat  man 

a;  >  a,     /(^k  +  ^O  =  o,      F(ai-\'at)  =  o, 
und  die  Gleidiungen  (2)  reducieren  sich  auf 

a  =  —  Sf(a>  —  at)  +  iF(x—at), 

woraus  sich 

i>  =  —  aa 


ergiebt.  So  lange  man  at  >  a^  +  «  ^'**?  ®*^  diesie  Wer- 
the von  u  und  8  Null,  und  werden  es  wieder,  sobald  man 
X  '^at  —  a  hat.     Die  Erschütterung  kommt  daher  am.  Ende 

der  Z^it nach  dem  Punkte  M,  ihre  Dauer  ist  —  und 

a  a 

der  SU  gleicher  Zeit  erschütterte  Theil  der  Stange,  in  wel- 
chem M  liegt,  wird  die  Länge  2a  haben.  Dieselben  Resul- 
tate haben  auf  der  Seite  der  negativen  x  statt. 

Daher  erzeugt  sich  auf  beiden  Seiten  der  ursprünglichen 
Erschütterung  eine  Schallwelle  von  beständiger  Ausdehnung, 
die  der  dieser  Erschütterung  gleich  ist  und  sich  gleichförmig 
mit  der  Geschwindigkeit  a  fortpflanzt.  Die  Geschwindigkeiten, 
welche  die  Punkte  der  Stange  *  allmälich  annehmen ,  ändern 
sich  nicht  mit  ihren  Abständen  vom  Orte  der  ursprünglichen 
Erschütterung,   so  dafs  die  Intensität  des  Schalls,    welche  von 
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der  Gröfse  dieser  Gesell vVindigkeiten  abhängt,  conatant  seyn, 
und  nicht,  indem  er  sich  fortpflanzt,  abnehmen  wird^  was 
daher  rührt,  dai's  diese  Fortpflanzung  in  einer  cylindrischen 
oder  prismatischen  Stange   statt  hat. 

Innerhalb  einer  Schallwelle  wird  die  Geschwindigkeit  nicht 
wie  in  allen  Punkten  der  ursprünglichen  Erchütterung ,  von 
der  entsprechenden  Ausdehnung  unabhängig  seyn.  Eine  wird 
der  anderen,  in  Folge  der  Gleichung  tf  z=z —  as  proportional 
seyn,  welche  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  ei- 
nes beh'ebigen  Punkles  M  ein  Bruch  der  Geschwindigkeit  der 
Fortpflanzung  ist,  welche  durch  die  demselben  Punkte  eul- 
sprechende Ausdehnung  s  ausgedrückt  wird,  und  dafs  die 
eigene  Bewegung  von  M  in  dem  der  Fortpflanzung  entgegen- 
gesetzten oder  in  demselben  Sinne  statt  haben  wird,  ]e  nach- 
dem in  diesem  Punkte  eine  Ausdehnung  oder  Verdichtung 
Yorhandcfn  ist. 

Wichtig  ist  die  Bemerkung,  dafs,  vvegen  dieses  Verhält- 
nisses zwischen  v  und^Ä,  jede  erzeugte  Schallwelle  sich  nicht 
in  zwei  andere  theilt  und  sich  nur  in  einem  Sinne  fot^tpflanzt. 
Wäre  dieses  Verhältnifs  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  ur- 
sprünglichen Erschütterung  vorhanden,  so  würde  sich  die  Be- 
wegung nur  nach  einer  Seite  hin  fortpflanzen.  Nimmt  man 
daher  an,    dafs  fx  irz  —  aFx    ist,    so   reducieren    sich   die 

Gleichungen  (2)  auf 

1 

p  =f(x  —  at),    s  =  —  -^  f{x—at)', 

für  die  negativen  Wertlie  von  x ,  die  grofser  als  —  a  sind, 
insofern  man  von  dem  Zeichen  absieht,  hat  man  dalier  p  zu  o 
und  Ä  1=  o,  so  dafs  sich  die  Bewegung  niclH  über  die  ur- 
sprüngliche Erschütterung  nach  der  Seite  der  negativen  x  hin 
ausbreitet.  Ebenso  wäre  es  in  Beziehung  auf  die  Seite  der 
positiven  x,   wenn  man  J^x  •=  aFx  setzte. 

Nach  dem,  was  man  in  (.495  gesehen' hat,  kann  man 
die  Geschwindigkeit  a  der  Fortpflanzung  des  Schalls  in  einer 
Stange  von  unbegränzter  Länge  aus  der  Dauer  der  longitudi- 
nalen  Schwingungen  eines  au«  demselben  Stoffe  bestehenden, 
elastischen  Stabes,  von  gegebener  Länge,  finden.  Nimmt  man 
an,  dafs  dieser  Stab  an  seinen  beiden  Enden  frei  oder  fest 
ist,   so  ist  der  Werth  von  a  dem  doppelten  seiner  Länge,  di- 
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vidiert  durch  die  Dauer  jeder  seiner  Scliwingimgen ,  gleicli, 
welche  Dauer  man  aus  ihrer  Anzahl  in  der  Einheit  der 
Zeit  und  daher  aus  dem  tiefsten  Tone  des  Stabes  ableitet. 
Wäre  der  Stab  an  einem  Ende  fest^  so  müfste  man  das  Re- 
sultat dieser  Division  doppelt  jiehmen« 

498. 
Dehnt  sich  die  Stange  nicht  unbegränzt  im  Sinne  der  po- 
sitiven X  aus,  sondern  endigt  sie  in  einem  Punkte  H ^  der 
aulserhalb  der  ursprünglichen  Erschütterung  liegt,  so  wird  der 
Ton,  wenn  ^r  in  B  angekommen  ist,  nach  C  zurückgeworfen 
werden,  und  es  bildet  sich  in  diesem  Punkte  B  ein  Echo^  es 
möge  derselbe  fest  oder  ganz  frei  seyn. 

Ich  bezeichne  durch  c  den  Abstand  CB ,  welcher  gröfser 
als  a  seyn  wird.  Wenn  B  ein  fester  Punkt  ist,  so  mufs 
man  beständig  v  z=:o  für  xtz:  c  haben.  Diese  Bedingung 
erfüllt  man  aber,  wenn  man  die  Formeln  (2)  durch  folgende 
ersetzt : 

V  =  ifix^at)  +  {/(x  — «0  —  i/(2c  — rr  — rt/) 

+  -^F{x^rcit)—'^F{x—at)^^F{2c-x-a() 

*  =  77/(^  +  ^0  -^  ^/(*— «0  —  ^S{^c  —  x  —  at) 
2a  2a  2a 

+  i  /^  (jc  +  a^)  -f  4  jF  (a;  —  af)  +  J  F  (2c  —  x  —at) 

ohne  dafs  diese  Ausdrücke  auflioren,  den  anfänglichen  Zu- 
stand der  Stange  zu  bezeichnen,  und  ohne  dafs  der  Werth 
von  Uf  den  man  vermöge  der  Gleichungen 

du  du  

dT  ~  ^'     dZ  ~  ^  •      ^ 

daraus  findet,  aufhört,  den  Gleichungen  (1)  zu  genügen. 

Denn  da  die  Veränderliche  x  für  keinen  Punkt  der  Stange 
gröfser  als  c  ist  und  c  gröfser  als  a  ist,  so  hat  man  2  c — x'^a 
und  daher/ (2  c  —  x)z=zo  und  F  {2c — 'Är)z=:o,  woraus  sich 

V  =y*  «nd  8  =  Fx  ergiebt,  wenn  tzzzo  ist.     Da  e  >  «  ist, 

so  hat  man  auch  J  (c  -J-  at)  =  o  und  F  (c  -f-  at)  =  o,  was 

i^  =  o  für  x^=:  c  giebt,   ^ie  auch  t  beschaiFen  $ey.     Endlich 

du       ds 
hat  man  identisch  -—  =  •--,    und   der  Werth   von  w,   dessen 

dx       dt 
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Yoll8ländige8  Differential  pdt  -^  adx  ist,  wird  die  Summe 
einer  Function  von  x  —  at  und  einer  Function  von  »  -|-  a^ 
seyiif  und  "wird  daher  der  Gleichung  (1)  Genüge  leisten. 

Dies  vorausgesetzt,  siaA  für  einen  Punkt  M,  der  so  be- 
schauen ist,  dafs  man  a;  >  of  hat,  die  Gröfsen  J  {pt>  •{•  at) 
und  F  {x  -\-  at)  Null  und  die  vorhergehenden  Werlhe  von 
p  und  8  reducieren  sich  auf 

f'  =  V    +  Vi,       Ä  = \ , 

a  a 

indem  man,   zur  Abkürzung, 

lf(a^^at)  —  ^  F(x  —  at)  =  v' 

(i 

—  F{2c  —  X  —  at)  —  lf(2c  —  x  —  at)  =  pi 

setzt.  Die  Gröfse  f»'  hört  auf  Null  zu  seyn,  wenn  man 
af^  X  —  o(  hat,  sie  wird  es  wieder  für  «/  =  a;  +  «.  Wächst 
die  Zeit,  so  hört  v^  auf  Null  zu  seyn  für  atz=i2c  —  x  —  «, 
und  wird  es  wieder  für  at  =- 2c  —  a;-f"öfj  woraus  man 
schliefst,    dafs    der   Punkt   M   zwei    Erschütterungen    erleidet, 

die  durch  den  Zeitraum  ~ -'-- — -  von  einander  getrennt 

a 

sind.  Die  erste  ist  der  directe  Schall  und  'die  zweite  der 
zurückgeworfene,  beide  haben  dieselbe  Intensität  und  pflanzen 
sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  a  fort,  und  da,  nach  dem 
Sinne  der  Fortpflanzung,  der  eine  v  und  der  andere  —  vx 
entspricht,  so  sieht  man,  dafs  für  beide  dasselbe  Verhältnifs 
zwischen  der  eigenen  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  und  der 
positiven  oder  negativen  Ausdehnung,  von  welcher  sie  beglei- 
tet wird ,  statt  findet.  Dieselben  Resultate  findet  man ,  wenn 
man  annimmt,  dafs  der  Punkt  B  völlig  frei  ist,  in  weichem 
Falle  man  beständig   «  =  o   für  x=  c   haben  mufs. 

Diese  Gesetze  der  Fortpflanzung  und  Reflexion  des  Schal- 
les in  einer  festen  Stange,  haben  auch  in  dem  Falle,  wenn 
Luft  in  einem  sehr  engen  cylindrischen  oder  prismatischen 
Canale  enthalten'  ist,  statt.  Die  Gesetze  der  longitudinalen 
Schwingungen  eines  elastischen  Stabes,  die  in  ^.  495  erläutert 
worden  sind?  gelten  auch  für  die  Schwingungen  der  Luft, 
die   in    einer  Röhre   von   gegebener  Länge,   welche   an  ihren 
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Enden  offen  oder  verscblossen  ist,  enthalten  ist^  d.  h«  für  die 
Töne  einer  Flöte,  wenn  man  nenilich  von  den  Modificatlonen, 
die  vom  Anblasen  herriüiren,  absieht'^). 


III.     Longitudinaler   Stofs  elastischer  Stäbe.  . 

499.   . 

Die  Formeln  des  f.  495  kann  man  auf  den  Stofs  zweier 
oder  mehrerer  elastischer  Stäbe  anwenden ,  die  aus  demselben 
Stoffe  bestehen,  denselben  senkrechten  Durchschnitt  haben 
und  deren  mittlere  Streifen  sich  auf  derselben  geraden  Linie 
bewegen.  Zu  diesem  Ende  betrachtet  man  diese  Körper,  wäh- 
rend der  ganzen  Dauer  ihrer  Berührung ,  als  einen  einzigen 
elastischen  cylindrischen  oder  prismatischen  Stab ,  dessen  von 
einem  Augenblicke  zum  anderen  veränderlicher  Zustand  in 
seiner  ganzen  Länge  bestimmt  seyn  wird,  ausgenommen  in 
einer  Ausdehnung  vonunmefsbarer  GrÖfse  auf  beiden  Seiten 
der  Yerbindungspunkte. 

Denn  man  betrachte  blos  zwei  elastische  Stäbe,  deren 
mittlere  Streifen  AE  und  FB  (Fig.  26)  sind.  Haben  sich 
nuu  die  Stäbe  so  weit  genähert,  dafs  der  Abstand  £F  ihrer 
Endpunkte  £  und  JP  unmefsbar  geworden  ist,  und  nicht  mehr 
gröfser  als  die  Wirkungsweite  äer  Molecularkräfte  ist,  so  fan- 
gen die  äufsersten  Theilchen  des  einen  Stabes  an,  auf  die 
des  anderen  zu  wirken  imd  umgekehrt.  Diese  wechselseitige 
Wirkung  besteht,  indem  sich  ihre  Intensität  ändert,  so  lange 
als  der  Abstand  EF  geringer  als  die  Wirkungsweite  ist.  Die 
ganze  Kraft  kann  abstofsend  oder  anziehend  seyn  und  in  die- 
ser Wechselwirkung  der  äufsersten  Punkte  zweier  Körper,  in 
tinmefsbaren  Abständen^  besteht  die  Erscheinung  des  Stofses. 
Da  wir  aber  den  Zusammenhang  zwischen  der  Molecular- 
w^irkung  und  dem  Abstände  nicht  kennen,  so  kann  man  auch 
den  Werth  von  EF  nicht  als  Function  der  Zeit  bestimmen, 
eben   so    wenig    wie    die    Aenderungen    der   Geschwindigkeit, 


^)  Man  lese  hierober  meine  Abhaodlung  über  die  Bewegung  der  elasti- 
schen Flüssigkeiten  in  cylindrischen  Röhren  und  über  die  Theorie  der 
Blasiostnmiente ,  welche  man  im  zweiten  Theile  der  Memoires  de 
l'acad.  des  Sciences  findet 
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w^elclie  die  aufsersten  Punkte  der  zwei  Stäbe  in  Folge  dieser 
Kraft  erleiden,  so  dafs,  wenn  e  und  /  Punkte  von  AE  und 
FB  sind ,  deren  Abstände  von  E  und  F  unmefsbar  und  ge- 
ringer als  der  Halbmesser  der  Molecularwirkung  sind,  die 
Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte,  die  zu  den  Schich- 
ten gehören,  deren  Dicke  ^E  und  fF  ist,  während  der  ganzen 
Dauer  des  Stofse's  unbekannt  seyn  werden.  Jenseits  von  e  und  / 
und  in  der  ganzen  Ausdehnung  von  Ae  und  JB„  wird  die 
Gleichung  (1)  des  $.494  statt  haben  und  den  Zustand  dieser 
beiden  Theile  des  ganzen  Stabes,  in  .einem  beliebigen  Augen- 
blicke, vermittelst  des  Integrals  dieser  Gleichung  bestimmt 
werden  können,  nach  der  Hypothese,  die  man  über  die  beiden 
festen  oder  beweglichen  Enden  A  und  B  macht,  d«  h.  ver- 
mittelst der  verschiedenen  Formeln  des  (.495,  in  welche  man 
nur  die  passenden  Werthe  für  die  willkührlichen  Functionen 
q)x  und  ^'x  zu  setzen  braucht« 

500. 
Da  sich  die  Molecularkräfte  sehr  schnell  mit  dem  Abstände 
ändern,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  unbekannten  Geschwindig- 
keiten der  aufsersten  Punkte  der  zwei  Stäbe  sich  ebenfalls 
ändern ,  so  dafs  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  E  und  F, 
in  einem  beliebigen  Augenblicke,  sehr  von.  denen  der  Punkte 
e  und  /  verschieden  seyn  können ,  wiewohl  die  Abstände  eE 
^und  fF  unmefsbar  sind.  Ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  die 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  e  und  /,  welche  wir  nach  ihren 
anfänglicben  Werthen  bestimmen  werden  und  die  ungleich 
seyn^  ja  selbst  entgegengesetzte  Zeichen  haben  können.  Jedoch 
kann  man,  wie  in  $.488,  zeigen,  dafs  die  positive  oder  ne- 
gative Spannung  T  in  diesen  Punkten  e  und  f  merklich  die- 
selbe seyn  mufs,  weil  sonst  die  beschleimigende  Kraft  der 
vnmefsbaren  Masse  y  die  zwischen  den  in  diesen  Punkten 
senkrechten  Schnitten  enthalten  ist,  aufserordentlich  srofs  und 
fast  unendlich  würde. 

Ich  nehme  an,  dafs,  vor  dem  Stofse,  jeder  der  zwei 
Stäbe  dieselbe  Geschwindigkeit  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
hat.  In  diesem  Zustande  ist  die  Spannung  T  für  alle  Punkte 
der  zwei  Körper  Null.  Im  Anfange  des  Stofses,  d.  h.  wenn 
der  Abstand  EF  der  "Wirkungsweite  der  Molecularkraft  gleich 
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isty  hat  man  daher  7*=  o  io  deu  Punkten  e  und  /;  wie  in 
allen  übrigen.  Die  Spannung,  welche  für  beide  aufserste 
Punkte  immer  dieselbe  ist,  hört  alsdann  auf  Null  zu  seyn^ 
wir  werden  deren  Werlb  bestimmen,  uad  man  wird  sehen, 
dafs  dieser  nach  einem  gewissen  Zeiträume  Null  wird.  Er- 
lauben zu  dieser  Zeit  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  e  und 
/,  dafs  die  zwei  Stabe  sich  trennen,  d.  h«  sind  diese  Geschwin- 
digkeiten in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet,  oder  sind  sie 
in  demselben  Sinne  gerichtet,  und  es  ist  die  Geschwindigkeit 
des  vorangehenden  Körpers  die  gröfste,  so  werden  die  beiden 
Stäbe  sich  wirklich  trennen  und  der  Stofs  ist  geendigt.  Wenn 
aber,  die  Geschwindigkeiten  e  und  /  zu  dieser  Zeit  nicht  eine 
von  diesen  Bedingungen  erfüllen,  so  fängt  der  Stofs  so  zu 
sagen  wieder  an,  die  Spannung,  die  in  den  Punkten  e  und 
f  gleich  ist,  erscheint  wieder,  sie  wird  alsdann  am  Ende  eines 
neuen  Zeitraums  wieder  Null  und  so  fort,  so  dafs  die  zwei 
Stäbe  sich  nicht  trennen  und  wie  ein  einziger  Stab  von  der 
Länge  ^B  schwingen  werden. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  der 
Stofs  aufhöre  und  sich  einer  der  zwei  Stäbe  von  dem  ande- 
ren entferne,  ist  das  Zusammentreffen  zweier  Umstände.  Er- 
stens ist  es  nöthig,  dafs  die  Spannung  in  den  Punkten  e  und 
/  Null  sey,  damit  sich  diese  zwei  Stäbe  nicht  gegen  einander 
stützen,  und  zweitens  müssen  zu  gleicher  Zeit  die  Geschwin- 
digkeiten dieser  zwei  Punkte  in  entgegengesetztem  Sinne  ge- 
richtet seyn ,  oder,  wenn  sie  in  gleichem  Sinne  gerichtet  sind, 
so  mufs  die  Bewegung  des  vorausgehenden  Punktes  die  gröfste 
seyn. 

Was  die  zwei  Enden  Jl  und  B  betrifiFt,  so'  nehmen  wir 
nach  einander  an,  dafs  sie  beide  frei  sind  und  dafs  das  eine 
trei  und  das  andei*e  fest  ist. 

501. 
.  Man  bezeichne  durch  c  und  c'  die  Längen  j4E  und  FB 
der  beiden  Stäbe  und  durch  /  den  ganzen  Abstand  j4B,  so 
dafs  man ,  wenn  man  den  unmefsbaren  Abstand  £F  vernach- 
läfsigt,  während  der  ganzen  Dauer  des  Stofses,  c  -f-  c  =  / 
hat.  Sey  M  ein  Punkt,  der  zu  j4E  oder  FB  gehört,  un- 
mittelbar vor  dem  Stofse  nenne  man  x  den  Abstand  des  Punk- 

17* 
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t^s  M  von  einem  festen  Punkte,  dei:  auf  der  Linie  ^B  liegt 
und  die  Lage  des  Punktes  A  in  diesem  Augenblicke  ist.  Am 
Ende  der  Zeit  f ,  die  von  diesem  Momente  an  gerechnet  wird, 
sey  x^  u  der  Abstand  dieses  Punktes  M  von  einem  festen 
Punkte,  so  hat  man  '  ^ 

::=  a^ . 

-WO   a    eine   Constante   ist,     welche    die   Geschwindigkeit   der 
Fortpflanzung    des    Schalles    in    dem    StofiFe    bezeichnet,    aus 
welchem  die  zwei  Stabe  bestehen  ({•  497). 
Zu  gleicher  Zeit  liat  man 

du       _  du 

für  die  Geschwindigkeit  p  des  Punktes  M  und  die  positive 
oder  negative  Spannung  T,  welche  in  demselben  Punkte  statt 
hat,  wo  q  eine  gegebene  Constante  bezeichnet.  Die  Ausdeh- 
nung,   welcher  die  Geschwindigkeit  v  entspricht,    findet  man 

1 

aus  r,  und  ihr  Werth  ist  —  T. 

9 
Diese   drei   Gleichungen    haben    für    alle  Werthe  von  Xy 

von  o;  =  o  bis  x  z=  l  statt,    diejenigen  ausgenommen,   welche 

den   zwischen   e   und  f  liegenden    Punkten    entsprechen    und ' 

daher  um  eine  unmefsbare  Grofse  von  c  verschieden  sind. 

502. 
Für  t  zzio  hat  man  in  der  ganzen  Länge  ^B^  auch  uz=zOy 
man  mufs  daher  in  den  Formeln  des  (•  495    das  von  (px  ab- 
hängende Glied  weglassen.      Man   untersuche  zuerst  den  Fall, 
wenn  die  beiden  Enden  A  und  B  ganz  frei  sind." 

Sey  h  die  im  Augenblicke,  in  welchem  der  Stofs  beginnt, 
allen  Punkten  von  AE  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit, 
welche  positiv  oder  von  A  nach  B  gerichtet  gedacht  wird. 
Sey  auch  n  die  Geschwindigkeit  der  Punkte  von  FB  in  dem- 
selben Augenblicke,  die  positiv  oder  negativ  seyn  wird.  Je 
nachdem  die  zwei  Stäbe  hinter  einander  oder  einander  ent- 
gegen kommen.  Diese  Gonstanten  h  und  Ii  sind  gegeben, 
und  ihr  Unterschied  h  —  Ji  mufs  eine  positive  Grofse  seyn, 
damit   der  Stofs  statt   habe.     'In    dem  Ausdrucke   von  Uy   der 
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sich  auf  den  dritten  Fall  des  §.  495  bezieht;  mufs  man  statt 
q>'x  eine  Function  nehmen ,  die  von  x  z=:o  bis  zu  einem 
Werthe  von  x,  der  so  wenig  als  möglich  geringer  als  c  und 
gleich  h  ist  9  und  von  einem  so  wenig  als  möglich  gröfseren 
Werthe  von  x  als  c  bis  rv  =  /,  oder  beinahe  x  zzz  c  -j-  c', 
gleich  h'  ist.    Alsdann  hat  man,  <duie  merklichen  Fehler , 

/     fpxdx    =  hc  4"  Ä'c', 

9»  cos  — T—  dx    =  ^r-(Ä  —  Ä)8in-7— , 

und  da  qpa^'  =  o  ist,   so  wird  der  Werth  von  i^ 

w  =  (Ac  +  Äc)y  +  -^(A-Ä)2-sin— cosy-sin^y^ 

wo  sich  die  Summe  2  auf  alle  Werthe  der  ganzen  positiven 
Zahl  iy  von  iz=.\  bis  £  =  00  erstreckt« 
Man  hat  daher   in  diesem  ersten  Falle 

*  >7       I    7'    '\    I     ^  /L         'U\^^    -     ^^^         ^^^         ^^^ 

^  =  "7 (ÄC  +  Ä c  )  -j (Ä  —  A ) 2-T  sin -—  cos -7- cos -r- 

l  TJü  tili 

r=: i  (A  —  h  )2  -T- sin -=— sm -7— sin — —  ^ 

na  i  II  l 

und  wenn  man  m  und  m  die  Massen  der  zwei  Släbe  nennt, 
die  ihren  Längen  c  und  c    proportional  sind,  so  ist  das  erste 

Glied  dieses  Werthes  von  p  die  Geschwindigkeit  -7- — 7— 

m  -f-  m 

ihres  Schwei^punktes.  Sind  die  zwei  Geschwindigkeiten  A  und 
1i  gleich  und  haben  sie  Reiches  Zeichen,  so  hat  man  bestän« 
dig  i^=A  und  Tz=:o  und  vrirklicb  bewegen  sich  alsdann 
die  beiden  Stäbe  hinter  einander  mit  gemeinschaftlicher  Ge- 
schwindigkeit und  ohne  sich  wechselseilig  zusammen  zu 
drücken. 

Die  periodischen  und  con vergierenden  Reihen,  welche  diese 
Formeln  enthalten,  gehören  zu  denjenigen,  deren  Summe  man 
genau  bestimmen  kann.  Für  alle  gegebenen  Werthe  von  x  und 
t  kann  man  diese  Summe  leicht  aus  der  bekannten  Formel 
4^  =  8in^— i8in2^  -f-  |sin3^— Jsin4^-}-...  (3) 
finden,  in  welcher  d-  eine  Veränderliche  ist,  die  zwischen  den 
Gränzen  zn  n  ausschliefslich  enthalten  ist.     Man  kann  alsdann 
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die  genauen  Werthe  der  Gescli windigkeil  p  und  der  Span- 
nung T  in  jedem  Augenblicke  und  in  einem  beliebigen  Punkte 
von  j^e  und  fB  berechnen^  was  die  vollständige  Auflösung 
der  Aufgabe  enthalt* 

Es  giebt  mehrere  Wege,  auf  welchen  man  die  Formel  (3) 
erhalten  kann.  Man  findet  sie  z.B.,  wenn  man  die  Gleichung 
(8)  des^.  326  in  Beziehung  auf  x  diiFerentiiert^  nachdem  man 
»^  statt  (fx  gesetzt  hat;    dies  giebt 

1    _,  /     n^    ,o        inx     indx'\    .    inx 

welche  Gleichung  für  die  Werthe  von  Xj  die  kleiner  als  l 
sind,  statt  hat,  und  in  welcher  sich  die  Summe  2  auf  alle 
Werthe  der  ganzen  Zahl  f ,  von  i  z=  1  bis  i  =  OO  erstreckt. 
Führt  man  die  Integration  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  aus, 
80  hat  man  ^ 


/ 


X    ^  cos  —. —  .  — z =    -: COS  I7ty 

O  IL  J^TV 


man  hat  daher 


nx  cos  iTi   ,    inx 

—  U  — : —  sm 


21  iL' 

welches  Resultat  mit  der  Gleichung  (3)  zusammenfällt,    wenn 

man    —  z=z  S-  setzt*). 

503. 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  (2)  ist  der  Werth  von  T 

nicht  blos  dann  Null,  wenn  tz=.o  ist,  sondern  auch  wenn  t 

l 
ein   Vielfaches    von  —  ist ,  •  er  ist  es  ebenfalls ,  wie  auch  sonst 

a 

t  beschaffen  seyn  möge ,  an  den  beiden  Enden  u4  und  B ,  die 

X  "=:  o  und  X  z=:  l  entsprechen. 

/' 
Ist  t  Null,    oder  ein  gerades  Vielfaches  von  — ,  so  giebt 

a 

die    erste  Gleichung  (2) 


i^  . 

_  1 

—  T 

(ÄC   + 

Ä' 

c') 

, 

+^ 

(A- 

7i')  fs 

1 

• 

l 

sm  — 

(c- 

■a>) 

,        1    .   in{c  +  x)-[ 


*)  Vergl.  die  Anmerkung  zu  $.  öOö.  Anm.  des  Uebers. 
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oder^   wA  daBselbe  ist, 

n  L       «  /  *  z  /       J 

da  c  -|-  c'  =  /  und  c08  in^=  (-— - 1)^  ist.    Man  kann  aber  in 

der  Formel  (3)  statt  &  den  Werth  — ^— r seUen,  und  es 

folgt  daraus 

_,  ( — 1)»  .    in{c' — 0?)                n{c'  —  x) 
2  ■^— : —  sm  — ^-7 = i — ; '  . 

Hat  man  x  <C  Cy  d.h.,  liegt  der  Punkt  M  auf  ^e^  so 

7t  ic    *^  Xi 

kann  man  auch  statt  &  die  Gröfse  ■    — ^  setzen^  welche 

kleiner  als  n  seyn  wird,   man  hat  daher 

£  /  2/  ' 

und  diese  Werthe  reducieren  die  Gleichung  (4)  auf  f  ==  ä. 
Gehört  dagegen  der  Funkt  M  zu  fBy  so  hat  man  x^  c  und 
2/^ —  c'  —  X  <C^ly    man  kann  daher 

TT  (2  /  —  c'  —  ar) 

setzen;    da  ^ 

.    in  {c  4-  Jc)                  .    in  (2l  — '  c'  —  x) 
8in ; =   —  sin ; 

ist,    so  giebt  die  Formßl  (3) 

^  (-  ly  .     in {c'+x)           n{2l  —  c'—  x)         ' 
2,  — ; —  Sin j =  j > 

und     vermittelst    dieses     Werthes     und     des    Werthes     von 

2  — r—  sin  -: — —^ ^  reduciert  sich    die  Gleichung  (4)  auf 

Die  anfänglichen  Geschwindigkeiten  h  und  h'  der  beiden 
Theile  j4e  und  JB  des  ganzen  Stabes  sind  auf  diese  Weise 
jiachge wiesen.  Auiserdem  sieht  man,  dafs  sie  nicht  blos  dann 
statt  haben,   wenn  ^  =  o  ist,    sondern  auch  jedesmal  wenn  t 

ein  gerades  Vielfaches  von  —  ist,^  und  da  in  diesen  Zeitpunkten 

a 
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7*  für  den  ganzen  Stab  Null  ist^  so  folgt  daraus,  dafs  für 
alle  diese  Werlhe  von  t,  die  beiden  Theile  des  Stabes  immer 
in  demselben  Zustande,  wie  im  Anfange  des  Stofses  seyn  werden. 

Man  bemerke,  dafs  die  erste  Gleichung  (2)  unrichtig  wäre, 
wenn  man  sie  auf  die  anfangliche  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes JE  anwenden  würde ;  denn  wenn  man  t  =  o  setzt  und 
genau  x=:  o  hat ,    so  folgt  hieraus 

,.  =  4-  (Äc  +  A'c')  +  -  (Ä  _  h')  2^=U^'»in  ^  . 

Nach  der  Gleichung  (3)  hat  man  aber  . 

_  ( —  1)«  .    ine  nc 

S  ' — r— ^  Sin  —j-  =   —   — 7  : 

man  hätte  daher  vz=ih\  was  nur  in  dem  Falle,  wenn  h'  zizTi 
ist,  wahr  wäre,  wo  der  Zustand  des  eE  entsprechenden 
Theils-  von  dem  des  übrigen  Stabes  nicht  verschieden  seyn 
kann.  Wir  haben  aber  gesagt,  dafs,  im  allgemeinen  Falle, 
dieser  Theil  und  derjenige,  welcher  FJ  entspricht,  nicht  in 
den  Gleichungen  der  Bewegung  enthalten  sind. 

l 
Ist  t  ein  ungerades  Vielfaches  —  ,  so  giebt  die  erste  Glei- 

a 
chung  (2)  unmittelbar 

1 

+  — (A— Ä)2r^^-r—    sm = ^2;-^-7— •  sm — ~— ^ —    L 

Vergleicht  man  aber  diesen  Werlh  von  v  mit  der  Formel 
(4),  SQ  sieht  man,  dafs  sie  sich  aus  einander  ableiten  lassen, 
wenn  man  die  Buchstaben  U  und  1i  y  c  und  c'  vertauscht, 
woraus   man    ohne   neue  Rechnung    den    Schlufs    zieht,    dafs^ 

wenn  t  ein  ungerades  Vielfaches  von  —  ist,  die  Punkte,  welche 


a 


einem  Werlhe  von  x,  der  g^-inger  als  c  ist,  entsprechen,  die 
Geschwindigkeit  /*',  und  diejenigen,  welche  x  "^  c  entsprechen, 
die  Geschwindigkeit  h  haben  werden ,  d.  lu  dafs ,  wenn  der 
Punkt  G  so  beschaffen  ist,  dafs  man  j^G  =.  c  und  GB  z=  c 
hat,  und  g  und  g'  in  unmefsbaren  Abständen  auf  beiden  Sei- 
ten von  G  nimmt,  die  Geschwindigkeit  h'  in  dem  Theile  Ag 
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und    die  Geschwindigteit    h  io    dem  Theile  g'B  statt   liabon 

vrii'd. 

504. 

Aus  dieser  Untersuchung  folgt,    dafs,   wenn  man  c=:  c' 

/ 

Lat  9  der  Theil  Ae  am  Ende  der  Zeit  /  =  —    die    Gescliwin- 

a 

digkeit  h'  und  der  Theil  fB  am  Ende  derselben  Zeit,  die 
Geschwindigkeit  h  hab^n  wird^  und  da  in  diesem  Augenblicke 
die  Spannung  T  überall  gleich  Null  ist,  und  man,  der  Vor- 
aussetzung gemäfs,  h'^  Ji  hat,  so  folgt  hieraus,  dafs  sich  die 
zwei  Stäbe   von   einander  trennen   werden   ({•  500),  so  dafs, 

in  diesem  Falle,  die  Dauer  des  Stofses  ~  gewesen  seyn  wird^ 

und  die  vollkommen  elastischen  und  gleich  grofse  Massen  ha- 
benden Körper,  nach  dem'Stofse,  die  Geschwindigkeiten,  die 
sie  vor  dem  Stofse  hatten,  ausgetauscht  haben  werden. 

Sind  umgekehrt  die  Langen  c  und  c  verschieden,  so 
endigt  sich"  der  Stofs  nicht,  und  die  beiden  elastischen  Stäbe 
können  sich  nicht  trennen ;  denn  die  Zeitpunkte ,  in  welchen 
die  Spannung  Null  ist,  werden  immer  mit  denjenigen  zusam- 
menfallen, die  eine  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  haben, 
welche  entweder  gleich  h  oder  gleich  h'  für  die  beiden  Enden 
E  und  Fy  oder  genauer  für  diQ  beiden  Punkte  e  und  /  sind« 

Hat  man  aber  c  >^  c^  in  welchem  Falle  der  Punkt  G 
auf /"jS  liegt,  und  nimmt  man  an,  dafs  der  elastische  Stab 
in  diesem  Punkte  durchgeschnitten  sey,  so  dafs  der  Theil  FB 
selbst  aus  zwei  Theilen  FG  und  GB  besteht,  welche  vor 
dem  Stofse   dieselbe  Geschwindigkeit   h'  hatten,  so  wird  sich 

der  Theil  GB ,  am  Ende  der  Zeit  ^  =  —  trennen.     Denn   in 

a 

diesem  Augenblicke  ist  die  Spannung  2'  Null,  und  die  Ge- 
schwindigkeiten h'  und  h  der  Punkte  g  und  g'  erlauben  es, 
dafs  sich  die  Theile  AG  und  GB  trennen.     Nach  dem  Stofse, 

dessen  Dauer  —  gewesen  seyn  wird,  wie  in  dem  Falle,  wenn 

c  =c  ist,  wird  sich  der  Theil  GB  mit  der  Geschwindigkeit 
h  und  die  Theile  AE  und  FG  mit  der' gemcinschafllicheu 
Gesell  windigkeit  Ä'  bewegen.  Dasselbe  würde  noch  der  Fall 
seyn,   wenn    die    drei  Theile    AE^  FG,  GB    selbst  durchgc- 


•J 
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schnitten  und  in  andere  gleiche  oder  ungleiche  Theile  getheilt 
wären,  sobald  nur  alle  Theile  von  j4Ef  vor  dem  Stofse, 
dieselbe  Geschwindigkeit  h ,  und  alle  Theile  von  FG  und  GB 
die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  h'  hatten. 

Man  nehi^e  daher  z.  B.  an ,  dafs  ein  gleichartiger  pris- 
matischei*  oder  cylindrischer  Stab  in  eine  Anzahl  /2-{-/2'  glei- 
cher Theile  getheilt  sey^  und  gebe  deü  h  ersten  TheUen  die 
Geschwindigkeit  hy  mit  welcher  sie  die  Reihe  der  n^  anderen 
Theile  stolseu;  welche  vor  diesem  Stofse  in  Ruh^  seyn  wer- 
den. Ist  n  gröfser  als  n\  so  werden  sich  die  Theile  nicht 
trennen,  und  alle  im  Sinne  des  Stofses  fortgetrieben  werden, 
indem  sie  nach  dieser  Richtung  Schwingungen  machen  und 
den  Ton  hervorbringen,  der  der  ganzen  Lange  des  an  beiden 
Enden  freien  Stabes  entspricht.  Hat  man  aber  n'^  n^  so 
werden  sich  die  vorderen  Theile/  deren  Anzahl  n  ist,  von 
den  anderen  trennen,  um  sich  mit  einer  gemeinschaftlichen 
Geschwindigkeit,  die  gleich  h  ist,  zu  bewegen,  und  die  übri- 
gen n  Theile  werden  in  Ruhe  und  zusammen  bleiben.  Die- 
ses Resultat ,  welches  ,  nach  der  Analogie  auf  eine  Reihe  von 
Kugeln  ausgedehnt  werden  kann,  begreift  zugleich  die  Er- 
scheinung, von  welcher  in  ^.  363  die  Rede  war. 

505. 
Man  betrachte  nun  den  Fall,  wenn  der  Punkt  A  fest 
ist.  Vor  dem  Stofse  sey  der  Theil  AE  in  Ruhe,  und  alle 
Punkte  des  Theils  FB  sollen  eine  gemeinschaftliche  Geschwin- 
digkeit haben,  die  negativ  seyn  und  durch  '-—  h  bezeichnet 
werden  soll.  Man  mufs  alsdann  den  Ausdruck  von  u  anwen- 
den, der  sich  auf  den  zweiten  Fall  des  f.  495  bezieht,  in 
welchem  man ,  von  x  :=:  o  bis  j;  =  c,  (p' x  =  o  setzt,  und  von 
xz=.c  bis  zu  A7  =  c  +  c'=/,  (p' X  ==  — h  setzt.  Da  für 
alle  Werthe  von  x^  der  Werth  von  <px  z=,  o  ist,  so  folgt 
hieraus 

8//r_,        1  (2j— iVfc  .   (2/— IW  .   (2i^i)nat 

u^z-^-T-Z-— — 77^  cos  ^^ ~— sin --;-^ — sin^ — —j^ , 

n^a    (2^  —  1)2  2/  2/  2/ 

woraus  man 

4i:  „      1            (2»  — l):rc  .    (2»  — l):r*         (2»— l)«o^  ^    ^ 
p= -T  — — -  cos —. sm — ; cos r  > 

=^  •~r~  -*  r-. — -  cos  •--; cos --. sin r"; J 

Tia       2»  —  1  2/  2/  2«  '^ 
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in  welchen  Formeln  die  Reihen  zu  der  Classe  derjenigen  ge- 
hören,  deren  Summen  man  bestimmen  kann  und  welche  die 
Spannung  und  Geschwindigkeit  angeben ,  welche  |  in  jedem 
Augenblicke,  in  einem  gegebenen  Punkte  von  Ae  oder  JB 
statt  finden. 

Man  wendet  9  zu  diesem  Endzwecke ,  die  bekannte  Eormel 

--  =  cos  ^  —  I  cos  3  ^  -f-  4  cos  5  ^  -f~  •••*         (^) 

an ;  welche  für  alle  zwischen  ±  ^n  ausschliefslich  enthaltenen 
Werthe  von  &  statt  hat  und  z.  B.  aus  der  Formel  (7)  des 
§•  326  abgeleitet  werden'  kann ,  wenn  man  sie  differentiiert, 
nachdem  man  x   an   die  Stelle   von  (px  gesetzt  hat  und  als- 

dann    --r  =  &  setzt   ). 

21  ^ 


)  Die  Reihe  (6),  so  wie  auch  die  Reihe  (3)  des  §.502,  hat  bereite 
Fourier  in  seiner  Tb^rie  de  la  chaleur,  besonders  pag.  175ir.,  aus- 
führlich beliandelt.  Ich  will  aber  hier  eine  einfache  Methode  mittheilen, 
nach  welcher  man  die  Samme  der  Reihen,  wie  vieler  anderer,  leicht 
finden  kann. 

Es  sey  zuerst  die  Reihe 
sin  ^  —  i  sin  2  ^  +  I  sin  3  ^  —  4  sin  4  ^  4- 1  sin  5  ^  + ...  . 
gegeben.     Man  substituiere  in   dieser  Reihe  allgemein  statt  sin  m  & 


seinen  Werth  — 


^V^— 1 ^m&y/^ 


2  V^—  1 
Hierdurch  wird  die  Reihe  in  zwei. andere  zerlegt,  nemlich 

Die  Werthe  der  zwei  in  Klammern  eingeschlossenen  Ausdrucke  sind 
aber  bezüglich  ^^ 

I       .      ■  und   / 7=' 

wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  die  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdrucke  in  Reihen  entwickelt  und  alsdann 
jedes  einzelne  Glied  integriert.  Der  Werth  der  ursprünglichen  Reihe 
ist  daher 
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506. 

In   Folge  der  zweiten  Gleichung  (5)  ist  die  Spannung  T 

in  allen   Punkten   beider   Stäbe   Null,    wenn  t  Null  oder  ein 

21 
beliebiges  Vielfaches  von  —  ist. 

a 


Ist  nun  &  zwischen  den  Gransen  o  und  n  ausschlierslicli  entiialten, 
so  ist  dieser  Ausdnick  = 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  &  zwischen  den  Granzen  — n  und  o 
ausschlierslich  enthalten  ist 

Wenn  man  ebenso  in  der  Reihe  •  i 

cosi^—  |cos3^  +  |C085^.... 

m&y/^ — 1     1^     — md-y/^ —  1 
allgemein  statt  cosm^  den  Werth  -- r  ^     

2 

setzt,  «o  wird  die  Reihe  in  zwei  andere  aufgelöst,  nemlich 

deren  Summe  bezuglich 

^^  / =  Are.  tg.e'^V       1   ^^^^ 

2^V  — ,1 


*x 


ä/: 


dx 

=    Are.  tg.  e""^^  ""^ 


ist.     Es  ist  aber  allgemein  ^n  :=z  arc.  tg.  u  -J-  arc.  tg.  — ,   folglich 
die  Summe  der  Reihe  =  J  w. 

Dies  gilt  jedoch  nur  fär  den  Fall,  wenn  &  kleiner  als  in  ist;    ist 
dagegen  &  zwischen  den  Granzen  \  n  und  n  eingeschlossen,  so  dafs 
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2/ 
Ist  /  Null  oder  ein  gerades  Vielfaches  von  — ,   so  giebt 

a 

die  erste  Gleichung  (5) 

^=-;rr5?iri"^ — n — +''^' — ir — -J 

oder,  was  dasselbe  ist, 


2l  r^(—  1)'       (2i—  1)  n  (x—c') 


JT     L      2l—i 


2l 


(-i)'„.(2i-i)^(H:£).'] 


(7) 


2V *7 
T-: :  COS 


2i  — 1  2/ 

da  c-\-c=l   und  sin  ^^*~*^''  =  —  (—1)'  ist. 

Nach  dem  anfanglichen  Zustande  beider  Stäbe  mufs  sich 
diese  Formel ,  insofern  sie  sich  auf  ^  =  o  bezieht  ^  für  x  <^c 
auf  V  =  o  und  für  jf  >  c  auf  v  z=l  —  i  reducieren ,  und  dies 
mufs  zuerst  nachgewiesen  werden. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (6)  statt  ^  den  Ausdruck 

n{x — c') 


21 


,    so  folgt  daraus 

2    ^~: ^   cos  -^^ ^--7^ ^   = - 

2J--1  2/  4 


Hat  man  jp  <1  c ,   so  kann  man  auch  ; —    statt   -d- 

'  2/ 

setzen  9   dies  giebt 

(-1)'.       {2i  -  \)  n  {x  ^ c')    _         n 

und   diese   Formeln  reducieren  wirklich  die  Gleichung  (7)  auf 

v'='0.    Hat  man  ji;>c,  so  hat  man  auch  2l — x  —  c  ^l\ 

nimmt  man  daher 

yj  (2  /  —  X  —  c') 

^  =  Yl 


cos  ^  negativ  ist,  so  ist  obiger  Werth  nicht  mehr  riclitig.  Der  Crrnnd 
davon  liegt  darin,  das«  das  bestimmte  Integral  nur  für  den  Fall  ge- 
braucht werden  kann,  wenn  sich  die  Function  innerhalb  der  gegebenen 
Gränzen  stetig  ändert,  was  unter  den  angegebenen  Umständen  nicht 
der  Fall  ist  Anmerk.  des  Uebers. 
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und  bemerkt,  dafs 

(2i—i)n(x4-c')  (2i—i)n{2l  —  x  —  c') 

cos  -^^ ■■  , =    QO^' ; ^ 

2l  21 

ist,   80  giebt  die  Formel  (6) 

^  tzi)'  cos  (^^'-^)^(^  +  0^   _  iL 
^  2i  —  \  '21  4  * 

Vermittelst    dieses   Ausdrucks    und    des    vorliergehendeD 

w     1.  N.  (—  0*  (2^'  —  1)  n{x—c') 

Werthes  von  ^  — : — -    cos -^ — r-^ -.    reduciert 

2i— 1  2/ 

sich  die  Gleichung  (7)  auf  i'  =  —  i,  wie  dies  seyn  mufs. 

2/ 
Ist  t  ein  ungerades  Vielfaches  von  — ,   so   ist  der   duixh 

a 

die  erste  Gleichung  (5)  gegebene  Werlh  von  v  demjenigen 
gleich,  welcher  statt  hat,  wenn  t  Null  oder  ein  gerades  Viel- 

21  . 
faches  von  —  ist,  hat  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen.    Hier- 

2l 
aus  folgt  daher,   dafs  am  Ende  einer  Zeit,   die  gleich  —   ist, 

a 

alle  Punkte  von  Ae  Geschwindigkeiten  haben,  die  Null  sind, 
und  alle  Punkte  von  fB  positive  Geschwindigkeiten,  die  gleich 
i  sind.  Und  da  in  diesem  Augenblicke  die  Spannung  T  über- 
all gleich  Null  ist,  so  folgt  hieraus,  dafs  der  Stab  FB  sich 
von  dem  Slabe  AE  entfernpn  und  mit  einer  Geschwindigkeit 
zurückgehen  wird,  die  derjenigen,  welche  er  vor  dem  Stofse 
hatte,  gleich  und  entgegengesetzt  seyn  w^ird. 

Der  Stofs  des  Stabes  FB  gegen  den  Stab  AE^  welcher 
sich  in  A  gegen  einen  festen  Widerstand  stützt,  wird  wäh- 
rend der  Zeit  —  dauern  und  ganz  mit  dem  überein  stimmen, 

was  in  {.362  über  das  Zurückprallen  eines  vollkommen  elasti- 
sehen  Körpers   gesagt  worden   ist.      Man  bemerke  auch,   dafs 

man,   in    der   Mitte   des  Stofses,   d.  h.   am   Ende  der  Zeit  -, 

a 
vermöge    der   ersten   Gleichung   (5),    für   alle  Werthevon   x 
immer  i'  =  o  hat;  so  dafs  in  diesem  Augenblicke  der  stofsende 
Sta,b  FB    seine   ganze   Geschwindigkeit   verloren   haben ,    und 
der  Stab  AE  ebenfalls  gar  keine  Bewegung  haben  wird.     In 
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demselben  Augenblicke   hat  inan^    in  Folge   der  zweiten  Glei- 
cliung  (5) 

j,_2jh  r^  (-  ly  ^^„  {2i  -  1)  n{x-c) 
na    L     2i — 1  2l 

+  2  ^^  cos   (^^'-l)^(^  +  e)-| 

woraus  man^  durch  dieselbe  Rechnung^  wie  für  die  Gleichung 

qh 
(7),   r=  —  ^—  oder  7*=  o  findet,  je  nachdem  man  x^c 
^  ^  a 

oder  AT  >»  c  hat«  In  der  Mitte  des  Stofses  ist  daher  die  Spannung 

für  die   ganze  Ausdehnung   des   stol'senden  Stabes  Null.     Der 

gestofsene  Stab  ist  aber  gleichförmig  verdichtet,  und  der  Druck, 

welchen  er  in   dem  Sinne  j4E,  oder  von  innen  nach  aufsen, 

ausübt,   macht,    dafs  der  stofsende  Stab  zurückprallt. 


IV»    Digression  über  die  Integrale  der  partiellen  DüTerential- 

gleicliungen. 

507. 
Nimmt  man  eine  kleine 'Anzahl  partieller  DüTerential- 
gleicliungen  aus,  so  können  die,  welche  von  einer  höheren 
Ordnung  als  die  erste  sind,  nicht  unter  endlicher  Form  inte- 
griert werden,  selbst  wenn  es  lineare  Gleichungen  sind.  Um 
die  Aufgaben,  welche  zu  diesen  Gleichungen  führen,  aufzu- 
lösen, mufs  man  daher  häufig  zu  ihren  in  Reihen  dargestellten 
Integralen  seine  Zuflucht  nehmen,  und  man  mufs  alsdann  in 
jedem  Falle  sicher  wissen ,  dafs  die  Reihe ,  welche  man  au- 
fwendet, die  völlige  Allgemeinheit  hat,  welche  der  gegebenen 
partiellen  DiiTerentialgleichung  zukommt,  und  dafs  sie  eine 
hinlängliche  Anzahl  willkührlicher  Functionen  enthält,  um 
das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  auszudrücken.  Es 
giebt  aber  in  dieser  ßeziehung  keine  allgemeine  Regel;  diese 
Anzahl  kann  geringer  seyn,  als  diejenige,  welche  die  Ordnung 
der  gegebenen  Gleichung  bezeichnet  >  oder  als  die  der  höch- 
sten partiellen  DifTerentiale ,  welche  sie  enthält.  Sie  ändert 
sich  mit  der  Gröl'se,  nach  deren  Potenzen  die  Reihe  geordnet 
ist,    und  es  kann  sogar    vorkonunen,   dafs   alle    willkührlicheu 
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I 

Fiiiielionen  verschwinden^  und  die  Reihe  nur  eine  unendliche 
Anzahl  willkührlicher  Constanten  enthält ,  oline  dafs  sie  jedoch 
aufliürt,  das  vollständige  Integral  auszudrücken.  Diese  ver- 
schiedenen Umstände  woUen  wir  zuerst  im  Allgemeinen  be- 
trachten j  und  dann  auch  im  Besonderen ,  .insofern  sie  die 
linearen  Gleichungen  betreffen,  auf  welche  man  in  den  meisten 
Aufgaben  der  Mechanik  und  Physik  geführt  wird. 

508. 
Sey  u  eine  Function  einer  beliebigen  Anzalil  unabhängiger 
Veränderlicher^^,  x^y^  4?...  Man  nehme  an,  diese  Function 
müsse  einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  genügen, 
die  wir  durch  Lzzzo^  darstellen.  Wie  auch  der  Werth  von 
u  beschaffen  sey j  so  kann  man  sich  immer  denken,  dafs  er 
in  einer,  nach  den  Potenzen  einer  der  Veränderlichen  /,  x^  y^  z 
\i.  8.  w.,  oder  allgemeiner,  einer  anderen  Grofse  d-^  die  von 
.einer  oder  mehreren  dieser  Veränderlichen  abhängt,  geordneten 
Reihe  entwickelt  sey.     Sey  daher 

wo  «,  /?,  y...  P,  Q,  it...  unbestimmte  CoefGcienten  und 
Exponenten  sind.  Substituiere  ich  diesen  Werth  von  u  in 
die  Gleichung  L=zOy  entwickele  alsdann  L  nach  den  Po- 
tenzen Von  ^  und  setze  die  Coefficienten  aller  Glieder  dieser 
Entwickelung  getrennt  gleich  Null,  so  habe  ich  eine  Reihe 
von  Gleichungen,  von  welchen  jede  eine  unabhängige  Ver- 
änderliche weniger  enthält,  als  ü  ==  o,  und  wenn  ich  die 
allgemeinsten  Werthe  von  «,  ß,  y...  P,  Q,  R...  erhalte, 
die  dieser  Reihe  von  Gleichungen  Genfige  leisten,  so  ist  die 
Reihe  (a)  ebenfalls  der  allgemeinste  Werth  von  w,  welcher 
der  Gleichung  L  =  o  Genüge  leistet.  Je  nachdem  man  also 
die  Gröfse  &  anders  wählt,  erhält  man  verschiedene  in  Reihen 
entwickelte  Ausdrücke  von  u,  welche  alle,  unter  gleichgelten, 
den  Formen,  das  vollständige  Integral  von  Zr  =  o  seyn  wer- 
den, so  dafs,  wenn  man  dieses  Integi'al  auch  unter  endlicher 
Form  ausdrücken  kann,  jede  dieser  Reihen  eine  andere  Ent- 
'  Wickelung  desselben  seyn  wird  und  immer  daraus  abgeleitet 
werden  kann.  Sobald  man  jedoch,  vermöge  der  anderen  Be- 
dingungen   der    Aufgabe,    die    zur   Gleichung  .  Z.  ==  o  geführt 
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haben  9  alle  Willkührlichen  Grofsen,  welche  die  Reihe  (a)  enU 
h'dAtf  bestimmt  haben  vrlrd,  so  mufs  sie,  wenn  sie  brauchbar 
seyn  soll^  conyergieren.  Divergiert  sie  aber  für  gewisse  Wer- 
the  von  &^  so  mufs  man  diese  Grüfse  ändern  und  die  Reihe 
(a)  durch  eine  andere  nach  Potenzen  einer  anderen  Verän- 
derlicheh  geordneten  Reihe  ersetzen* 

Dies  vorausgesetzt,  nimmt  man  nun  für  Lz^io  lineare 
Gleichungen  von  verschiedenen  Ordnungen^  so  sieht  man,  dafs 
die  Coefficienten  Py  Q,  J?...,  die  auf  die  allgemeinste  Weise 
bestimmt  sind^  dennoch  eine  ungleiche  Anzahl  willkührlicher 
Functionen  enthalten  können ,  Je  nachdem  die  Reihe  {a)  nach 
den  Potenzen  dieser  oder  jener  Veränderlichen  ^  geordnet 
seyn  wird,  und  man  wird  sogar,  wie  wir  es  oben  gesagt  haben, 
sehen,  dafs  es  sich  ereignen  kann,  dafs  alle  willkübdichen 
Functionen  aus  dieser  Reihe  verschwinden,  die  alsdann  nur 
eine  unendliche  Anzahl  willkührlicher  Functionen  enthalten 
imd  dennoch  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  X  =  o 
seyn  wird«  Das  unterscheidende  Kennzeichen  dieser  beson- 
deren Form  eines  vollständigen  Integrals  einer  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung,  das  keine  willkührliche  Function 
enthält,  besteht  darin,  dafs  alle  Glieder  der  Reihe,  die  dieses 
Integral  ausdrückt,  unabhängig  von  einander  bestimmt  werden 
können  und  einzeln  der  gegebenen  Gleichung  Genüge  leisten 
so  dafs  der  allgemeine  Werth  von  u  die  Summe  einer  unend- 
lichen Anzahl  besondrer  Werthe  dieser  Function  ist. 

500. 
Sey  z.  B.   die   sehr   einfache  lineare  partielle  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung 

du  d^u  ,,. 

gegeben,  in  welcher  a  eine  gegebene  Constante  ist.  Entwickelt 
man  den  Werth  von  u  nach  den  Potenzen  von  f ,  so  findet 
man  für  die  allgemeinste  Reihe,  welche  dieser  Gleichung 
Genüge  leistet, 

wo  ^x  eine  willkührliche  Function  ist.  Unter  dieser  Form 
kommt    daher   dem   vollständigen  Integrale  der   Gleichung  (6) 

18 
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nur  eine  einzige  willkülirliche  Function  zu,  welche  den  Werlh 
von  u,  der  ^  =  o  entspricht,  darstellt.  Entv^ickelt  man  aber 
den  allgemeinen  Werth  von  u  nach  den  Potenzen  von  x^  so 
findet  man 

"  -  ^*  +  ry  ;^  "^  r2X4  ^^^^^  "*-  •••.  ( 

.       A;g       d^Vt  x^  d^^t  (  ^^ 

+  ^^^  +  1.2.3   adt    "^  1.2.3.4.5   a*rf^2  "*"  "••   ) 
wo  t^/  und  *P/  zwei   willkührliche  Functionen  sind,    welche 

d  IL 

die  Werthe  von  u  und  -7—,  die  sich  auf  JC  =  o  beziehen,  aus- 

d  X 

drücken.  Unter  dieser  Foym  enthält  daher  das  vollständige 
Integral  der  Gleichung  (6)  zwei  willkührliche  Functionen.  Diese 
beiden  Reihen  erhält  man  durch  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  und  Exponenten ,  indem  man  allmälich  ^  =  ^ 
und  ^  =  Jir  in  der  Reihe  (a)  setzt.  ~  Man  kann  sie  auch  aus 
dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ableiten,  denn  man  hat,  nach 
diesem  Lehrsatze: 

'    ^  '1.2  '      1.2.S  ' 

indem  man  durch  a  einen  besonderen  Werth  von  t  ]^ezeichnet 
und 

T1        ^^   ^    TT'        ^^^  TT'  ^^^  'TTr' 

dt  dt^  dt^ 

für  diesen  Werth  f  =  a  setzt.  Die  Gleichung  (6)  und  ihre 
auf  einander  folgenden  Differentiale  in  Beziehung  auf  t  geben 

dx* 

TP"  «-     -  S^^^ 


dx^' 

d^V 

dx^ 

d^U" 

Daher  bleibt  nur  die  Gröfse  ü  willkührlich,  und  man  hat 

~   TT^       ff         >^^     .      a^{t-a)^    d^U 

u  =:   U  -f-  a  (t — (x)—r^   +   — ^^ —   -7—^...., 

*         ^  ^  dx    ^  1.2  dx^         ' 

was  mit  der  Reihe  (c)  zusammenfällt,  wenn  man  für  die  Con- 
stante  u  den  Werth  Null  nimmt,   d.  h.    wenn  man  nach  den 
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Potenzen   von    /    entwickelt  und    U  =  g>x  eetzl.     Auf  ähn- 
liche Weise  erhält  man  die  Reihe  (cf), 

Uebrigens  können  diese  zwei  Reihen  (e)  und  (o^)  in  ein- 
ander  verwandelt  werden.  Denn  man  entwickele  q)X  nach 
den  Potenzen  von  Xy  und  es  sey 

.,    „    'Cx^.Dx^Ex^     ,       Fx^       , 
^  ^         ^1.2^1.2.3^1.2.3.4^1.2.3.4.5^ 

wo    man   durch  j4y  B,  C,   D,    iJ,   F.*.  die   wiilkührlichen 
Constanten  bezeichnet^  so  hat  man 

wodurch  die  Reihe  (c) 

w  =  ^  +  Cat  -| +  ... 

*  ^      1.2       ^ 

x^ 


+  ^C+Eat  ^  ...)- 


x^ 


^(D^  Fat +  ...)—— 

j  '      •  .  •  • 

wird.      Setzt  man  aber 

EaU^ 
A  -j-  Cat  +  -  +  ...  =  ^^ 

5  4-i5«<  +  -j-^  +  ...  =  «P^ 

80   sind   t//^   utid    ^P"^    zwei  willkührliche    und  von    einander 
unabhängige  Functionen;  hieraus  findet  man 


C  '\'  E  at  -|-  •••  zzi 


adt 


D  +.  Fat  +  ...  =  — ^, 
*  '  adt  ^ 

und  der  vorhergehende  Werth  von  u  fällt  mit  der  Reihe  [d) 
zusammen.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  diese  Reihe  {d)  in 
die  Reihe  (c)  umbilden. 


18* 


*^ 
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510. 
Man  bezeichne  Jetzt,   wie  gewölinlich,   durch  e  die  Basi« 
der  natürlichen  Logarithmen  und  setze  i?*  =:  c  •     So  wird  die 
Reihe  («) 

die  Coefficienten  P,  Q,  Ä...  werden  Functionen  von  t  seyn 
und  die  Exponenten  a,  /?,  ;'...  cou^tante  Grofsen.  Man 
hat  daher 

du        dP    ax  ,    dQ   ßx  ,    dR    yx  , 
f/^  rf^  ^  dt         ^   dt  * 

Subalituiert  man  diese  Werthe    in  die  Gleichung  (6)  und 
setzt  alsdann  die  Coefficienten  der  ähnlichen  Glieder  in  beiden 
Theilen  einander  gleich,  sp  findet  man  hieraus 
dP  »^      dO  ^„^      dR  „„ 

^7  =  "«'^'     ■57  =  "'*'^'     ^  =  a;.^il  U.S.W.-, 

daher  bleiben  die  Exponenten  a,  /?,  y...  willkührlich,  und 
man  hat 

aa^t  afi^t  ay^t 

P  z=z  yle  ,  0  =  B^  ?  R  z=z  Ce  u.  s.  w., 
wenn  man  auch  durch  ^^  B,  C  u.a^yr.  willkührliche  Con- 
stanten bezeichnet.     Hieraus  folgt  also 

a«*/     ax  aß^t    ßx  ay^t    yx 

M=  Ae  e     -f-JBc  e     ^Ce  «     -f-...      {e) 

für  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (6),  welches  nach 
den  Potenzen  der  Exponentialgröfse  e^  geordnet  ist,  welche 
Reihe  auch  die  nach  den  Potenzen  von  e^  geordnete  Ent- 
wickelung  dieses  Integrals  ist*  Man  sieht  aber,  dafs  diese 
ifeihe  (e)  keine  wilU^ührliche  Function  entwickelt  enthält,  dafs 
sie  nur  zwei  unendliche  Reihen  jij  B,  C.  <»,  /?,  y...  von 
willkülu-lichen  Constanten  enthält  und  dafs  jedes  ihrer  Glieder 
für  sich  allein  der  Gleichung  (6)  genügt« 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  von  u  nach  den  Poten* 

zen  von  t,  so  hat  man 

ax  ßx  yx 

uz=:Ae     -^  Be     +  Cc     +,.. 

+  (^««/'-f.  jB/f»c^*+  Cya/*+  ...)at 
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t(X  ßx  yx  /v2/2 

l^    •  •  • 

und  wenn  man 

ax  ßx  yx 

Ae     -^Be    +Ce     +...  =  9:)^^ 

» 

seUt,  wo  ipx  eine  willkührliche  Function  ist,  so  hat  man 

u*  «.  w.  und  die  Reibe  {e)  wird  mit  der  Reihe  (c)  zusammen- 
fallen. Ebenso  kann  man  machen ,  dafs  die  Reihe  {e)  mit  der 
Reihe  (cQ  zusammenfallt  ^  wenn  man  die  erste  nach  den  Po- 
tenzen von  X  entwickelt,  um  sie  mit  der  zweiten  vergleichen 
zu  können« 

511. 
Jede  der  zwei  Reihen  (c)  und  (e),  kann  vermittelst  dessel- 
ben bestimmten  Integrals ,    unter   endlicher  Form  ausgedrückt 
werden. 

Bezeichnet  man  zuerst  durch  n  eine  ganze  positive  Zahl, 
so  hat  man  offenbar 

^     — «»    2»  — 1 - 

e         m  dm  =  o. 

—  OD 

Sey  auch 

CO       — a^z 

e        dta  =  i\ 

—  00 

bezeichnet  man  durch  g  eine  positive  Constante,  und  setzt 
^yTs  "**^  y/^  gdfü  an  die  Stelle  von  0»  und  cfw,  so  wer- 
den sich  die  Granzen  dieses  Integrals  nicht  geändert  haben 
und  man  hat 


/- 

X 


/- 


e  dta  = 


OD  yfg^ 

woraus  mau 


/- 


<»     — »»    2n  1.3.5....  2/1— 1 

e        (a     da  = 


—  00  2n 

findet  y  wenn  man  n  mal  nach  einander  in  Beziehung  auf  g 
differentiiert  und  alsdann  g  =  i  setzt.  Vermittelst  dieser 
Werthe  kann  man  die  Formel  (c),  wie  folgt,  schreiben: 
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^         1.2.3  rfjc3   ^1.2.3.4     rfjc^   ^      J 

und  vermöge  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  reduciert  sie  sich  auf 

u  =  —    I         e         fpi^x  -^-2^0  \  ai) dta.  (/) 

k  ^  —  OD 

Wie  aucli  die  beständige  Gröfse  a  beschaffen  sey,  so  wird 
man  die  Gräuzen    des   Integrals     1  e         d(a  nicht  ändern, 

»/  —  CO 

wenn    man    o)  —  ay/at  an  die  Stelle  von  oj  setzt;    man  hat 


daher 

e  d(o  =  ky 


f- 


—  CO 

woraus   man 

u^at  1      /*  CO      — ai2   2«*«  V    fl^ 


—  1.  r 


e         e  d(a 

CO 


findet.     Ebenso    drückt    man    die    anderen    Exponentialgrofsen 
aus,  die  in  der  Reihe  (e)  vorkommen,  welche  auf  diese  Weise 

u  z=.  ^    1        \Ae  '\-Be 

kj^^^  

wird.     Setzt  man  aber,  wie  fiöiher, 

ax  ßx  yx 

Ae     '\-Be     -f"  Cc     •\...  =  tpx^ 
so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

7  (^  "t"  2  <*>  V    ^ ')  /^ 

wodurch  der  vorhergehende  Werlh  von  u  mit  der  Formel  (y) 
zusammenfällt. 

Diese  Gleichung  (/")  ist,  unter  endlicher  Form,  das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  (6) ;  sie  enthält,  wie  man  sieht, 
nur  eine  willkührliche  Function,  welche  man  unmittelbar  nacli 
dem  Werthe  von  w,  der  sich  auf   t  z=:  o  bezieht  j    bestimmen 
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wird.  Die«e  Form  des  Vollständigen  Integrals  setzt  jedoch 
voraus,  dafs  dieser  Werlh  von  u^  welclier  der  von  (px  seyn 
wird,  mit  der  Veränderlichen  in  einem  geringeren  Verhält- 
nisse als  c*^  wächst  und  dafs  das  Produkt  e  —  ^^fpx  für 
^  =  rt:  CX)  verschwindet,  weil  sonst  die  unter  dem  Integral- 
zeichen enthaltene  Gröfse  unbestimmt,  für  alle  Werthe  von 
it,  die  nicht  Null  sind,  mit  o)  wachsen  würde,  und  das  be- 
stimmte Integral ,  dessen  Gränzen  w  =  ±:  OO  sind ,  im  All- 
gemeinen einen  unendlichen  Werth  haben  würde,  was  nicht 
angenommen  werden  kann. 

Set^t  man,   für  den  Augenblick, 

d(px  ,  d^tpx  „ 

so  findet  man  aus  der  Gleichung  (/) 

du  «     /•  *^    ""*'*    ^  /      .   ^       /■ — :r-  wdü) 

—  =  -J  /_^«  9>  (^  +  2wV  at) 

d^u  a     r*  ^    — w*  \,  y^ 

a -7— j   =    --    /        e         y' (jif -f-2w  V  a^)  d(o; 

integriert  man   theilweise,   und  nimmt  an,    dafs  deds  Produkt 

aus  e  in  (p' (x -^2(0 \  at)   an   den  beiden  Gränzen  ver- 

schwindet,  so  hat  man 

€         q)    (x  -f-  2  (0  y   at)  — uz: 
-00  -^at 

e         y    (^  +  2 w  y  at)  d(Of 

-00 

du  d^u 

wodurch  der  Werth  von  -7—  mit  dem  von  a  -7— ^  a^usammen- 

dt  ax 

fällt ,  und  daher  der  Gleichung  {b)  Genüge  leistet. 

Geht  man  von  der  Gleichung  (d)  aus,  so  kommt  man 
auf  ein  geschlossenes  Integral  dieser  Gleichung,  welches  we- 
niger einfach  als  die  Formel  (/)  ist  und  zwei  willkührliche 
Functionen  enthält. 

512. 

Der  bekannte  Werth  der  in  den  vorhergehenden  Formeln 

enthaltenen  Gröfse  k  ist  V  yr.  Man  erhält  ihn  z.  B.,  wenn 
man  allmälich  zwei  verschiedene  Veränderliche  unter  dem  In- 
tegralzeichen braucht,  so  dafs  man 


t 
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e        dXf     t  z=  i        e        dy 


hat  y    woraus  niaa 

h^zzzj      e        dx  I      e        dyz=z  1       j      e  dxdy 

findet,    da   die  beiden  Veränderlichen   x  und  y  von  einander 
unabhängig  sind.     Setzt  man  dalier 

:c2-\.y2  —  r%      e  =   Z, 

woraus  man 

^  X-»  OO  x^  CO 


k^ 


I         z  dx  dy 

-OD    •/  — 00 


findet,  und  betrachtet  man  x^  y^  z  als  die  unbestimmten  Coor- 
dinaten  einer  Oberfläche,  so  ist  h^  das  durch  diese  Rotations- 
fläche begränzte  Volumen,  welches  unbestimmt  um  die  Axe 
seiner  Figur  verlängert  ist,  welche  die  Axe  der  z  seyn  wird. 
Man  erhält  aber  den  Werth  dieses  Volumens,  wenn  man  es 
in  eine  unendliche  Anzahl  cylindrischer  Schichten  zerlegt,  de- 
ren gemeinschaftliche  Axe  diese  Linie  ist.  Das  Volumen  einer 
dieser  unendlich  dünnen  Schichten,  deren  innere  und  äufsere 
.  Oberfläche  mit  dem  Halbmesser  r  und  r  '\-  dr  beschrieben 
sind,  ist   dem    Produkte    seiner   Grundfläche  2nrdr   mit  der 


r* 


Höhe  z  oder  e  multipliciert    gleich;     hieraus  findet   man 

offenbar  das  ganze  Volumen,  wenn  man  von  r=:o  bis  r=QQ 

integriert.     Daher  hat  man 

/CO      —  r» 
e        rdr  =  tt 

und  h  =  yn  ,    was  gefunden  werden  sollte. 

Ich   bemerke 'noch ,    dafs,   wenn  man  yj;  =  cosAr  nimmt, 
und  a^  an  die  Stelle  von  a^  in  die  Gleichung  (r)  setzt, 

oder,  was  dasselbe  ist, 


«« 


.  ,  u  z^  e         cos  X 

seyn  wird# 

Zu  gleicher  Zeit  wird  die  Gleichung  (J) 

l  ^  CO     ^«a 

u  =z  -     ^    /         e  cos  {x  '•\-  2  aw)  d(o\ 
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man  bat  aber  offenbar 

6         cos2a(oafa  :=z  2    1       e        coi2awd(a 

-OO  %/     o 


/ 


00     _j,a 

e         sin  2aa)<2a)  =  o^ 

—  00 


vroraus  man 

2C08X      n^  — «* 

e        coa2ttft>aa» 


2  cos  jp      /^ 


findet  y  und  wenn   man  diesen  Werth  von  u  einem  der  Vor- 
hergehenden gleich  setzt,  so  hat  man 


/. 


öO    —  «a  ,  _«« 


«"  ,  V    TT 


e         cos  2  a(od(o  =  ^ 

o  2 


Man   kann   in   dieser  Gleichung   der  Constanten   a   einen 

imaginären  Werth   geben ,   und   wenn   man   a  y   —  i   statt  a 
setzt,   so  hat  man 

Man  hat  oft  Gelegenheit,  diese  Formeln  anzuwenden, 
welche  sich  hier  von  selbst  darboten,  und  die  man  auch  auf 
anderen  Wegen  ^erhalten  kann. 

513. 
Die  partiellen  Differentialgleichungen,  auf  welche  man 
in  den  meisten  Aufgaben  der  Mechanik  und  Physik  geführt 
wird,  sind  in  Beziehung  auf  eine  unbekannte  Gröfse  u  linear, 
in  Beziehung  auf  die  Zeit  von  der  ersten  oder  zweiten  Ord- 
nung, und  enthalten,  im  Allgemeinen,  vier  unabhängige  Ver- 
änderliche, \on  welchen  u  eine  Function  ist,  nemlich  die 
Zeit,  welche  wir  durch  t  bezeichnen,  und  die  drei  Coordi- 
naten  eines  beliebigen  Punktes  des  Systems,  mit  welchem 
man  sich  beschäftigt,  welche  wir  durch  x^y^z  bezeichnen 
werden.  Nimmt  man  das  letzte  Glied  aus,  welches  von  u 
unabhängig  ist  und  immer  weggeschafft  werden  kann,  so  ent- 
halten diese  Gleichungen  die  Veränderliche  t  nicht  entwickelt, 
d«  h.  die  Coefficienten  sind  in  denselben  nur  Functionen  von 
X,  y,  z»  Da  aber  L  =:  o  eine  dieser  Gleichungen  o^ne  das 
letzte  Glied  ist,  so  wird  die  Reihe  (a),  wenn  man  &  z=z  e^ 
setzt, 
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Ut  ßt  ft 

u  =  Pe     -|-  Qe     '\'  Re    -{"•••  (s) 

und  wenn  man  in  L  diese  Reihe  (g)  statt  u  substituiert^ 
so  sieht  man  leicht^  dafs  sich  daraus 

ergiebt ,  wo  M ,  N,  O  Gröfsen  'sind,  die  nur  die  Unbekannte 
P  enlhalteu,  woraus  man  M^,  iV',  O'  ableitet,  wenn  man  Q 
statt  P  setzt,  dann  3i",  iV",  O",  wenn  man  Ä  statt  Q  «etzt 
u.  s.  w.  Alle  Gröfsen  M,  M'yM\..  sind  Null,  wenn  die 
Gleichung  L'=.Oy  in  Beziehung  auf  ^,  nur  von  der  ersten 
Ordnung  ist.  In  allen  Fällen  kann  man  die  Gleichung  Lzzio 
in  folgende  zerlegen : 

Ma^  +  iVa  +  O  =  o         \ 

M'ß^  ^  JV'/S  +  O'  =  o      C  (A) 

Daher  sind  die  Exponenten  cf,  /?,  ^^  u.  s.  w.  willkührliche 
Constanten.  Die  Coeflicienten  P,  Q,  jR...  kann  man  unab- 
hängig von  einander  vermittelst  dieser  Gleichungen  (A),  die 
alle  ähnlich  sind,  bestimmen,  und  alle  Glieder  der  Reihe  {£)y 
d.  h.  des  vollständigen  Integrals  der  Gleichung  L  z=:  o^  die 
nach  den  Potenzen  der  Expönentialgröfse  e  geordnet  ist,  wer- 
den besondere  Integrale  d^selben  Gleichung  seyn. 

Die  Gleichungen  (Ji)  sind  lineare  in  Beziehung  auf  die 
Unbekannte ,  die  jede  enthält ,  ebenso  wie  Lziz  o.  Enthält 
L  nur  eine  der  drei  Coordiuaten  x,  y^  z,  so  sind  sie  ein- 
fache Differentialgleichungen  und  die  Reihe  {g)  enthält  alsdann 
nur  willkührliche  Constanten,  uemlich  «,  ^,  ^...  und  die 
durch  die  Integration  der  Gleichungen  (A)  eingeführten  Con- 
stanten. Sind  es  dagegen  parlielle  Differentialgleichungen,  so 
kann  man  sie  oft  wie  die  Gleichung  X  =  o  behandeln  und 
ihre  vollständigen  Integrale  in  Reihen  besonderer  Integrale 
ausdrücken. 

514. 
'Man  kann  der  Reihe  (ß)  eine  andere  Form  geben,  wenn 
man  die  Exponentialgröfsen  in  Sinus  und  Cosinus  verwandelt. 
Seyen   nemlich    / ,    /« ,   v  •••   andere    willkührliche    Constanteu 
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und  p,  9,  r..»  p\  q\  r\..  andere  Unbekannte«     Setzt  man 

in  dieser  Reihe  ztz  X  V  —  1 ,  z+z  /n  y  —  i  ,  zt:  v  V  —  i  •  •  • 
slatt    «,    /?,    y  ...,      ersetzt    man     P,     Q,    R  ...     durch 

ipdzip'V^,  i?rt:igr'>r=^,  5r:t:»r'>r=T... 
und  nimmt   alsdann   die   Summe  der   Werthe  von  u^    welche 

den    beiden    Zeichen   von   V  —  1  entsprechen ,   so   hat  man 
u  z=p  cos  kt  +'9  to8jut  -f-  r  cos^^  +...  l 

-j-  /^'sioA^  -l*  q'  Bin  fit,  +  r'  sin  y /-{-..•  f  ^  "^ 
Damit  das  Integral  von  L^zo^  M-elches  sowohl  durch 
diese  letzte  Formel,  als  auch  durch  die  Reihe  (^)  ausgedrückt 
werden  kann,  allgemein  sey,  müssen  die  Constanten  X,  /(,  v»». 
ebenso  wie  a,  ß,  y*»»  reell  oder  imaginär  seyn.  Es  giebt  aber 
Aufgaben,  bei  welchen  die  bestimmten  Werthe  von  X,  /it,  v.*» 
alle  reell  sind,  und  andere,  bei  welchen  keine  Werthe  von 
^}  ßy  ?"*  imaginär  seyn  können.  Im  ersten  Falle  mufs  man 
die  Formel  (i)  und  im  zweiten  die  Formel  {g)  anwenden, 
und  selbst ,  wenn  man  die  Gleichung  jC  ^=  o  in  geschlossener 
Form  integrieren  kann,  kann  es  bei  den  Aufgabeii  der  Mecha- 
nik oder  Physik  häufig  vorkommen,  dafs  das  durch  eine  oder 
die  andere  dieser  Reihen  ausgedrückte  Integral  geeignet^!"?  ^^ 
das  geschlossene  Integral  ist,  um  alle  Umstände  der  behan- 
delten Aufgabe  zu  entdecken.  Die  auf  die  kleinen  Schwin- 
gungen der  Punkte  eines  elastischen  oder  flüssigen  Körpers, 
die  man  ein  wenig  von  ihrer  Lage  des  Gleichgewichtes  ent- 
fernt hat,  bezüglichen  Fragen  sind  diejenigen,  bei  welchen 
man  die  Ausdrücke  der  Unbekannten  imter  der  Form  der 
Reihe  (i)  anwendet. 

Wenn  die  allgemeinen  Werthe  von  P,  (?,  i?...  und  daher 
die  von  /?,  gr,  r...  p',  q\  r'...  nur  willkührliche  Constanten 
enthalten,  so  kann  man  die  Formel  {i)  kürzer  auf  folgende 
Weise  schreiben: 

u  =  SpcosXt  -{-  2p'  sinXty 

wo  die  Zeichen  2  Summen  andeuten,  die  man  auf  alle  mög- 
lichen reellen  oder  imaginären  Werthe  von  X  und  der  ande- 
ren willkührlichen  Constanten,  die  in  p  und  jp'  enthalten  sind, 
ausdehnen  kann.  Mau  kann  auch,  wenn  man  will,  diese 
Werlhc  durch  unendlich  kleine  Grade  wachsen  lassen,  und 
die  Summen  2  durch  Integrale  ersetzen.     Diese  andere  gleich- 
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geltende  Form   des  Ausdruck»  u  bi^et  aber  gar   keinen  Vor- 
theil  dar^  und  es  ist  besser,  die  vorhergebende  beizubehalten. 

515. 

Es  kommen  aucb  aufser  den  partiellen  Differenlialglei- 
cliungen,  welche  auf  alle  Punkte  des  Systems  passen,  in  den 
yerschiedenen  Aufgaben  der  Mechanik  und  Physik  noch  an- 
dere Gleichungen  vor,  die  nur  für  die  äufsersten  Punkte  statt 
haben.  Solche  Gleichtmgen  sind  z.  B.,  bei  der  Aufgabe  der 
longitudinalen  Schwingungen  eines  elastischen  Stabes,  dieje- 
nigen, welche  sich  auf  die  Festigkeit  oder  völlige  Freiheit 
der  beiden  Enden  dieses  Stabes  beziehen.  Diese  besonderen 
Gleichungen  dienen  in  jedem  Falle  dazu,  die  Werlhe  eines 
Theils  der  willkührtichen  Gröfsen  zu  bestimmen,  welche  die 
Reihe  (^)'-oder  die  Reihe  (/)  enthält.  Was  diejenigen  Gröfsen 
betrifft,  welche  noch  unbestimmt  bleiben,  wenn  man  alle  Glei- 
chungen dieser  Art  berücksichtigt  hat,  so  hangen  sie  von  dem 
anfänglichen  Zustande  des  Systems  ab.  Um  ihre  Werthe  zu 
erhalten,  habe  ich  bei  einer  gröfsen  Anzahl  von  verschiedenen 
Aufgaben  ein  gleichförmiges  Verfahren  angewandt,  welches, 
wie  ich  glaube,  auf '  alle  Fälle  anwendbar  ist,  sowohl  wenn 
die  Frage  nur  eine  Unbekannte  u  enthält  und  nur  zu  einer 
Gleichung  Z/ =  o  führt,  als  auch,  wenn  mehrere  Unbekannteu 
zu  bestimmen  sind,  die  von  einer  gleichen  Anzahl  partieller 
Differentialgleichungen,  die  linear  sind  und  zusammen  gehören, 
abhängen.  Dieses  allgemeine  Verjähren  bietet  auch  den  Vor- 
theil  dar,  dafs  es,  bei  jedem  Beispiele,  den  Beweis  der  Rea- 
lität der  Constanten  a,  /?,  y...  oder  der  Constanten  A,  /r,  ^•.. 
darbietet,  die  zuweilen  von  sehr  verwickelten  transcendenten 
Gleichungen  abhängen,  und  bei  welchen  es  oh  schwer  wäre, 
die  Natur  der  Wurzeln  auf  andere  Weise  zu  bestimmen. 

Das  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Methode,  welches 
wir  in  dem  folgenden  Abschnitte  geben  werden,  wird  hinrei- 
chen, um  sie  zu  erklären,  und  sie  in  anderen  Fällen  anwen- 
den zu  können.  Vermittelst  dieser  Methode  bestimmt  man, 
ohne  irgend  eine  Schwierigkeit,  die  longitudinalen  Schwingun- 
gen der  di*ei  elastischen  Stäbe,  in  den  drei  Fällen  des  §.  495, 
und  man  wird,  auf  eine  directere  Weise,  als  in  diesem  §. ,  zu 
denselben  Formeln  geführt.     Als  Beispiel  einer  Frage,  die  von 
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mehreren  partiellen  DifTerenlialgleicfauDgen  abhängt,  weHe 
ich  den  longitudinalen  Stofs  zweier  oder  mehrerer  elastischen 
Stäbe  angeben  9  die  aus  verschiedenen  Stoffen  gebildet  sind, 
welche  Frage  in  dem  vorhergehenden  Abschnitte  für  den  be- 
sonderen Fall,  wenn  die  Stäbe  gleichartig  sind,  aufgelöst  wor- 
den ist,  und  deren  allgemeine  Auflösung  ich  hier,  wegen 
der  Länge  der  darauf  bezüglichen  Formeln,  weglasse. 

516. 
Man  nehme  an,  die  Zeit  t  werde  von  dem  Anfange  der 
Bewegung  an  gerechnet,    imd  es  seyen 

die  Werlhe  der  Unbekannten  u  und  seines  DüTerentialcoeffi- 
cienten  in  Beziehung  auf  ty  die  dem  Werthe  t  =z  o  entspre- 
chen, so  dafs /*(*•,  y,  js)  und  F{x,yyz)  Functionen  bedeuten, 
die  für  alle  Werthe  der  Coordinaten  oc^  y^  z^  die  den  Funkten 
des  Systems,  dessen  Schwingungen  man  betrachtet,  entsprechen, 
willkührlich  gegeben  sind.  Hat  man  alle  willkührlichen  Gröfsen, 
welche  die  Reihe  (i)  enthält,  vermöge  des  anfänglichen  Zu- 
standes  dieses  Systems,  bestimmt,  und  berücksichtigt  man 
die  besonderen^  Gleichungen ,  welche  an  den  äufsersten  Punk- 
ten statt  haben  können,  so  mufs  diese  Reihe  und  ihr  DifFe- 
rentialcoefficient  für  t  zu  o  n^it  den  Functionen  /  (.v,  y,  z) 
und  F  (x,  y,  z),  innerhalb  der  Gränzen  des  Systems ,  zusam- 
menfallen.   Man  mufs  daher 

Fix,y,z)=zXp'^fiq'  +  vr'^^..l  ^^ 

haben,  was  eine  Entwickelung  oder  Verwandlung  von  beson- 
derer Art,  für  jede  der  Functionen  /{x,^,  s)  und  F  {x,  y^  ä) 
darbietet,  welche  Verwandlung  nicht  identisch  seyn  und  nur 
für  bestimmte  Werthe  der  Veränderlichen  x^y;  z  statt  ha- 
ben wird. 

Wiewohl  man  am  häufigsten  die  Genauigkeit  dieser  Glei- 
chungen {k)  nicht  direct  beweisen  )(ann,  sO  kann  doch  in 
dieser  Beziehung  gar  kein  Zweifel  übrig  bleiben.  Denn,  ver- 
möge der  vorhergehenden  Betrachtungen,  stellt  die  Reihe  (/) 
sicher  das  ,  vollständige  Integral  der  Gleichung   X  =:^,   d.h. 
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den  allgemeinsten  Werth  von  u  dar,  welcher  dieser  Gleicbiing 
genügen  kann.  Der  Voraussetzung  gemafs  hat  man  die  will- 
kührlichen  Gröfsen,  welche  diese  Reihe  enthält,  vermittelst 
der  anderen  Bedingungen  der  Aufgahe,  die  zu  der  Gleichung 
L  z=i  o  geführt  hat,  bestimmt.  Sind  daher  diese  Bedingungen 
nicht  unter  einander  unvereinbar,  und  ist  eine  Auflösung  der 
Aufgabe  möglich,  so  mufs  die  Reihe  (/),  vermöge  dieser  Be- 
dingung, den  "Werth  von  u  in  einem  beliebigen  Augenblicke 
und  in  einem  beliebigen  Funkte  des  Systems  ausdrücken. 
Setzt  man  daher  in  dieser  Reihe  und  in  der,  durch  die,  in 
Beziehung  auf  t  angestellte  Differentiation,  dairaus  abgelei- 
teten ,   t  =,0  y    so  müssen  sie  die  anfänglichen  Werthe   von  u 

und  -r-   darstellen,    d.  h.    di«    Functionen  f  (x,  y,  z)   und 
dt 

F  {xy  y,  jsr),  wie  diese  auch  beschaffen  seyen,  jedoch  nur  für 
die  in  den  Gränzen  des  betrachteten  Systems  enthaltenen  Wer- 
the von  X  y  y,  z. 

In  dem  Beispiele  der  longitudinalen  Bewegung  eines  elasti- 
schen Stabes  stellen  die  Reihen  (i),  für  die  ganze  Länge  des 
Stabes  und  die  verschiedenen  Vorauss^zungen ,  die  man  über 
die  Endpunkte  gemacht  hat,  die  zwei  willkührlicheu  Func- 
tionen dar,  die  man  in  f.  495  durch  (px  uhd  (p'x  bezeichnet 
hat,  und  diese  Reihen  fallen  mit  den  Ausdrücken  von  q)X 
und  tp^x^  die  in  diesem  f.  angewandt  und  früher  bewiesen 
worden  sind,  zusammen. 

517. 
Aus  allem  Vorhergehenden  folgt,  dafs,  wenn  man  in  einer 
Aufgabe,,  die  sich  auf  die  kleinen  Schwingungen  der  Kürper 
bezieht,  und  in  anderen  Fragen  der  Pysik,  jede  unbekannte 
Gröfse  vermittelst  der  Reihe  {g)  oder  (/)  ausdrücken  will,  man 
nothwendig  vorher  bewiesen  haben  mufs,  dafs  diese  Reihe 
den  allgemeinsten  Werth  der  Unbekannten  darstellt,  der  der 
partiellen  Differentialgleichung,  von  welcher  er  abhängt.  Ge- 
nüge leisten  kann,  und  dafs  man  alsdann  alle  willkührlicheu 
Gröfsen,  welche  diese  Reihe  enthält,  vermittelst  der  beson- 
deren Bedingungen  der  Aufgabe,  welche  den  Endpunkten  des 
Systems  und  seinem  anfänglichen  Zustande  entsprechen,  be- 
stimmen  kann,   oder  man  mufs,   wie  in  {.  495,    für  den  an- 
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fönglicheti  und  ^illknhrllchen  Werth  jeder  Unbekannten,  a 
priori  Auedrücke  in  Reihen  kennen,  deren  Glieder,  mit  Sinus 
oder  Cosinus  von  Bogen,  die  der  Zeit  proportional  sind,  oder 
mit  ExponentialgrÖfsen  multipliciert,  einzeln  der  gegebenen 
partiellen  Differentialgleichung  und  den  anderen  Gleichungen, 
die  sich  auf  die  äufsersten  Punkte  des  Systems  beziehen^  Ge- 
nüge leisten.  Jede  Auflösung,  bei  welcher  man  nicht  a  priori 
die  Allgemeinheit  der  Reihen  (g)  oder  •({),  die  man  anwen« 
det,  bewiesen  hat,  oder  nicht  a  posteriori  gezeigt  hat,  dafs 
diese  Reihe  den  Anfangswerlh  jeder  Unbekannten,  wie  auch 
dieser  Werth  beschaffen  sey,  in  der  ganzen  Ausdehnung  des 
Systems,  die  äufsersten  Punkte  mit  begriffen,  darstellen  kann, 
mufs  man  als  unvollständige  ansehen.  Nach  dem  Vorhergehen- 
den ist  die  erste  Methode  immer  anwendbar;  die  zweite  kann 
nur  in  einer  kleinen  Anzahl  besonderer  Falle  gebraucht  werden. 


V-     Transversale   Schwingungen  eines   elastischen  Stabes. 

518, 
Die  elastischen  Stäbe  können  vier  Arten  von  Schwingun- 
gen annehmen,  welchen  verschiedene  Töne  entsprechen,  und 
die  /ZU  gleicher  Zeit  in  demselben  Stabe  statt  haben  können, 
der  in  seinem  natürlichen  Zustande  gerade  oder  krumm  seyn 
kann.  Die  Schwingungen  sind  longitudinale,  transversale,  nor* 
male ,  drehende  oder  solche,  die  durch  Windung  hervorge- 
bracht werden.  Die  normalen  Schwingungen  bestehen  in  ab- 
wechselnden Ausdehnungen  und  Verdichtungen  der  Schnitte 
des  Stabes,  die  auf  seiner  Länge  senkrecht  stehen;  sie  sind 
noch  nicht  durch  die  Theorie  bestimmt  worden ,  was  bei 
den  drei  anderen  Arten  von  Schwingungen  allerdings  der 
Fall  ist,  und  ich  habe,  durch  die  mathematische  Analyse, 
zwischen  den  ihnen  entsprechenden  Tönen,  Verhältnisse  ge- 
funden, die  theils  durch  die  Erfahrung  bestätigt,  theils  schon 
früher  von  den  Physikern  gefunden  worden  sind.  Hierher 
gehört  z.  B.  die  interessante  Bemerkung  Chladni^s,  nach  der 
ein  an  einem  Ende  befestigter  und  an  dem  anderen  Ende 
freier  Stab,  einen  Ton  giebt,  der,  wenn  eine  drehende  Schwin- 
gung   statt    findet,   um    eine    Quinte    tiefer   ist,    alswenn  die 


288 

SchmoguDg  eine  longitudinale  ist^  was  eben  so  viel  sagen 
will,  als  dafs  der  Ton  des  Stabes ,  im  ersten  Falle,  derselbe 
seyn  würde,  wie  im  zweiten,  wenn  seine  Länge  im  Verhält- 
nisse von  3  zu   2  vermehrt  würde.     Ich  habe  aber  gefunden, 

dafs  dieses  Verhältnifs  das  von  y   10   zu    2   seyn    mufs ,   was 

kaum  um  —  von  dem  Resultate,   welches  Clüadni  in  runden 
20 

Zahlen  gegeben  hat,  abweicht. 

.  Wer  ausführliche  Entwickelungen  dieses '  wichtigen  Theils 
der  mathematischen  Physik  lesen  will,  den  verweise  ich  auf 
die  Abhandlung  über  das  Gleichgewicht  und  die  Bewe- 
gung der  elastischen  Körper,  die  ich  schon  früher  (^.  306) 
angeführt  habe,  und  in  welcher  ich  mich  auch  mit  den  Schwin- 
gungen biegsamer  Membranen  und  elastischer  Platten  beschäf- 
tigt habe.  In  diesem  Lehrbuche  ist  die  Betrachtung  der  ein- 
fachsten Fälle  dieser  Art  von  Fragen,  welche  sich  auf  die 
schwingenden  Saiten  und  die  longitudinalen  Schwingungen  der 
elastischen  Stäbe  beziehen,  hinreichend,  zu  welchen  wir  noch 
den  Fall  der  transversalen  Schwingungen  hinzu  fügen  wollen. 

519. 

Wir  nehmen,  wie  im  Falle  der  longitudinalen  Schwin- 
gungen (^.  493) ,  an ,  dafs  von  einem  gleichartigen  Stabe  die 
Rede  ist,  der  im  natürlichen  Zustande  prismatisch  oder  cylin- 
drisch  ist;  aufserdem  nehmen  wir  an,  dafs  er  gar  keine  Win- 
dung erleidet,  so  dafs  alle  Punkte  jedes  longitudinalen  Strei- 
fens , .  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung ,  in*  derselben 
Ebene  bleiben. 

Sey  AMB  (Fig.  27)  die  geradlinige  Richtung  des  mitt- 
leren Streifen  im  natürlichen  Zustande  des  Stabes,  /  seine 
Länge  und  x  der  Abstand  AM  eines  beliebigen  Punktes  M 
von  dem  Endpunkte  A.  Am  Ende  der  Zeit  t  sey  M  nach 
M!  gekommen;     man  fälle   von  M'  die  Senkrechte  M! P  auf 

AB  und  setze 

MP  =  w,       M'P  —  y. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  beiden  Veränderlichen  u  und  y 
beständig  sehf  klein  sind,  und  vernachlässigt  man  daher  ihre 
Quadrate  und  ihre  Produkte,  so  hängen  ihre  als  Functionen 
von  t  und  x  gegebeneu  Wertbe,.  wie   im  Falle  der  schwin- 
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geuden  Saiten  (§.  483) |  von  linearen  GleichungjBn  ab,  in  wel- 
chen diese  Unbekannten  getrennt  sind.  Die  sehr  kleinen  Be- 
wegungen, welcLe  im  longitudinalen  und  transversalen  Sinne 
statt  Laben,  werden  zusammen  bestehen,  ohne  einen  wechsel- 
seitigen Einilufs  auf  einander  auszuüben ,  un4  da  wir  auf  eine 
vollständige  Weise,  die  longitudinale  Bewegung  bestimmt  ha- 
ben, ro  können  wir  sie  jelzt  unberücksichtigt  liasseii.  Ich' 
setze  daher  u  =  Oy  so  dafs  alle  Punkte  des  mittleren  Streifen 
auf  Linien,  die  auf  seiner  natürlichen  Richtung  senkrecht  stehen, 
schwingen  werden,  ui^d  x  und  y,  in  einem  beliebigen  Augen- 
blicke, die  unbestimmten  Coordinaten  der  ebenen  krummen 
Linie  jä'M'B\  welche  dieser  Streifen  bildet,  seyn  werden. 
Ich  lasse  auch  die  kleinen  Bewegungen  der  Ausdehnung  oder 
Verdichtung,  welche  in  jedem  Schnitte  des  Stabes,  senkrecht  auf 
seine  Lange,  statt  haben  können,  unberücksichtigt.  Alsdann 
wird  die  zu  bestimmende  Bewegung  füt*  alle  Punkte  desselben 
Schnittes  dieselbe  seyn,  und  es  ist  hinreichend,  die  des  Punktes, 
welcher  zu  dem  mittleren  Streifen  gehört,  zu  betrachten. 

Die  Gleichung  dieser   transversalen  Bewegung  findet  man 
aus  der  Gleichung  f  des  {.  320 ,   wenn  man    Y  —  -j-^  oder 

blos  —  — ^  statt   Y  setzt,  indem  man  voraussetzt^  dafs  keine 

gegebene  Kraft  an  die  verschiedenen  Punkte  des  Stabes  an- 
gebracht ist.      Diese  Gleichung  wird  daher 


--^  +  6  -^  =  o,  (1) 


wo  b^  eine  positive  Constante  ist,  die  von  dem  Stoffe  des 
Stabes,  von  der  Ausdehnuug  und  der  Gestalt  des  normalen 
Schnittes  abhängt. 

Aufser  dieser  Gleichung  (1),  die  allen  Punkten  des  mitt- 
leren Streifen  gemeinschaftlich  ist,  giebt  es  auch'  noch  Glei- 
chungen, die  sich  auf  seine  Endpunkte  beziehen,  und  diesel- 
beft  sind,  wie  bei  der  Aufgabe  des  Gleichgewichtes.  In  dieser 
Beziehung  können  sech^  verschiedene  Falle  vorkommen ,  je 
nachdem  der  Stab  an  beiden  Enden  eingeklemmt  ist,  oder 
sich  nur  gegen  feste  Widerlagen  stützt,  oder  völlig  frei  ist. 
Da   aber   diese  sechs  Fälle  auf  eine    und  dieselbe  Weise   be- 

19 
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liandelt  werden  können,  so  beschränken  wir  uns  darauf,  blos 
einen  ausführlich  zu  betrachten ,  und  nehmen  an ,  dafs  der 
Stab  an  seinen  beiden  Enden,  an  welche  gar  keine  besondere 
Kraft  angebracht  ist,   völlig  frei  ist.  , 

Dies  vorausgesetzt,  bat  man  für  alle  Werthe  von  /  (f.  320) 

am  Endpunkte  ji' ,    und 

am  Endpunkte  B  . 

Am  Anfange  der  Bewegung  ist  die  krumme  Linie,  welche 
der  mittlere  Streifen  bildet,  und  die  allen  Punkten  mitge- 
theilten  Geschwindigkeiten  bekannt.  Rechnet  man  daher  die 
Zeit  t  von  diesem  Anfangspunkte  an,  und  bezeichnet  durch 
(p  X   und  q)'x  Functionen ,    die  von   x  z=:  o  bis  x  z=z  l  gegeben 

sind,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

(l  y 

Diese  willkührlichen  Functionen  tpx  und  (p' x  müssen 
jedoch  die  auf  x  z=z  o  und  x  =  l  bezüglichen  Bedingungen 
erfüllen,  welche  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  für  die 
Function  q)X  und  durch  ihre,  in  Beziehung  auf  t,  genomme- 
nen Differentiale  für  die  Function  (p'x  ausgedrückt  werden. 

Daher  besteht  die  Frage,  die  wir  aufzulösen  haben,  darin, 
den  Werlh  von  y,  als  Function  von'^  und  x  ausgedrückt, 
zu  finden,  der  den  Gleichungen  (l),  (2),  (3),  (4)  Genüge 
leistet ,  von  welchen  die  erste  die  einzige^  ist ,  welche  für  alle 
Werthe  dieser  zwei  Veränderlichen  statt  hat.  Es  ist  indessen 
gut,  zuerst  für  denselben  elastischen  Stab,  den  Coefficienten 
fc,  der  in  der  Gleichung  seiner  transversalen  Bewegung  vor- 
kommt, und  den  in  der  Gleichung  seiner  longitudinalen  Be- 
wegung enthaltenen  Coefficienten  a  zu  vergleichen. 

520. 
Bezeichnet  man  durch  g  die  Schwere,    durch  p  das  Ge- 
wicht  des   Stabes    und    durch   q  die  Spannung,    die  man    an- 
wenden mufs,  um  seine  Länge  /  zu  verdox^peln,    so  hat  man 

(f.  494) 
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P 
Das  Produkt  aus  der  Dichtigkeit  des  Stabes  in  die  Flache 

seiaes  uormalen  Schnittes  ist  gleich  —,  und  vermöge  der  Glei- 
chung (/)  des  f.  320,  aus  welcher  die  Gleichung  (1)  der  trans- 
versalen Bewegung  abgeleitet  worden  ist,  hat  man     , 

b^  ^^     r\u^du  (5) 

wo  w,  <^,  l^  V  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  {.  314.  haben, 
und  die  Constante  «  desselben  f.  der  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche bezogene  Werth  von  9  ist,  so  dafs  man 

q  =  ooi 
hat,    wenti    man  10  die  Fläche   des   senkrechten  Schnittes  des 
Stabes  nennt.    Man  setze  auch 

k  ,^ 

h  wird  eine  Linie  seyn,  deren  Werth  von  der  Ausdehnung 
und  Gestalt  i}ires  Umrisses  abhängt^  und  es  folgt  hieraus 

p    ' 

woraus  man 

6  =  all 
findet. 

Ist  der  senkrechte  Schnitt  des  Stabes  ein  Rechteck,  dessen 
Grundfläche  auf  der  Ebene  der  krummen  Linie  A'M'B'  senk- 
recht steht  und  dessen  Höhe  gleich  2b  ist,  so  hat  man 

und  hieraus  folgt 

,  b  = 


/- 


Ist  der  Stab   cylindrisch   und   sein  Durchmesser  gleich  ff, 
so  hat  man  ___ 

Ol  =  ^«2,     i'=it==6,     i/  =  2V"€^— w2, 

woraus  man  zuerst 
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und  alsdann 

b  =z  \  a  e 

findet. 

Man  nehme  noch  ferner  an^  dafs  der  senkrechte  Schnitt 
des  Stabes  ein  gleichschenkliges  Dreieck  sey,  dessen  Grund- 
linie auf  der  Ebene  der  krummen  Linie  A M B'  senkrecht 
steht;  und  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten ,  nehme 
man  noch  ferner  an,  dafs  diese  Ebene  senkrecht  ist  und  die 
Grundlinie  des  Dreiecks  der  oberen  Fläche  des  Stabes  ent-^ 
spricht.  Man  nenne  diese  Grundlinie  A  und  die  Höhe  2«^  so 
hat  man  immer 

der  Werth  von  h  wird  aber  verschieden  seyn ,  Je  nachdem 
die  obere  Fläche  des  Stabes  'ilire  Convexität  nach  oben  oder 
nach  unten  kehrt  {§.  315).     Im  ersten  Falle  hat  man 

3  '  3  '  2e    V3    ^     /  ' 


wbraus  sich 


und  daher 


72  _2Ae5 


b  = 


9      ' 

aey/^2 


ergiebt. 

Im  zweiten  Falle  hat  man 

hieraus  ergiebt  sich 

3      ' 
und  alsdann 

b  =  ae  ^1. 

3 

Diese  Resultate  werden  uns  später  dazu  dienen,  die  Töne 

einer  und    derselben    elastischen  Platte    zu   vergleichen,   wenn 

diese  longitudinale  oder  transversale  Schwingungen  macht. 

521. 
Seyen  nun  p  und  q  Functionen  von  x   und  m  eine  con- 
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stante  Gröfse  in  Beziehung  auf  t  und  auf  x.     Um   der  Glei- 
chung (1)  Genüge  zu  leisten,   setze  man 

y  =  p  sin  m^bt  +  q  cos m^bt; 

da  diese  Gleichung  für   alle  Werthe   von  t   statt  haben,  mub^ 
so  mufs 

seyn,    und   wenn  man   diese  zwei  Differentialgleichungen,  der 
vierten  Ordnung  integriert,  so  erhält  man 

p  :=:  A  sin  fnx  -f-  A'  cos  mx 

gr  =  C  sin  mx  -j-  C'  cos  mx 

^f   mx  — mx\     ,         ^,  f   mx  ,       — mx\ 

wo  ^,  A'j  By  B\  Cy  C,  D,  D',  die  acht  willkührKchen 
Constanten  sind,  und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
bezeichnet. 

Wegen   der  linearen  Form  der  Gleichung   (t)  wird  man 
ihr  noch  Genüge  leisten,  wenn  maa 

^      y  =  2p  sin  m^bt  +  2  g  cosm^&f 

setzt,  und  die  Summen  2  auf  alle  möglichen  reellen  oder 
imaginären  Werthe  von  m,  und  den  acht  übrigen  Constanten 
A<iA\*^  ausdehnt.  Aufserdem  wird  dieser  Werth  von  y  das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  (1)  seyn,  was  aus  den  im 
vorhergehenden  f.  angestellten  Betrachtungen  folgt.  Substituiert 
man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche 
für  alle  Werthe  von  t  und  daher  für  alle  einzelnen  Glieder 
der  Summen  ^  statt  haben,  so  ergiebt  sich 

d^p  _  d^p  _  d^q  _  d^q  _ 

dx^-""'     rf^5-^>     d^^  —  ""'    d^^-^""' 

für  Ä?  =  o  und  x  =:  /.     Setzt  man  für  p  und  q  ihre  vorher- 
gehenden Werthe,  so  folgt  daraus  zuerst 

B'  —  A\    B  =z  A,    D'  =  C\    D  =  C, 

und  aufserdem 

.(      ,         .  ml         — mi\  r   ml         —ml  N 

A\2%inml  —  e     -\-e         J  =  A'\fi     -[- e        ^2co&mlJ, 
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/^  ml        — mt\  f  ml        —m/N 

A\2^\wml^e    — e        J  z=z  j4\Jlcosml—e    —  c        ^, 

/-  m2        — ml\  r  ml         — ml  \ 

C\^2smml—e     -f-c        J=C'\^e     -f-e         —2co6mlJ, 

r  vil         — ml\  f^  ,  ml         — ml\ 

CA28iom/  +  e     —e         J  z=  C\2co$ml—e    —e        J. 

Muhipliciert  man   aber  die    zwei  ersten  oder  zwei  letzten 
diesei'  vier  Gleichungen   gliedweise  mit  einander    und  vernach- 
lässigt  y  in  den  Produkten ,   den  gemeinschaftlichen  Factor  AA 
oder  CC\  so  hat  man 

/•   ml        ---mls^        f  ml        —ml\^ 

4  sin^m/— V^e     —  e         J   -|- V2co8m/  — c      —  e         J  zzo^ 

oder,    wenn  man  reduciert, 

(ml         —  ot/x 
e     «4-  e         y  cos  ml  —  2  =:z  Oy  (a) 

welche  Gleichung  dazu  dient,  die  Werthe  von  m  zu  bestim- 
men. Die  Werihe  von  A,  ^'.•.,-  welche  man  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  findet,  sind  aber 

(ml         ^~ml  N 

e     +  e         —  2  cos  mlj 

r  ml  — ml\ 

B  =A=z  E  \^2  sin  ml— e     +6         J 

(ml  '^  ml  \ 

e     J^e         —2  cos  ml) 

.  f  ,1»/  —m/N 

D'-zz.C —  E  \2s\ximl—e     -f  e  ), 

wo  E  und  E'  zwei  neue  Constanten  sind^  die  unbestimmt 
bleiben.     Setzt  man,  zur  Abkürzung, 

(ml        — ml  A  ^  "**  — mx\ 

e     4"^        — 2  cos  ml J  \smm,x-]-  \e      — \e  ) 

(ml         — ml\  f  mx  — m*N 

28inm/  —  e     -j-e         )  \cos7n%'-\^\e      +^6  j 

so  wird  der  vorhergehende  Werlh  von  y 

y  =  2  Xi^Esinm^bt  +  E'  cos  m^bt),  (b) 

wo  die  Summe  2  immer  auf  alle  möglichen  Werthe  von  E 
und  E\  jedoch  nur  auf  alle  durch  die  Gleichung  (a)  gegebe- 
nen Werthe  von  m  ausgedehnt  werden  mufs.  Für  alle  diese 
Werthe  hat  man 

dx^  '       dx^  ^  ^  ^ 


295 

für  x=:o    und  jc  = /,    und  wie  auch  die  Gröfsen  /n  und  x 
beecliafien  seyen,   so  hat  mau  identisch    ^ 

^  =  rn*X.  (rf) 

Es  nuissen  jetzt  nur  noch  die  Wertlie  der  Coefficienten 
JS  und  £',  die  sich  auf  jeden  Werth  von  m  beziehen,  ver- 
möge des  anfänglichen  Zustandes  des  Stabes  bestimmt  werden, 
was  man  bewerkstelligt,  wenn  man  das  allgemeine  Verfahren 
befolgt,  von  welchem  in  (.515  die  Rede  war. 

Man   bemerke    zuerst,    dafs,   wenn   m   eine  Wurzel  der 

Gleichung  (a)  ist,  dies  auch  bei  —  w,  m  \—Y,  — m\  — 1 
der  Fall  seyn  wird.  Aufserdem  werden  die  entsprechenden 
Werthe  von  X  sich  nur  durch  das  Zeichen  oder  einen  Fac- 
tor V  —  1  von  einander  unterscheiden,  woraus  sich  ergiebt, 
dafs  man,  in  der  Formel  (b),  die  Glieder,  welche  diesen  vier 
Wurzeln  entsprechen,  in  ein  einziges  zusammenziehen'  und 
alsdann  die  Summe  2  nur  auf  reelle  positive  Werthe  von  m 
oder  vielmehr  auf  Werthe  ausdehnen  kann,  die  aus  einem 
reellen  positiven  und  einem  imaginären  Thelle,  wenn  ein  sol- 
cher vorhanden  seyn  sollte,  bestehen.  Sind  daher  m  und  m 
zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (a),  so  werden  m  und  m  * 
von   :t: /w  und  zt:ni^  verschieden  seyn. 

Dies  vorausgesetzt  multipliciere  ich  die  Gleichung  (l) 
durch  Xdxj  integriere  alsdann  von  a^  =  o  bis  xz=.l\  dies 
giebt 


dx* 
Ititegriert  man  thellweise,    so  hat  man 


dx  =  o. 


rW^d    -Cx^      dXd^y      d^Xdy      d^X\ 
J  ö     dx^  \r  dx^~  dx  dx^"^  dx^  dx       d/K^^J 

__  rxd^_dXdJy      d_VCdy_cl^n      nldJX 
L     dx^     dx  dx^^  dx^  dx      dx^-^SU  o  dx*-^ 

Die  in  den  runden  Klammern  eiogescfalossenen  Ausdrücke 
entsprechen  x  ==  l,  und  die  in  den  eckigen  Klammern  eiuge- 
schlossenen  entsprechen  jc  =  o.      Sic  heben  sich  in  Folge  der 
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Gleichungen  (2)^  (3),  (4),  die  sich  auf  diese  Gränzen  beziehen, 
einander  auf,  und  vermöge  der  Gleichung  (d),  welche  fiir  alle   ' 
Werthe  von  x  gilt,   hat  man,   wenn   man  jn^X  an  die  Stelle 

von  — — 2  unter  das  Integralzeichen  setzt, 


dx^ 


r^  X^dx  =m^  r^  Xydx. 
U    o        dx^  J    o. 


Da  nun    ^ 

d^ 


f. 


J  o     df^        "^  ~  dt^ 

ist,    so  hat  man 

d^fXydx    ,    ,^     ±r^     7 

^^^2 +  h^m^JXydx  =  o. 

Das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  ist 

Xydx  =  H cosm^bt  -|-  H'  sin  m^bty 

o 

wo  H  und  H'  die  zwei  willkührlichen  Constanten  bezeichnen. 
Um  sie  zu  bestimmen,  setze  ich  in  dieser  Formel  und  in 
ihrem  in  Beziehung  auf  t  genommenen  Differentiale  t  ==  o, 
und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (4)  folgt  hieraus 

H  =  r  Xq>xdx,    H'  =  -1-   /*  Xtp'xdx. 

Wie  nun  auch  t  beschaffen  s«y,   so  hat  man  dahen 
/    Xydx  =   /    Xcpxdx  ,  cos  m^bt 

+  ^ — r-    /     Xtp'xdx .ßinm^bt 
bm^  J    o 

Ich  substituiere  die  Formel  (6)  an  die  Stelle  von  y  im 
ersteji  Theile  dieser  Gleichung  (e).  Da  nun  der  zweite  Theil 
nur  0,0^  triebt  und  sin77z^&^  enthält,  so  mufs,  wenn  m  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (a)  ist,  so  dafs  rn  und  m^  von  ^üz 'w 
rtr  m^  verschieden  sind,  wie  man  es  hier  angenommen  hat, 
das  m  entsprechende  Glied  aus  dem  ersten  Theile  verschwin- 
den.    Dies  erfordert,  dal's  man 

XX'dx  =  o  (/) 


/. 
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hat,  wo  X'  das  bezeichoef,  was  X  wird,  wenn  man  m  in  m' 
verwandelt.  Ist  aber  m'  =:zm,  so  findet  man  aus  dieser  Glei- 
chung (e) 

E    r^X^dx  =  y-l^     r  Xtp'xdx, 
J  o  bm^    '   o 

E'  r^ X^dx  =    r^Xipxdx, 

woraus  man  die  Werthe  von  E  und  E*  als  Functionen  von 
771  ausgedrückt  erbält,  wodurch  die  Formel  (6) 

p   /    Xtpxdx  /    Xfp'xdx  -, 

L  r   X^dx  bnfiC XHx  J 


wird. 


■  r^  X^dx  bnfiC^XHx 

%/     o  J    o 


Da  dieser  Ausdruck  für  y  und  der  daraus  folgende  Werth 

dy       ,  «^  ,       , 

von  —  keine   unbekannte  Grüfse    enthält,   so   geben   sie,   in 

)edem  Augenblicke,  die  Ordinate  und  die  Geschwindigkeit  eines 
beliebigen  Punktes  M'  der  krummen  Linie  A* M'B%  was  die 

vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  ist.     Das  Integral  /     X^dx 

^J   o 

erhält  man,  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  in  geschlossener  Ge- 
stalt,  dagegen   kann  man,   im   Allgemeinen,   die  Werthe    der 

Integrale  /     Xipxdx  j      Xq/xdx    nur  nach  der  Methode 

der  Quadraturen  berechnen. 

^^^*  dy 

Setzt  man  in  den  Werthen  von  y  und  -j— ,    ^  =  o ,   so 


X, 


hat  man,  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (^), 

(/     Xtpxdx-^ 
r' — -) 

'  I    Xip'xdx 


(A) 


(/     X(p  xäx\. 
j  x^dx  y 
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Diese  zwei  ähnlichen  Formeln  haben  fiir  beliebige  Func- 
tionen (px  und  (p'xy  die  contimüerlich  oder  discontinuierlich 
seyn  können,  statt,  jedoch  nur  von  x  z=z  o  bis  xz=zly  wobei 
man  zugleich  bemerken  mufs,  dafs  sie  nur  dann  auf  die  aufser- 
sten  Wertbe  von  x  passen,  wenn  die  Werthe  dieser  Func- 
tionen die  früher  (f.  519)  angegebene  Bedingung  erfällen.  Wie- 
wohl wir  diese  Formeln  nicht  direct  beweisen  können,  so 
sind  sie  darum  nicht  weniger  sicher,  so  wie  es  in  {•  516  an- 
gegeben  worden   ist. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  alle  Punkte  des  Stabes 
ursprünglich  eine  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  und  eine 
Geschwindigkeit,  die  ihrem  Abstände  von  seiner  Mitte  propor- 
tional ist ,  erhalten  haben ,  ist  es  einleuchtend ,  dafs  er  eine 
fortschreitende  und  drehende  Bewegung  annehmen  mufs,  ohne 
dafs  eine  Krümmung  oder  Schwingungen  entstehen.  Dies  kann 
man  auch  aus  den  Gleichungen  (Ji)  und  der  Formel  {g) 
schliefsen.  Bezeichnet  man  durch  c  und  y  zwei  constante 
Gröfsen,  so  hat  man  alsdann 

(px  =z  Oy     (p' X  =z  c  '\'  Y  {x  —  i/), 

und    wenn   man    die    zweite   Gleichung   (Ji)   differentiiert    und 
die  Gleichung  (ß)  berücksichtigt,  so  findet  man  hieraus 


/      Xtp'xdx 

7! 


JSlwi**  =  o, 


X^dx     J  '  I 


wo  £   eine  ganze  positive    Zahl  ist.      Entwickelt  man    daher 
den  Theil 


/    Xtp'xdx 


X^d 


X%mm^bt 


m 


n 


der  Formel  (^),    nach  Potenzen  von  t^   so   reduciert  er  sich 
auf  sein  erstes  Glied 


t2 


/Xq}'  xdx 
O  s^ 


f.  ^"'- 
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dessen  Werlh,  in  Folge  der  zweiten  Gleichung  (//),  ttpx 
seyii  wird.  Daher  wird,  weil  r^Armoist,  und  wegen  des 
Werlhes  von  y'jf,  die  Formel  (^')  einfach 

seyn,  wie  dies  auch  seyn  mufs. 

524. 
Vermittelst  der  Gleichung  {J)  kann    man  beweisen,   dafs 
die  Gleichung  (a)  keine  Wurzel  zuläfst,  die  aus  einem  reellen 
und  einem  imaginären  Theile  zusammengesetzt  ist. 

Denn  man  nehme  an,  es  sey  eine  Wurzel  wiey-|-^v  —  1 
vorhanden,   so  giebt  es  noch  eine  andere,  die  von  dieser  nur 

durch  das  Zeichen  von  v  —  1  verschieden  ist  und/* — g\/^ —  1 
seyn  wird;    man  kann  daher  in  der  Gleichung  (/*) 

setzen ,  wo  /  und  g  reelle  Grüfsen  bezeichnen ,  von  welchen 
keine  Null  ist.     Man  hat  daher,  zu  gleicher  Zeit, 

wo  F  und  Q  ebeufalls  reelle  Grüfsen  sind.  Die  Gleichung 
(/)  wird  daher 

\f^  +  G^)dx  =  o, 

o 

was  ein  unmöglicher  Ausdruck  ist,  weil,  wenn  er  statt  haben 
sollte,  ein  Integral,  dessen  Elemente  sämmtlich  positiv  sind 
und  welches  die  Summe  derselben  ausdrückt  (f.  13),  gleich 
Null  seyn  nfiüfste.     Daher  ist   auch   die  Voraussetzung,   dafs 

eine  Wurzel /-f-^y  — 1  vorhanden  ist,  unzulässig. 

Diese  letzte  Gleichung  wäre   auch  dann  noch  unstatthaft, 
wenn  /  und  g  Null  wären,    alsdann  könnte  man  aber  nicht 

mehr  /"+  gy  —  1  und  f —  g  y  —  1  für  vi  und  rn  neh- 
men. Denn  die  Gleichung  ^  setzt  voraus,  dafs  m!  und  m'^ 
von  iiz  m  und  ;t:  w^  verschieden  sind,  was  in  dem  Falle,  wenn 
eine  der  zwei  Gröfsen  /  und  g  Null  wäre,    nicht  statt  hätte. 

Für   die   Wurzel  m  zzz  o   der   Gleichung   (a)^    erscheint 
das  entsprechende  Glied  dev  Formel  {g)   unter  der  Gestalt  §; 


/. 
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man  erhält  seinen  wahren  Werth,   wenn  man  annimmt,    dafd 
m  blos  eine  unendlich  kleine  Gröfse  ist     Man  hat  alsdann 

und  das  in  Rede  stehende  Glied  wird 

r    r  {^x  —  J)q>xdx'\-t  I     (3  Jtr  —  l)  (p' x d x^^^-^ — -. 

Es  entspricht  den  allen  Punkten  des  Stabes  gemeinschaft- 
lichen fortschreitenden  und  drehenden  Bewegungen;  wir  wer- 
den es  unberücksichtigt  lassen.  Berücksichtigt  man  nun  die 
Wurzel  zn  =  o  nicht ,  so  sind  alle  Glieder  der  Reihe  {g) 
periodisch. 

Bemerkt  man  aber,  dafs  die  verschiedenen  Werthe  von 
m  iucommensurabel  sind,  so  sieht  man,  dafs  es  sich  im  All- 
gemeinen nicht  ereignen  wird,  dafs  alle  Punkte  des  Stabes 
zu  gleicher  Zeit  auf  ihren  anfänglichen  Zustand  zurück  kom- 
men werden ,  oder ,  mit  anderen  Worten ,  ein  elastischer  Stab 
wird  nicht  in  allen  Fällen,  wie  eine  gespannte  Saite,  trans- 
versale Schwingungen  von  gleicher  Dauer  machen*  Damit 
diese  gleiche  Dauer  statt  habe  und  der  Stab  einen  einzigen 
bestimmbaren  Ton  hören  lasse,  müssen,  vermöge  seiner  Krüm- 
mung und  der  Geschwindigkeiten  seiner  Punkte»  im  Anfange 
der  Bewegung,  alle  Glieder  der  Formel  {g)  verschwinden, 
ein  einziges  ausgenommen,  und  sie  sich  auf 

y  =  X  {Esiam^bt  +  E' cos  m^bt)  {i) 

reducieren,  wo  man  zur  Abkürzi^ng  die  Constanten  E  und 
E'  statt  ihrer  früher  gefundenen  Werthe  gesetzt  hat.  Redu- 
ciert  sich  die  Formel  (g)  auf  eine  kleine  Anzahl  von  Gliedern, 
so  läfst  der  Stab  zu  gleicher  Zeit  mehrere  von  einander  ver- 
schiedene Töne  hören,  die  nicht  genau  unter  einander  ver- 
glichen werden  können. 

526. 
Man    bezeichne   durch   A   einen   numerischen  Werth   von 
?nl,  der   aus   der  Gleichung   (a)    abgeleitet  ist,    so  dafs  man 

m  r=  -y-  hat.     Sey  T  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  des 

Slabes,  welche  dieser  Wurzel  m  entspricht,  und  n  die  Anzahl 
der  Schwingungen  in  der  Einheit  der  Zeit.  Vermöge  der 
Gleichung  (i)  hat  man 
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80  dafs,  die  verschiedenen  Töne,  welche  ein  in  demselben 
Sinne  gebogener  Stab  hören  läfst,  der  transversal  schwingt 
und  an  seinen  beiden  Enden  frei  ist,  von  den  Werthen  von 
A  abhängen  werden,  und  der  tiefste  oder  Fundamenlahon 
dem  kleinsten  dieser  Werthe  entsprechen  wird.    ' 

,  Es  ist  einleuchtend,  dafs  die  durch  die  Formel  (5)  gege« 
bene  Gröfse  b^  nicht  von  der  Länge  des  Stabes  abhängen 
wird;  ist  der  Stab  ein  cylindrischer ,  so  sieht  man  auch,  dai's 
diese  Gröfse  dem  Quadrate  des  Durchmessers  proportional  ist. 
Für  ^wei  cylindrische  Stäbe ,  die  aus  demselben  Stoffe  beste- 
hen und  für  dieselbe  Ordnung  der  Schwingungen,  d.  h.  für 
denselben  Werth  von  A,  steht  daher  die  Zahl  n  im  directen 
^Verhältnisse  der  Dicke  und  im  umgekehrten  des  Quadrates 
der  Länge. 

Ist  von  einem  prismatischen  Stabe  die  Rede,  so  giebt^ 
dieser  gewöhnlich  zwei  verschiedene  Töne,  je  nachdem  er 
transversal  in  einem  Sinne  oder  in  dem  anderen  schwingt. 
Nimmt  man  daher  z.  B.  an,  dafs  der  senkrechte  Durchschnitt 
ein  Rechteck  ist,  und  läfst  man  den  Stab  allmälich  so  schwin- 
gen, dafs  die.  Grundlinie  oder  die  Höhe  des  Rechtecks  auf 
der  Ebene  der  krummen  Linie  ^' M'B'  senkrecht  steht,  so 
werden  die  auf  einander  folgenden  Werthe  von  /z,  für  die- 
selbe Ordnung  der  .Schwingungen  sich  unter  einander  ver- 
halten, wie  diese  Höhe  und  die  Grundlinie.  Ist  der  senk- 
rechte Schnitt  dreieckig,  wie  im  dritten  Beispiele  des  $.  520, 
so  wird  der  Werth  ton  6^,  während  zweier  auf  einander 
folgender  halber  Schwingungen  nicht  derselbe  seyn ;  ihre  Dauer 
wird  daher  ungleich  seyn,  was  jedoch  nicht  verhindert,  dafs 
die  ganzen  Schwingungen  gleiche  Dauer  haben,  indem  man 
immer  voraussetzt,  dafs  sich  die  Formel  {g)  auf  ein  einziges 
Glied  reduciert. 

Setzt  man  den  Factor  X  der  Formel  {i)  gleich  Null, 
so  -bestimmt  man  die  Werthe  von  jc,  welche  den  Schwin- 
gungsknoten entsprechen,  d.  h.  den  unbeweglichen  Punkten 
auf  der  Linie  j4B^  für  jeden  Werth  von  /w,  öder  für  jeden 
Ton,  welchen  der  Stab  hören  läfst. 
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527. 
Wenn  der  elastische  Stab;  den  wir  betrachten^  an  seinem 
Ende  A  eingeklemmt  und  an  seinem  anderen  Ende  frei  ist, 
so  berührt  der  mittlere  Faden  die  Linie  AB  y  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung,  beständig  in  ^;  so  dafs  die 
Gleichungen  (2)  der  vorhergehenden  Aufgabe  immer  diu:ch 

dy 

*  =  "'  ^  =  '''  5^  =  " 

ersetzt  werden  müssen.  Man  kann  daher,  ohne  Schwierigkeit, 
die  vorhergehende  Analyse  modificieren^  und  findet,  dafs  der 
allgemeine  Werlh  von  y  noch  durch  die  Formel  [g)  ausge- 
drückt seyn  wird.  Die  Werthe  von  m  aber,  die  man  anwen- 
den mufs,   müssen  aus  der  Gleichung 

(ml  — m/N  ^ 

e     -(-  e  J  jcos  ml  -|-  2  =  o  (a  ) 

abgeleitet  werden ,  welche  sich  nur  durch  das  Zeichen  des 
letzten  Gliedes  von  der  Gleichung  (a)  unterscheidet.  Der 
Werth,  den  man  für  X.  nimmt,  wird  zu  gleicher  Zeit 

(ml         — ml  '  ^  {  ''**  — nix\ 

e     -f-e         'Y2^o%mlJ\^mmx  —  \e     +Je  ) 

(ml  — mt\  f  mx  — mx\ 

2sinr/i/-(-c     — e         J  \co8  7nx  —  ^e      — Je         J 

seyn. 

Damit  der  Stab,  der  auf  diese  Weise  transversal  schwingt, 
nur  einen  einzigen  Ton  hören  lafst,  mufs  sich,  nach  seinem 
anfänglichen. Zustande,  die  Formel  (g)  auf  ein  einziges  Glied 
oder  auf  die  Formel  (?),  wie  im  vorhergehenden  Falle,  redu- 
cieren.  Bezeichnet  man  durch  A'  einen  positiven  Werth  von 
mly  der  aus  der  Gleichung  (a')  abgeleitet  ist;    durch   T'  die 

Dauer  einer  m  =  —   entsprechenden  Schwingung   und  durch 

n'  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  der  Einheit  der  Zeit,    so 

hat  man 

_    2nl^  ,  _    A'26 

und  alles,  was  in  dem  vorhergehenden  $.über  die  Vergleichung 
des  Tones  der  an  beiden  Enden  freien  Stäbe  gesagt  worden 
ist,  kann  auch  auf  den  Fall,  wenn  die  Stäbe  an  einem  Ende 
eingeklemmt  sind,  angewandt  werden.  Man  kann  auch  die 
Schwingungsknoten,    welche   |eden    Ton,    den    derselbe.  Stab 
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hören  lafst,    begleiten,   bestimmen,    wenn  man   den  vorlierge- 
lienden  Werth  von  X  gleich  Null  setzt. 

528. 
Um  näherungsweise  die  Gleichungen  (a)  und  (a')  aufzu- 
lösen,   bezeichne    ich   durch   i  eine   ganze   Z^hl,    die    positiv 
oder  Null  ist,  und  setze 

ml  z=z  X,  =  1(2/4-1)  71  =p  (J 

in  der  Gleichung  (a),  und 

ml=z  y  z=  ii2i  +  l)  TT  =t  *' 
in  der  Gleichung  («'),  wo  d  und  S'  positive  Gröfsen  sind, 
die  nicht  gröfser  als  j  n  seyn  können.  Ich  nehme  die  oberen 
oder  unteren  Zeichen  vor  diesen  neuen  Unbekannten,  je  nach* 
dem  i  gerade  oder  ungerade  ist,  und  auf  diese  Weise  werden 
die  Gleichungen  (a)  und  (a') 

.  ._ 2 

e  e       -i-  e  e 

{k) 
.        ^f   _     ^ ■ 

e  e  -^e  e 

Aus  den  Granzen  von  ä  und  ^'  sieht  man  leicht,  dafs 
jede  dieser  Unbekannten  nur  einen  einzigen  Werlh  für  jeden 
Werth  von  i  haben  wird ;  der  Werth  von  Ji  für  i  =  o,  wird 
S  :=  ^71  seyn,  und  da  er  mzzio  entspricht j  so  mufs  man 
denselben  unberücksichtigt  lassen.  Für  £  =  1  hat  mau  ^ 
=  0,01797,  wenn  man  tf  im  zweiten  Theile  der  ersten  Glei- 
chung h  vernachlässigt,  und  wenn  man  'diesen  ersten  genä« 
herten  Werth  von  d  substituiert,  so  hat  man  genauer 

i  =   0,01765. 

Die  Werihe  von  cf,  welche  sich  auf  /  =:  2,  £  =  3  u.s.  w. 
beziehen-,  sind  noch  kleiner  als  diese.  Dahe^  werden  die 
Werthe  von  A  nur  sehr  wenig  von  ungeraden  Vielfachen 
von  ^71  verschieden  seyn,  und  vermöge  des  Ausdruckes  für 
die  Zahl  n  werden  die  Töne  eines  an  beiden  Enden  freien 
Stabes  beinahe  eine  Reihe  bilden,  welche  wie  die  Quadrate 
der  Zahlen  3 ,  5 ,  7 . . .  wächst.  Der  kleinste  Werth  von  3, 
welcher  dem  tiefsten  Tone  entspricht,  ist 
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2      ^  ^ 

Ist  izzzoy  8o  findet  man,  nacli  einigen  Versuchen,  mit 
li  in  länglicher  Genauigkeit 

S'  =  0,30431, 

Der  kleinste  Werth  von  A'  ist  daher 

A'  =  Jtt  +  8'  =  1,87011. 

Vergleicht  man  daher  sein  Quadrat  mit  dem  des  vorher- 
gehenden Werthes  von  A  und  bemerkt,*  dafs  sich  diese  Qua- 
drate, wie  die  Zahlen  n    und  n  der  Schwingungen  verhalten, 

so  hat  man 

n 

—  =  0,15715 

n 

für  das  VerhaltniTs  des  tiefsten  Tones  des  an  einem  Ende 
eingeklemmten  Stabes  zu  dem  desselben  an  beiden  Enden 
freien  Stabes.  Die  anderen  Werthe  von  d*  sind  sehr  klein  ; 
die  entsprechenden  Werthe  von  A'  sind  daher  beinahe  die 
Vielfachen  3 ,  5 ,  7  u.  s.  w.  von  ^  n ,  und  die  Töne  des  ein- 
geklemmten Stabes,  den  tiefsten  Ton  ausgenommen,  bilden 
eine  Reihe,  welche  wie  die  Quadrate  dieser  ungeraden  Zahlen 
wächst. 

Die  Erfahrung  hat  seit  lange  Alles  bestätigt;^  was  die 
Theorie  in  Beziehung  auf  die  Reihe  der  Töne,  welche  elasti- 
sche, freie  oder  an  den  Endpunkten  gehinderte  Stäbe  hören 
lassen,  in  Beziehung  auf  die  Lage  der  Knoten,  welche  diese 
verschiedenen  Arten  von  Schwingungen  begleiten,  und  auf 
die  Vejrhältnisse  der  Töne,  nach  den  Längen  und  Dicken, 
gefunden  hat.  Wir  wollen  jetzt  die  Töne,  oder  die  x\nzahl 
der  transversalen  und  longit^dinalen  Schwingungen  eines  und 
desselben  elastischen  Stabes  mit  einander  vergleichen.  Die 
Beobachtung  hat  auch  in  dieser  Beziehung  die  Resultate  der 
Berechnung  bestätigt. 

529. 
Jch  nehme,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  an^ 
dafs  der  Stab  an  beiden  Enden,  bei  beiden  Arten  von  Schwin- 
gungen  frei   sey,   und   beschränke    mich   darauf,    den   tiefsten 
Ton  für  beide  zu  betrachten. 
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Wendet  man  den  kleinsten  Werth  von  X  an,  der  in  dem 
vorhergehenden  §.  gefunden  worden  ist^   so  hat  man 

(4,74503)26  ,  ^    b 

''=        2nl^         =(3,56082)-, 

für   die  Zahl  der    transversalen  Schwingungen   in   der  Einheit 

der  Zeit.     Bezeichnet  man  durch  n,  die  Anzahl   der  longitu- 

dinalen  Schwingungen  in  derselben  Zeil,  so  hat  man,  vermöge 

des  dritten  Falles  des  §•  495 , 

a 

"'  =  57' 

und  da  man  hz::ah  (^.520)  hat,  so  folgt  hieraus 

n  =  (7,12164)  -^, 

welche  Formel  von  dem  Stoffe  des  Stabes  unabhängig  ist, 
und  durch  welche  man  den  transversalen  Ton  aus  dem  longi* 
tudinaleu   oder  umgekehrt  findet* 

Die  Grüfse  der  Linie  A,  welche  sie  enthält,  hängt  von 
der  Figur  des  normalen  Schnittes  ab  und  wird,  alles  Uebrige 
gleich  angenommen,  der  Dicke  proportional  seyn.  Da  diese 
Dimension  im  Verhaltnisse  zur  Länge  l  sehr  klein  ist,  so 
folgt  daraus,  dafs  der  Ton  der  transversalen  Schwingungen 
im  Verhältnisse  zum  anderen  sehr  tief  seyn  wird,  was  mit 
den  bekanntesten  Beobachtimgen  übereinstimmt«  Ist  der  Stab 
ein  Cylinder,  dessen  Halbmesser  «  ist,  so  hat  man,  nach  (.  520, 
7a  n:  ^ «,   und  ist  er  ein  Farallelopipedum  und  ist  «  die  halbe 

Dicke,  so  hat  man  A=  -:r— •    Man  hat  daher  in  diesen  bei- 

den  Fällen 

n  =  (7,12164)  ^y     n-  (7,12164)  ^. 

Da  die  Zahl  n,  von  der  Gestalt  und  den  Dimensionen 
des  normalen  Schnittes  unabhängig  ist,  so  folgt  daraus,  dafs 
für  dieselben  Gröfsen  von  s  und  /  die  Anzahl  der  transver- 
salen Schwingungen  im  ersten  Falle  kleiner  als  im  zweiten 
ist  und  zwar  im  Verhältnisse  von  v  3  zu  2*). 


^)  Wegen  der  Vergleichong  dieser  Formeln  mit  der  Beobachtung  ver- 
weise ich  auf  die  Annales  de  Cbimie  et  de  Pbysiqne  T.  XXX Vi,  pg.86. 
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NeuntesKapitel. 

Allgemeine  Gleichungen  und  Eigenschaften  der  Beilegung 

eines   Systems   oon  Körpern.  ^ 

I,     Allgemeine  Gleichungen  dieser  Bewegung. 

530. 
Da  die  Kräfte,  welche  alle  Punkte  des  Systems,  wahrend 
der  Dauer  jedes  Augenblicks  verloren  haben,  sich  immer  im 
Gleicligewichle  halten  müssen  (f.  350),  so  erhält  man,  wenn  man 
auf  diese  Kräfte  das  Princip  der  virluellen  Geschwindigkeiten 
anwendet,  eine  allgemeine  Formel,  aus  welcher  man,  in  jedem 
Falle,  alle  Gleichungen  der  Bewegung  ableiten  kann,  ebenso 
wie  man  alle  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  aus  der  allge- 
meinen Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  findet.  So 
natürlich  auch  diese  Verbindung  des  allgemeinen  Princips  der 
Dynamik  mit^  dem  des  Gleichgewichtes  ist,  so  hat  man  sie 
doch  nicht  zu  der  Zeit,  als  das  erste  dieser  Principe  bekannt 
und  das  zweite  schon  früher  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
gegeben  war,  gefunden.  Vielmehr  verdankt  man  diese  Ver-  ' 
bindung  der  zwei  Principe  Lagrange,  der  hierdurch  die  Auf- 
lösung aller  mechanischen  Aufgaben,  oder  wenigstens  die  Bil- 
dung der  Differentialgleichungen,  von  welchen  sie  abhängen, 
auf  ein  einförmiges  Verfahren  zurückgeführt  hat.  Dieses  all- 
gemeine Verfahren  ist  es,  was  ich  jetzt  erlautej^n  will,  indem 
ich  jedoch  bemerke,  dafs  mir  die  in  diesem  Werke  befolgte 
Ordnung,  wo  die  auf  die  festen  und  biegsamen  Körper  be- 
züglichen Aufgaben  direct  aufgelöst  wurden,  indem  man  all- 
mälich  vom  Leichteren  zum  Schwereren  fortgieng ,  zum  gründ- 
lichen Studium  der  Mechanik  und  dem  Unterrichte  in  dieser 
Wissenschaft,  die  man  nicht  blos  unter  einem  abstracten  und 
von  den  physikalischen  Umständen  unabhängigen  Gesichts- 
punkte betrachten  darf,  geeigneter  geschienen  hat. 

531. 
Seyen    w,  m%  m\\.  die  Massen   der  Punkte  des  zu  be- 
trachtenden Systems.     Am  Ende  der  vom  Anfange  der  Bewe- 
gung  an   gerechneten  Zeit   seyen  x^y^z  die  drei  rechtwink- 
ligen Coordinaten  von  m,  und  X^   Y,  Z  die  Seitenkräfte  der 
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an  diesen  materleU^n  Punkt  angebrachten  beecLleunlgendeu 
Kraft,  die  nach  den  Verlängerungen  von  Xy  y^  z  ini  positiven 
Sinne  gerichtet  sind*  Man  bezeichne  durch  dieselben  mit 
Accenten  versehenen  Buchslaben,  die  ähnlichen  GröiWn,  welche 
den  übrigen  Punkten  m  y  ni\..  entsprechen.  Die  nach  den 
Richtungen  von  JC,  F,  Z  wirkenden  Seitenkiäfte  der  Kraft, 
wdche  der  Punkt  m  während  der  Zeit  dt  verloren  hat,  sind 

■»■C^-SO.  -('-so-  -C^-^O' 

daher  wird  das  Gleichgewicht  im  Systeme  statt  haben,  wenn 
man  annimmt,  dafs  der  Punkt  m  durch  diese  Kräfte  und  jeder 
der  Punkte  m,  m  ...  durch'  ähnliche  Kräfte  getrieben  wird. 
Man  kann  aber  die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes 
bilden,  wenn  man  in  der  Gleichung  (e)  des  {.  341,  die  drei 
-vorhergehenden  Seitenkräfte  an  die  Stelle  von  X.y  Y,  Z  setzt, 
woraus  sich 

ergiebt,  indem  sich  die  Summen  ^auf  alle  Punkte  m,  m\  ni\,  • 
des  Systems  erstrecken,  und  daher  aus  einer  Anzahl  von 
Theilen  bestehen,  die  der  Anzahl  dieser  Punkte  gleich  ist. 

Wir  nehmen,  wie  in  dem  angeführten  (.,  an,  dafs  die 
Verbindungen  dieser  materiellen  Punkte  durch  die  Gleichungen 

L  =  o,     i'  =:  o,     />"  =  o  ...  (2) 

ausgedrückt  werden,  in  welchen  L,  i',  i  •..  gegebene  Func- 
tionen der  Veränderlichen  ä-,  jy,  ä,  x' ^  y**»»  oder  eines  Theils 
derselben,  die  auch  die  Zeit  t  entwickelt  enthalten  können, 
sind.  Soll  z.  B.  der  Punkt  m  auf  einer  Oberfläche  bleiben, 
die  allmälich  ihre  Gestalt  ändert,  oder  sich  im  Räume  fort- 
bewegt, und  bezeichnet  L'=- o  die  Gleichung  dieser  Ober- 
fläche, so  ist  alsdann  Li  eine  gegebene  Function  von  x^y^  z^  t. 

Wiewohl  die  Kräfte,  deren  Gleichgewichtszustand  durch 
die  Gleichung  (1)  ausgedrückt  wird,  den  Gröfsen  der  Bewe- 
gung entsprechen ,  die  während  der  Dauer  der  Zeit  dt  ver- 
loren worden  sind,  und  sich,  während  dieses  Augenblickes, 
die  Lagen  der  Punkte  m,  m\  m\..  unendlich  wenig  ändern, 
so  kann  man  dennoch  annehmen,  dafs  dieses  Gleichgewicht 
in  den   Lagen   statt  hat,   welche  diese   Punkte  am  Ende    det 

20* 
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Zeit  t  einnehmeu ,  d*  li.  man  kann  die  Aenderung  ihrer  Lage 
während  der  Zeit  dt  vernachlässigen ,  weil  diese  die  Gröfsen 
der  Bewegung)  welche ,  während  sie  sich  ereignet,  verloren 
gehen,  nur  um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung 
und  die  entsprechenden  bewegenden  Kräfte  nur  um  ein  unend- 
lich Kleines  der  ersten  Ordnung  ändert.  Die  unendlich  kleinen 
Verrückungen,  welche  das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten voraussetzt,  und  die  nach  den  Richtungen  der  Coor- 
dinaten,  durch  dx,  dy  ^  Sz  für  den  Punkt  m,  durch  dx  , 
dy\  8z!  für  den  Punkt  m  u.  s.  w.  ausgedrückt  werden,  müssen 
daher  den  Bedingungen  des  Systems  Genüge  leisten ,  wie  solche 
am  Ende  der  Zeit  t  sind,  daher  müssen  die  Gleichungen  (2) 
noch  statt  haben,  wenn  man  x  '\'  äx^  y  -^  dy^  z  -|-  ^ä, 
X*  '\-  8x\^.  an  die  Stelle  von  x^  y,  ä,  a?'...  setzt,  ohne 
die  Zeit  t^  welche  sie  entwickelt  enthalten  könnten,  zu  va- 
riieren. Hieraus  findet  man,  wie  in  ^.  341, 
dL  ft  ,  dlj  -  ,  dLj  ^  ,  did  -,  ,  , 
dx  ^    dy    ^     ^     dz  '    dx  ' 

dLj   ^      ,    dJL    -      ,  dld    -       ,    dL    ...  ,     , 

d[J'  ,     ,   dL'  ^     ,   dL"  ,      ,    dL"  ,  ,   , 

U.  8.  W. 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  eliminiert  man  im  ersten 
Theile  der  Gleichung  (l)  einen  Theil  der  Grüfsen  ix,  Sy,.. 
und  setzt  alsdann  die  Coefficienten  einer  jeden  der  übrig  blei- 
benden Grüfsen  gleich  Null.  Wendet  man,  wie  In  f.  342, 
die  Methode  der  unbestimmten  Factoren  an,  so  findet  man 
auf  diese  Weise  die  Gleichungen 

d^x  „   ,       dL     ,    ^,dL'    ,    ^„dL"   , 

d^z  „   ,       dL    ,    .,dL'   .    ^„dL"  . 

-575='"'^+^rf7  +  ^  77  +  ^    rfr  +  - 

U.  8.  W. 
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m  welchen  ^,  X\  A"...  Facloren  sind,  deren  Werllie  die  von 
der  Verbindung  der  Punkte  des  Systems  und  deoi  Wider« 
Stande  der  Oberflächen  oder  krummen  Linien,  auf  welciien 
sie  sich  etwa  bewegen  müssen ,  hemilurenden  Kräfte  ange« 
ben  {§.  343). 

Die  Gleichungen  (2)  und  (4)  sind  immer  in  ebenso  grofser 
Anzahl  vorhanden 9  wie  die  Unbekannten  der  Aufgabe,  man 
hat  nemlich  so  viel  Gröfsen  A,  )i\  A".««9  als  Gleichungen  (2), 
und  die  Anzahl  der  Coordinaten  der  Punkte  m,  fu\  tn'i., 
ist  dreimal  so  grofs,  als  die  der  bewegten  Körper,  und  ebenso 
grofs,  als  die  der  Gleichungen  (4).  Sie  sind  daher  hinreichend, 
um  in  allen  Fällen  die  Werthe  aller  Unbekannten,  als  Func- 
tionen der  Zeit  ausgedrückt,  anzugeben. 

552. 
Man  nehme  an,   die   gegebenen  Kräfte,   welche   auf  alle 
Punkte  des  Systems  wii*keu,   seyen  in  zwei  Gruppen  getheilt, 
so  dafs  man 

X'  =  P'  +  V  ,    y  =  g'  +  r",  z'  =  r'  +  fv\ 

u.  s.  w.  hat.  Man  nehme  auch  an ,  man  habe  die  Differen- 
tialgleichungen der  Aufgabe  integriert,  indem  man  blos  auf 
die  Ki^äfte  P,  Q,  /?,  t'  Q'  /?'...  u.  s.  w.  Rücksicht  nahm» 
und  seyen  a,  6,  c...  die  Nvillkührlichen  Constanten,  welche 
diese  Integrale  enthalten.  Diese  Auflösung  kann  man  auf  die 
vollständigen  Kräfte  Xy  Y,  Z,  X\  Y\  2'...,  vermittelst 
der  Methode  der  Variation  der  willkührlichen  ConslanteUj^ 
deren  Priucip  ia  ^.229  erläutert  worden  ist,  ausdehnen.  Die 
DiiFerentiale  der  Gröfsen  a,  6,  c...,  die  nun  veränderlich 
geworden  sind,  sind  in  Beziehung  auf  U^  V^  /^,  t/',  V  , 
fV\*.  linear  und  haben  die  Form 

da  —  AU  '\'  BV  '\'  CW  +  A'  U'  -f  .,• 
db  =  AiU^  B^f^  +  CilV  +  AiU'  +  ... 

de  =  Azü  +  ^2^+  C2^  +  A<^U''^... 

u.  s.  w* 

wo  Ay  £...,  Functionen  derselben  Unbekannten  a,  6,  c^  u. 
s.w.  sind.  Hierdurch  sind  die  zweiten  DiiTereutialgleichungcu 
der  Aufgabe  in  die  doppelte  Anzahl  von  Diffei^nlialgleicluin- 
gen    der    ersten   Ordnung   umgeändert.      Diese   Umbildung   ist 
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aber  besonders  alsdann  nützlich ,  wenn  die  seciindären  Kräfte 
Uy  V ^  TV ^  U\..  im  Verhältnisse  zu  den  ursprünglichen 
Kräften  P,  Q,  -fl ,  P'..«  sehr  klein  sind,  wodurch  es,  bei 
einer  ersten  Annäherung,  erlaubt  ist,  die  Gröfsen  a,  6,  c..., 
welche  die  CoeCGcienten  j4 ^  J5...  enthalten^  als  beständige 
s  anzuseilen  und  daher  aus  den  vorhergehenden  Formeln  durch 
unmittelbare  Integration  oder  durch  die  Methode  der  Qua- 
draturen, die  veränderlichen  Theile  dieser  Unbekannten  ab- 
zuleiten. 

Auf  diese  Weise  hat  Lagrange  auf  alle  Aufgaben  der 
Mechanik  die  Methode  der  Variation  der  willkührlichen  Con- 
stanten ausgedehnt,  auf  welche  er  früher  die  Theorie  der  be- 
sonderen Auflösungen  der  DiiFerentialgleichungen  zurückgeführt 
halte,  und  von  welcher  er  auch  andere  weniger  allgemeine 
Anwendungen  gemacht  hat.  Er  hat  sich  jedoch  nur  darauf  be- 
schräukt,  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Gröfsen  17,  ^,  J^V^ 
U\  V\  PV',..  als  lineare  Functionen  der  Differentiale  da^db^ 
de  zu  geben,  und  es  war  noch  übrig,  die  umgekehrten  Formeln 
zu  finden,  welche,  im  allgemeinen  Falle,  die  Differentiale  der 
Unbekannten  a,  6,  c...  als  lineare  Functionen  der  Kräfte 
Uy  Vy  ^..,  geben,  und  auf  eine  directe  und  allgemeine 
Weise,  die  wichtigen  Eigenschaften  zu  beweisen,  welche  die 
Coefficienleii  A^  B,  C...  haben.  Dies  habe  ich  in  deu 
Abhandlungen  gethan,  die  man  im  15len  Hefte  des  Journal 
de  l'Ecole  Polytechniqoe  und  im  ersten  Theile  der  M^- 
moires  de  PAcad^mie  des  Sciences  findet  und  auf  welche 
ich  die  Leser  verweise,  die  diese  Theorie  in  allen  Eiuzelnheiten. 
so  wie  die  daraus  abgeleiteten  Folgerungen,  kennen  lernen 
wollen.  Wendet  man  allmalich  die  allgemeinen  Ausdrücke 
von  duy  dby  de,  auf  die  Frage  über  die  Bewegung  eines 
nach  einer  beliebigen  Function  nach  einem  festen  Mittelpunkte 
gezogenen  materiellen  Punktes  und  auf  die  Frage  über  die 
Bewegung  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  an, 
so  erhält  man  in  beiden  so  sehr  verschiedenen  Aufgaben  die- 
selben Ausdrücke  für  die  Differentiale  der  ähnlichen  Constan-* 
ten,  und  hierdurch  sind  die  zwei  Hauptfragen  der  Astrono- 
mie, nenilich  die  Bestimmung  der  Bewegung  der  Himmels- 
körper, insofern  sie  als  einzelne  Punkte  betrachtet  werden, 
und    die   Bestimmung    der  Bewegung    dieser  Körper   um    ihre 
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bezüglicheu  Schwerpunkle,   auf    dieselben  Formeln    ziirückge* 
führt  und  von  derselben  Analyse  abhängig  gemacht. 

533. 
Es  isl^einleudilend,  dal's,  wfenn  eine  der  Gleichiujgen  (2) 
eine  Folge  der  übrigen  ist,  eine  der  Grüfsen  A,  A',  A"...  un- 
bestimmt bleiben  nnifs,  weil  man  alsdann  diese  überflüssige 
Gleichung  nach  Belieben  weglassen  oder  beibehalten  kann. 
Sind  a  und  h  gegebene  Constanten  und  hat  man  z.  B. 

L'*  =z  alj  '-\^  f) L'y 
so  ergiebt  sich  aus  keiner  der  drei  Gleichungen  (2)  eine  Be- 
dingung, die  nicht  schon  durch  die  zwei  anderen  ausgedrückt 
wäre,  und  daher  mufs  eine  der  drei  Unbekannten  A,  A'  A', 
unbestimmt  bleiben.  Dies  ist  wirklich  der  Fall;  denn  wenn 
man 

A  4"  ^^"  =  i^>  ^ '  +  ^^  '  =  /*' 
setzt,  so  reducieren  sich  diese  drei  Unbekannten,  in  den  Glei- 
chungen (4),  auf  zwei  Gröfsen  /t  und  /*',  die  allein  vermit- 
telst dieser  Gleichungen  bestimmt  werden  könnep  und  deren 
Werthe  man  blos  aus  zweien  der  drei  Gröfsen  A,  A'  A'  ab- 
leiten kann. 

Soll  der  materielle  Punkt  m  in  beständigen  und  gegebe- 
nen Abständen  von  den  drei  festen  Punkten  ^,  ^',  ^*'  (Fig.  28) 
bleiben,  so  ist  seine  Lage  vollständig  bestimmt,  seine  Coor- 
diiiaten  haben  constante  Werthe,  und  die  drei  ersten  Glei- 
chungen (4)  reducieren  sich  auf  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes, welche  die  Spannungen  der  Fäden  ^/w,  yi  ni,  jä"m 
bestimmen ,  durch  welche  der  Körper  m  an  die  drei'  festen 
Punkte  befestigt  ist.  Soll  der  materielle  Punkt  in  einem  be- 
ständigen Abstände  von  einem  vierten  festen  Punkte  ui*"  blei- 
ben, so  wird  einer  der  vier  Abstände  jirrij  A'ni^  A^^m^ 
A"  m  vermöge  der  drei  übrigen  bestimmt.  Da  eine  d^r  vier 
gegebenen  Bedingungen  eine  Folge  der  drei  anderen  ist,  so 
bleibt  die  Spannung  des  einen  der  vier  Fäden  Arriy  A^rriy 
A  m ,  A"  m  unbestimmt ,  wie  so  eben  gesagt  wurde ,  und 
übereinstimmend  mit  dem,  was  schon  in  f.  292  gesagt  worden 
ist.  Man  nenne  nemlich  /,  /',  /",  Z'"  die  vier  gegebenen  Ab- 
stände, bezeichne  durch  a,  &,^c,  die  drei  Coordinaten  von 
Ay  durch  a',  6',  c',  die  von  A'  u.  s.w.,  so  hat  man 


m 


ni 
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Z'  =  >r(*  —  «')*  +  {y-b'f  +  (2  -  c')2  —  i'  =  o 

Z'"  =  yT^x  -  a  '")^  +  Cr  -  6^  +  (^  -  c  '")^  -  ^"  =^ 
für  die  Gleicbungen  (2),   und  wenn  man  durch  Uj  ßy  y^  iie 
constauten    Werthe  von   x,  y,   z    bezeichnet,    welche  diesen 
vier  Gleichungen  Genüge  leisten ,    so  hat  man 

X(a-a)       X'{a-a')  ,   X"i«-a")      r(«-a"')_„ 

^  ,  A(/?-fe)     A'(/y-y). ,  X"{ß-b")     x"'{ß-b-)_ 

^+— 7~"+~T —  +  — r —  +  — r — -*" 

für  die  Gleiclaingen  (4),  welche  eine  der  vier  Grufsen  X,  X'y 
X",  X'"  unbesiimnit  lassen,  die,  nach  f.  345,  die  Spannungen 
'der  Fäden  Am^  Am^  A^'ni^  A'"ni  sind.  Wie  wenig  aber 
auch  diese  Fäden  ausdehnbar  seyen,  so  wird,  wenn  man  die- 
sen pliysikalisclieu  Umstand  berücksichtigt,  der  materielle  Punkt 
in  kleine  Schwingungen  machen ,  die  in  jedem  Augenblicke 
vollständig  bestimmt  seyn  werden,  ebenso  wie  die  Spannungen 
der  vier  Fäden. 

534. 
Um  dies  zu  beweisen,  nehme  man,  um  einen  bestimmten 
Fall  zu  betrachten,  an,  dafs  die  Kraft,  welche  auf  den  Punkt 
m  wirkt,  die  Schwere  sey,  die  wir  durch  g  bezeichnen  wol- 
len. ]\inimt  man  an ,  dafs  die  Axe  der  z  vertical  und  im 
Sinne  dieser  Kraft  gerichtet  ist,  so  sind  die  drei  Seitenkräfte 
^  =  0,  Y=z  o,  Zz=  g.  Man  nenne  «,  «',  e",  «'"  die  Aus- 
dehnungen, welche  die  vier  Fäden  /,  /',  /",  /'"  erleiden  würden, 
wenn  das  Gewicht  mg  am  unteren  Ende  derselben  vertical 
aufgehängt  wäre ;  seyen  f ,  f ',  f '',  f '"  die  Ausdehnungen  dieser 
Fäden  am  Ende  der  Zeit  t,  während  der  Bewegung,  so'  wer- 
den die  Werthe  ihrer  Spannungen  in  demselben  Augenblicke 


g-m?      gm^'       gm^"       gm^'" 


ö ^ 

e  s  €  « 


seyn  ({.  288). 
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Da  cler  Körper  tn  nicht  mehr  in  beständigen  Abständen 
von  ^,  ^',  -^",  A"'  bleiben  muCsy  so  mufs  man  die  Glieder 
der  Gleichung  (4),  deren  Factoren  A,  A',  A",  A"'  sind  und 
welche  von  diesen  Bedingungen'  heirührten  y  weglassen.  Von 
einer  anderen  Seite  aber  nuifs  man  mit  dem  Gewichte  dieses 
materiellen  Punktes  die  vier  vorhergehenden  Kräfte  verbinden, 
die  von  m  nach  A  ^  von  m  pach  ji\  von  m  nach  A'\  von 
ni  nach  A**'  gerichtet  sind,  was  darauf  zurückkommt,  dafs 
man  in  den  Gleichungen  (4)  die  vorhergehenden  Werthe  von 
Lj  U j  Ll'j  U"  substituiert,  indem  man  zu  gleicher  Zeit 

setzt« 

Am  Ende,  der  Zeit  t  seyen  auch 

wo  a,  ßi  Y^  dieselben  Constauten  wie  vorher  und  Uy  p  y  w 
sehr  kleine  Veränderliclie  sind,  deren  Quadrate  und  Produkte 
wir  vernachlässigen.     Hieraus  ergiebt  sich 

f  =  -1  [(«-«')«  +  {ß-b')v  +  {y-c')w^ 
r  =  p  [{u-a")u  +  {ß-b")v  +  {y-c")u>] 

und  in  Beziehung  auf  diese  Unbekannten  u,  Py  iP  sind  die 
Gleichungen  (4)  linear  und  reducieren  sich  auf 

dt^       '^ 
d^ 
dl^ 
d^w 


'    L    7«  /'7      ^     7'T^^^     '"    /'''^'"   J — ^9 

,  r(^-fc)g ,  iß-bx ,  (/g-&")r .  o?-nr-i_. 

Ihre  Integrale  erhält  man  nach  den  gewöhnlichen  Regeln, 
sie  enlhalteu .  sechs  wUlkührliche  Constauten,  die  mau  so  be- 
stimmt, dafs  die  Fäden  ^m,  A'm,  yl"ni,  A"'m  im  An  ränge 
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der  Bewegung  ihre  nalürlichen  Längen  /,  V y  t ,  /  haben 
und  die  Anfangsgeschwindigkeit  von  m  Null  ist,  d.  h.  so,  dafs 

du    dv    dts> 
die   sechs   Gröfsen   ">  ^»  ^>  37>  ;j7'  "^  ^"*^  ®^"^'   ^^"" 

tzzio  ist.  Dies  angenommen ,  geben  diese  Integrale  in  jedem 
Augenblicke  die  Werthe  von  Uj  v^  w  oder  die  Lage  des 
Punktes  m,  und  die  Ausdehnungen  f,  f',  i;",  f'"  der  vier 
Fäden,  so  wie  ihre  Spannungen  in  demselben  Augenblicke, 
sind  ebenfalls  bekannt.  Dieselbe  Analyse  kann  man  leicht 
auf  den  Fall  ausdehnen,  wenn  der  Punkt  m  durch  fünf  oder 
eine  gröfsere  Anzahl  von  Fäden  gehalten  wird,  die  an  feste 
Punkte  befestigt  sind. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Gröfsen  Uy  p,  w  Null  sind,  und 
läfst  mau  daher  die  ersten  Glieder  der  drei  letzten  der  sieben 
vorhergehenden  Gleichungen  weg,  so  entsprechen  die  Werthe 
von  M,  Py  Wy  C,  f,  f",  f"',  die  man  aus  diesen  sieben  Glei- 
chungen ableitet,  dem  Zustande  des  Gleichgewichtes  des  Ge- 
wichtes von  m  und  der  vier  Aufhängungsfäden. 

535. 

In'  f.  353  ist  erläutert  worden,  wie  das  d'Alembert'sche 
Priucip  auch  in  dem  Falle  einer  plötzlichen  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  statt  hat,  die  daher  rührt,  dafs  Kräfte,  die 
man  Stöfse  nennt,  mit  grofser  Stärke,  während  sehr  kleiner 
Zeitzwischenräume  auf  die  Körper  wirken  und  ihnen  Ge- 
schwindigkeiten mittheilen,  die  sehr  grofs  seyn  können,  ohne 
dafs  die  Punkte  dieser  Körper  merklich  aus  ihrer  Stelle  ge- 
rückt werden.  Die  aus  der  Verbindung  dieses  Princips  mit 
dem  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  entspringende  Gleichung 
kann  auch  auf  diese  Art  von  Fällen  angewandt  werden. 

IVIan  nehme  z.  B.  an,  dafs  die  Kräfte  dieser  Art  gleich- 
zeitig an  die  materiellen  Punkte  ni,  m\  m\  vi**  u.  s.w.  des 
betrachteten  Systems  angebracht  seyen.  Man  bezeichne  durch 
Ay  By  C  die  gegebenen  Geschwindigkeiten,  die  den  Coor- 
dinatenaxen  parallel  sind,  und  welche  diese  Kräfte  dem  Punkte 
7n  niittheilen  würden,  wenn  er  frei  wäre,  und  durch  a,  b,  Cy 
die  unbekannten  Geschwindigkeiten,  die  er  wirklich  nach  die- 
sen Richtungen  annehmen  wird.  Man  nenne  ji'y  B\  C\  a, 
h'y  c\  die  ähnlichen  Gröfsen,  die  sich  auf  den  Punkt  m'  be- 
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ziehen,  ^",  JB",  C'\  n\  l/\  c"  die /welche  dem  F'unkte  m" 
entsprechen,  \u  8.  w.  Die  nach  den  Richtungen  der  Coordi- 
nalcu  verlorenen  Gröfsen  der  Bewegung  sind 

m{^  —  rt),    m{B  —  6),    m(C — c) 
für  den  Punkt  m   und    ebenso  für   alle  übrigen.      Wenn. man 
daher    auf  dieses  System   von   Kräften  die  Gleichung   (e)    des 
f.  341  anwendet,  so  hat  man 

2ml{^—a)i^x  +  (B—b)dy  +  {C^c)äz]  =  o,      (5) 

wo  die  Summe  2  auf  alle  Punkte  des  Systems  ausgedehnt 
werden  mufs,  und  Sx^  cJ^,  dz  die  Zuwächse  sind,  welche 
die'Coordinalen  eine«  beliebigen  Punktes  /n  erhalten. 

Werden  die  Verbindungen  der  Punkte  des  Systems  noch 
immer  durch  die  Gleichungen  (2)  ausgedrückt,  so  müssen  (fx, 
(Jy,  Sz  und  die  Zuwächse  äx',  Sy\  Sz\  dx"  u.  s.  w.  der 
Coordinaten  der  anderen  Punkte  m  ,  m\ . .  den  Gleichungen 
(3)  genügen,  vermittelst  welcher  Gleichungen  man  daher  aus 
der  Formel  (5)  einen  Theil  der  Gröfsen  Öx^  Sy>.»  eliminieren 
kann,  und  abdann  setzt  man  die  Coefficienten  der  übrigen 
Gröfsen  gleich  Null.  Wendet  man  wie  oben  die  Methode 
der  unbestimmten  Facloren  an,  so  geben  ihre  Werlhe  die 
Stüfse  an,  welche  die  materiellen  Verbindungen  der  Punkte 
des  Systems  durch  eine  plötzliche  Aenderung  der  Geschwin- 
digkeit erleiden,  und  die  auf  den  Oberflächen  oder  krummen 
Linien,  auf  welchen  sich  diese  Punkte  bewegen  müssen, 
normalen  Stöfse. 

536. 

Will  man  die  Gleichung  (5)  auf  eine  plötzlidie  Aende- 
rung  der- Geschwindigkeit  anwenden,  die  durch  den  Stofs  der 
Körper  des  Systems,  unter  einander  oder  gegen  feste  Wider- 
stände hervorgebracht  wird,  so  sind  dabei  mehrere . wichtige 
Bemerkungen  zu  machen. 

Seyen  M  und  M!  (Fig.  2S)  zwiei  dieser  festen  Körper, 
K  ihr  Berührungspunkt,  HKH'  die  gemeinschaftliche  Nor« 
male  ihrer  Oberflächen  in  diesem  Punkte.  Da  man  die  Ver* 
rückungen  der  verschiedenen  Punkte  dieser  Körper  während 
der  ganzen  Dauer  des  Stofses  als  unmerklich  betrachtet,  so 
kann  sich  das  Gleichgewicht  der  verlorenen  Gröfsen  der  Be- 
wegung auf  jeden  l^eliebigen  Augeoblick  dieser  Dauer  beziehen 
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Q,  353),  80  dafs,  wenn  mau  für  j4,  By  C,  die  SeitenkrSfte 
der  Qescbwiodigkeit  eines  beliebigen  Punktes  im  Anfange  des 
Stofses  nimmt,  man  zu  gleicher  Zeit,  für  a,  6,  e,  die  Sei- 
tenkräfte seiner  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Augen- 
blicke dieses  Phänomens  nehmen  kann^  und  die  Geschwin- 
digkeiten aller  Punkte  des  Systems,  die  sich  während  dieser 
Zeit  sehr  schnell  ändern,  müssen  immer  den  Bedingungen 
dieses  Gleichgewichtes  genügen.  Damit  aber  diese  Bedingun- 
gen durch  die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  aus- 
gedrückt werden,  müssen  die  unendlich  kleinen  Yerrückun- 
gen,  welche  man  den  Punkten  des  Systems  beilegt,  mit  sei- 
ner BeschaiFenheit  und  der  bezüglichen  Anordnung  seiner 
Theile,  in  dem  Augenblicke,  welchen  man  betrachtet,  ver^ 
träglich  seyn,  und  aufserdem  ist  es  erforderlich,  daf's  das- 
selbe in  Beziehung  auf  die  direct  entgegengesetzten  Verrückun- 

^  gen  statt  habe  {§.  331).  Wenn  z.  B.  ein  im  Gleichgewichte 
befindlicher  materieller  Punkt  auf  der  Oberfläche  eines  festen 
Körpers  liegt,  gegen  welchen  er  sich  stützt,  so  kann  sich 
dieser  Punkt  in  allen  Richtungen  auf  der  diese  Oberfläche 
berührenden  Ebene  und  nur  in  einem  Sinne  auf  der  Nor- 
malen bewegen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  die  Gleichung*'  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten   für  alle  tangentialen  Verrückiui- 

"*  gen  statt,  weil  die  entgegengesetzten  Verrückungen  ebenso 
möglich  sind;  sieN  besteht  aber  nicht  mehr  für  die  normale 
Verrückung,  weil  die  entgegengesetzte  Verrückung  unmög- 
lich ist. 

Aus  dieser  Beobachtung  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  man 
die  Gleichung  (5)  auf  einen  bestigimten  Zeitpunkt  der  Dauer 
des  Stofses  anwenden  will  und  fp  und  fi  in  diesem  Augen- 
blicke die  materieUen  Punkte  von  M  und  M'  sind,  die  dem 
Berührungspunkte  K  entsprechen,  man  ^  und  /^'  unendlich 
kleine  Verrückungen  nach  der  berührenden  Ebene  in  K  bei- 
legen kann,  die  ganz  willkührlich  und  unabhängig  von  ein- 
ander sind.  Die  Verrückungen  von  /e  und  fn,'  nach  der  Norw 
malen  müssen  aber  gleich  und  nach  demselben  Theile  KH 
oder  KH'  dieser  Linie  gerichtet  seyn;  denn  wären  sie  un- 
gleich, oder  hätten  sie  nicht  in  demselben  Sinne  statt,  so  würden 
diese  Verrückun^en  oder  die  entgegengesetzten  Verrückungen 
der  Punkte    /e  und  /t'  unmöglich  seyn  und  die  Gleichung  (5) 
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liefse  sieh  nicht  mehr  auf  dieselben  anwenden.  Aus  Mangel 
an  gehöriger  Berücksichtigung  dieser  wesentlichen  Bedingung 
haben  mehrere  Schriftsteller  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
falsch  erklärt. 

Berührt  ein  dritler  Körper  M'*  den  Körper  M!  im  Funkte 
K' y  WO  LK'  J!  die  ihren  Oberflächen  gemeinschaftliche 
Normale  ist,  und  sind  m  und  m'  die  materiellen  Punkte 
von  M'  und  M'\  welche  in  dem  Augenblicke,  den  man 
während  der  Dauer  des  Stofses  betrachtet,  K'  entsprechen, 
80  müssen  auch  die  unendHch  kleinen  Verrück u ngen ,  die  ni 
und  m*  nach  dieser  Normalen  haben,  in  der  Gleichung  (5) 
gleich  und  in  demselben  Sinne  gerichtet  seyn,  imd  ebenso  ist 
es  für  alle  Berührungspunkte  der  Körper  des  Systems, .  wenn 
mehrere  derselben  sich  gleichzeitig  stofsen.  In  dem  Falle, 
wenn  einer  dieser  Körper  gegen  einen  festen  Widerstand  stöi'st, 
so  mufs  man  die  normale  Verrückung  des  Berührungspunk« 
tes  gleich  Null  setzen,  weil  sie  in  dem  entgegengesetzten  Sinne 
nicht  möglich  wäre. 

537. 

Wenn  die  zwei  Körper  M  und  M'j  während  der  Dauer 
des  Stol'ses  übj^r  einander  weggleiten,  so  mul's  man  in  der 
Gleichung  (5)  die  daraus  entspringende  Reibung  berücksich- 
tigen ,  die  sehr  beU'ächtlich  seyn  kann ,  wie  in  ^.  353  bemerkt 
worden  ist. 

Die  unendlidi  kleine  Gröfse  der  Bewegung,  welche  diese 
Kraft,  während  jedes  Augenblickes,  den  zwei  Körpern  M 
und  M\  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Geschwindigkeiten 
der  materiellen  Punkte  /i  und  //,  die  dem  Berührungspunkte 
K  entsprechen,  entzieht,  ist  derjenigen  proportional,  welche 
M  dem  Körper  M'  nach  KH'  oder  M*  dem  Körper  M  nach 
KUy  während  desselben  Augenblickes  mitgetheilt  haben  wird« 
Nimmt  man  daher  an,  dafs  die  Reibung  dieselbe  Richtung^ 
für  jeden  Körper,  während  der  ganzen  Dauer  des  Stofses 
behält,  luid  bezeichnet  man  durch  U  die  endliche  Gröfse  der 
Be\V'egung,  welche  ein  Körper  dem  anderen,  nach  den  Thei- 
len  KH  und  KH\  der  Normalen,  während  derselben  Zeit 
mitgetheilt  hat,  so  kann  die  ganze  Reibung  durch  / 17  dar- 
gestellt werden,  wo  f  ein  Coefficient  ist,  der  nur  von  der 
Besch^enheit   beider  Körper   in    der   Nähe  des   Berülirungs- 
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punkles  abhängt.  Diese  Kraft  mufs  an  M  im  entgegenge- 
setzten Sinne  der  gleitenden  Bewegung  von  fx^  und  an  M'iiw 
entgegengesetzten  Sinne  der  gleitenden  Bewegung  von  /»'  an- 
gebracht werden.  Nimmt  man  daher  an,  dafs  diese  Bewegun- 
gen nach  den  beiden  Theilen  KF  und  KF'  einer  Berührungs- 
linie FKF'  beider  Körper  statt  hat,  und  bezeichnet  durch  p 
und  p  die  Projectionen  der  unendlich  kleinen  Verrückungen, 
die' mau  in  der  Gleichung  (5)  den  Punkten  jn  und  /('  mitge- 
theilt  hat;  auf  diese  gerade  Linie,  so  hat  man 

als  Glied,  welches  man  zu  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung 
wegen  der  in  Rede  stehenden  Reibung  hinzu  fügen  ipufs.  Die 
Gröfse  p  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  diese  Protection 
auf  die  Richtung  KF  der  Bewegung  von  /*  oder  auf  ihre 
Verlängerung  KF'  fällt,  und  ebenso  ist  die  Projection  p'  po- 
sitiv oder  negativ,  je  nachdem  sie  auf  jSl/^'  oder  auf  JSTjP  fallt. 
Aehnliche  Glieder  kann  man  in  der  Gleichung  (5)  für  alle 
Punkte  einführen,  in  welchen  zwei  vor  den  Körpern  des  Sy- 
stems sich  stofsen.  Die  Betrachtung  dieser  Glieder  ist  in  der 
Ausübung  nothwendig;  das  Beispiel  des  ^,  477  ist  hinreichend, 
um  den  Einflufs  zu  zeigen,  den  diese  Glieder  oder  die  Rei- 
bungen, von  welchen  sie  herrühren,  auf  die  Stöfse  haben  kön» 
nen.  Man  kann  dieselben  jedoch  vernachlässigen,  wenn  von 
allgemeinen  Lehrsätzen  über  den  Stofs  der  Körper  die  Red^ 
i«t,  und  in  der  Folge  werden  wir  sie  als  unmerklich  oder  gar 
nicht  vorhanden  ansehen. 

Man  vernachlässigt  auch  die  Gröfsen  der  Bewegung,  die 
durch  das  Gewicht  der  Körper,  während  der  Dauer  des 
Stofses  hervorgebracht  werden,  indem  diese  Gröfsen  dieser 
Dauer  proportional  und  daher  unmerklich  sind.  Die  Gröfsen 
der  Bewegung,  die  durch  Moleculaianziehungen  hervorgebracht 
werden,  welche  sich  während  des  Stofses,  sey  es  von  einem 
Körper  zum  anderen,  wenn  der  Abstand  ihrer  Oberfläche 
uumefsbar  ist,  sey  es  im  Inneren  jedes  Körpers,  vermöge  der 
ZusammendrÜGkongan  oder  Ausdehnungen,  die  er  erleidet,  ent- 
wickeln, sind  sohon  in  der  Gleichung  (5)  berücksichtigt  wor- 
den, und  ihre  ganzen  Seitenkräfte  sind  genau  die  Gröfsen, 
welche,  für  einen  beliebigen  Punkt  w,  durch  mAf  mBy  mC 
dargestellt  worden  sind. 
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538. 
Wenn  ein  System  materieller  Punkte  ganz  frei  Im  Räume 

i$t,  so  dafs  die  Gleichungen  (2)^  die  ihre  Verbindung  aus- 
drücken,  nur  die  wechselseitigen  Abstände  dieser  Punkte  ent- 
halten, von  welchen  keiner  als  fest  oder  der  Bedingung,  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  zu  bleiben, 
unterworfen  betrachtet  wird,  so  kann  man  die  Bewegung  eines 
solchen  Systems  im  Räume,  wie  es  früher  für  einen  festen 
völlig  freien  Körper  geschehen  ist  {§•  433),  in  zwei  einfachere 
Bewegungen  zerlegen,  in  eine  allen  Punkten  des  Systems  ge- 
meinschaftliche fortschreitende  Bewegung,  welche  die  seines 
Schwerpunktes  ist,  und  in  eine  drehende  um  diesen  Mittel- 
punkt. Wir  wollen  daher  allmälich  aus  der  Formel  (1)  die 
Differentialgleichungen  dieser  zwei  Bewegungen  ableiten. 

Aus  der  Beschaffenheit  des  Systems  geht  hervor,  dafs 
man  zu  gleicher  Zeit  alle  Punkte  desselben  um  dieselbe  Gröfse, 
nach  einer  beliebigen  Richtung,  verrücken  kann.  Seyen  ccy 
ßf  Y  die  Projectionen  dieser  gemeinschaftlichen  Verrnckung 
auf  die  drei  Coordinatenaxen ,   so  hat  mau  alsdann 

«  =:   ix  =  6x'  uz  8x**   U.S.W. 

ß  z=i  dy  z=.  dy   =  8y*  ".  s.  w. 

y  z=z  Sz  zzz  8z    =  dz"  u,  8.  w. 
Die  Gleichung  (1)  wird   daher 

und  da  die  drei  GrÖfsen  a,  /?,  y^  von  einander  unabhängig 
sind,  so  zerlegt  sich  diese  Gleichung  in  folgende: 

d^x  il^i^  if^z 

2m^  =  2mX,  2m^  =  2mY,  2m^  =  2mZ.  (6) 
dt^  .    '  dt^  *  dt^  ^  ' 

Nejint  man  aber  x^^  y\^  Zi^  die  drei  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  des  Systems,  so  hat  man 

AT]  2tn  =  2mx,    yi  2m  =  2my^    Zi  2m  =  2mz\ 

woraus  man       __  ,_ 

d^xi  d^x 

^^2m-2m—^, 

d^zi  ^  ^     d^z 

21  m  z=  2  m 

dt^  .  dt» 
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findet;    daher  hat  man 

^2m  =  SmX,  ^2m  =  SmY,  ^2m=2mZ,  (7) 

für  die  DifFerentialgleicliungen  der  Bewegung  des  Schwerpunk- 
tes, welche  die  fortschreitende  Bewegung  des  Systems  seyn 
wird.  Sie  zeigen /dafs  der  Schwerpunkt  des  ganzen  völlig 
freien  Systems  derselbe  ist,  als  wenn  die  Massen  aller  der 
Körper  in  demselben  vereinigt  und  die  bewegenden  Kräfte, 
parallel  mit  ihren  Richtungen  dorthin  verpflanzt  wären,  wie 
im  Falle  eines  festen  Körpers  (f.  438). 

Sind  unter  den  Punkten  m,  m'y  m^  u.  s.  w.  einige,  die 
sich  auf  gegebenen  Oberflächen  bewegen  müssen,  so  können 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  noch  bestehen ,  wenn  man  mit 
den  gegebenen  Kräften  andere  verbindet,  deren  Gröfse  un- 
bekannt ist,  und  die  auf  diesen  Oberflächen  senkrecht  stehen 
und  ihre  Widerstände  ausdrücken.  Wodurch  alsdann  die  ge- 
gebenen Oberflächen  ganz  unberücksichtigt  bleiben  und  die 
Funkte  zw,  m\  m"...  als  zu  einem  völlig  freien  Systeme 
gehörende  angesehen  werden  können. 

539. 
Die  Natur  eines  solchen  Systems  erlaubt  auch,  dafs  man 
alle  seine  Punkte  zu  gleicher  Zeit  sich  um  dieselbe  Axe  und 
um  denselben  Winkel  drehen  lassen  kann,  so  dafs  ihre  wech- 
selseitigen Abstände  sich  nicht  ändern.  Man  nehme  an,  diese 
Linie  gehe  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinateii.  Seyeu 
A,  /«,  Vf  die  Winkel,  welche  ihre  willkührliche  Richtung  mit 
den  Axen  x,  y,  z  einschliefst;  setzen^  wir  für  den  Augenblick 

so    sind   die    Cosinus   der   Winkel,   welche   die  Richtung  der 

Verrückung  von  m  mit   Linien,    die    den   drei  Axen    parallel 

dx    dy    dz 
durch  diesen  Punkt  gezogen  sind,  einschliefsen ,  -— ,  -7-,  -y-, 

h       h      fi 

und   da    diese  Richtung  in  einer  Ebene   enthalten  ist,   die  auf 

der  Umdrehungsaxe  senkrecht  steht,  so  mufs  man 

9x         ,    ,    *r  .    8z        ^ 

■7—  cos  A  H — p-  cos  th  A — 7-  cos  ^  =  o 

fi  h  ^     *     h 

haben. 
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Da  aufaerdem  die  Umdreliungsalte  durch  den  Anfangspuhkl 
der  Coordinaten  gehl>  so  wird  sicli  die  Gröfse  Ar*-f-^*-j-«*  wäb- 
Fend  der  Verrückung  von  m  nicht  ändern,  man  hat  daher  auch 

und  findet  aus  diesen  zwei  letzten  Gleichungen  ohnte  Schwierigkeit 

9  z  =;=  (y  cos  A  —  X  cos  /j!)  €  '^ 

9y   r=z   {x  ZQ%V   JB   cos  A)  fi    >  (S) 

ix  s=  («  cos  /«  —  y  cos  v)bj 
wo  «  ein  unbestimmter  Factor  ist.^    Ebenso  hat  man 

9z'  =  (y' cosA  —  Ä?'cos/*)«' 
tfy '  =  (a?'  cos  V  —  ß'  cos  A)  «' 
ix*  =  {z*  cos  /*  —  y '  cos  f')  H 
wo  e'  ebenfalls  ein  unbestimmter  Factor  ist,  der  gleich  b  sejn 
mufsy    damit   die  Umdrehungsbewegung   für   m  und   m\  die- 
selbe ist  und   der  Abstand  dieser  zwei  Punkte  sich  nicht  än- 
dert*     Denn   da    das   Quadrat    dieses   Abstandes   {x  —  x'^^ 

+  (y  — y'Y'  "[•  (^  —  ^')*  ^®*  ^^^  durch  die  vorhergehen- 
den Formeln  schon  die  zwei  Theile  jc^-f-j'*-}-«*  und 
jp'* -?fr y'^  4"  ^'^  dieser  Gröfse  constant  werden,  so  mufs  die 
Variation  von  xx'  '\' yy  '\'  zz  ebenfalls  Null  seyn,  woraus 
sich 

x*9x  +  y^8y  -|-  z'9z  +  x9x'  -f-  y^y^  +  xs^«'  =  o 
ergiebt,  oder,  wenn  man  statt  J^,  dx'...  ihre  WerlUe  setzt^ 

[(^  y  —  y '^)  cos  V  -f"  C-*^'*'  "•*  ^  *)  c^®  /* 
"4"  Cf '^  —  Ä'y)co8A]  («  —  b)  =  o, 
welch«  Gleichung  nicht  für  alle  Punkte  des  Systems  bestellen 
kann ,  wenn  man  nicht  ^^  =  6  hat. 

Ich  substituiere  in  der  Gleichung  (l)  die  Formel  (8)  an 
die  Stelle  von  Sx ^  dy,  dz.  Bemerkt  man,  dafs  «,  cos  A, 
cos  /« ,  cos  V  Gröfsen  sind ,  die  allen  Punkten  des  Systems 
gemeinschaftlich  sind,   so  erhält  man 

.oo.,r„[,(^_y)-,(|f_x)] 

21 
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und  da  die  Coefficieiiten  der  Suinmeu  2  drei  von  einander 
unabhängige  Qröfsen  eind^  80  zerlegt  sich  diese  Gleichung  tu 
drei  andere,  nenilich 

i'^l^^Jf-JJl)  =.!:„, ^,x-.Z).)    (9) 

welche  Gleichungen  die  der  Umdreliungsbewegung  eines  völlig 
freien  Systems  um  einen  festen  Punkt  sind,  den  man  wiil- 
kührlich  annehmen  kann  und  in  w^elchen  man  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  verlegen  kann«  Diese  Gleichungen 
bestehen  auch  dann  noch,  wenn  alle  Punkte  m,  m',  m' 
u.  8.  w.  oder  ein  Theil  derselben  in  gegebenen  Abständen  von 
diesem  Anfangspunkte  bleiben  sollen,  weil  die  angewandten 
Werlhe  von  cJAr,  tf.r'.,.  dieser  Bedingung  Genüge  leisten. 

Reduciert  sich  das  System  auf  einen  einzigen  Punkt,  so 
wird  sich  die  Umdrehungsbewegung  von  der  fortschreitenden 
nicht  unterscheiden.  Die  Gleichungen  (9)  werden  nur  eine 
Verbindung  der  Gleichungen  (6)  seyn,  und  man  sieht  aufser« 
dem,  dafs  jede  derselben  eine  Folge  der  beiden  übrigen  seyn 
wird  Denn  nimmt  man  an,  dafs  sich  das  System  auf  den 
Punkt  m  reduciert,  und  addiert  die  Gleichungen  (9l),  nachdem 
man  sie  mit  z^y,  x  multipliciert  hat,  so  ergiebt  sich  hieraus 
eine  identische  Gleichung. 

Statt  dafs  man  das  System  sich  um  eine  beliebige  Axe 
drehen  lafst,  um  zu  gleicher  Zeit  die  drei  Gleichungen  (9)  zu 
erhalten,  kann  man  einfacher  jede  derselben  erhalten,  wenn 
man  diese  gerade  Linie,  wie  in  f.  340,  mit  einer  der  Coor- 
dinatenaxen  zusammen  fallen  lafst.  Die  vorhersehende  Dar- 
Stellung  hat  aber  den  Vortheil,  dafs  sie  zeigt,  dafs  die  Be- 
trachtung einer  Bewegung  um  eine  beliebige  Axe  nur  die  drei 
Gleichungen  (9)  geben  kann,  ebenso  wie  die  Betrachtung  einer 
mit  einer  beliebigen  Axe  parallelen  Bewegung  nur  die  drei 
Gleichungen  (6)  geben  kann. 

Ist  eine  feste  Axe  in  dem  Systeme,  und  nimmt  man  sie 
z.  B.   für   die  der   ä,    so    wird  blos   die    erste    Gleichung   (9) 
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bestehen  und  die  der  Umdreliungsbewegung  um  eine  fette 
Axe  seyn,  wie  im  Falle  eines  festen  Körpers  {§.  391). 

540. 
Ist  das  System  völlig  frei,  wo  also  die  Gleichungen  (6) 
und  (9)  Eugleich  statt  haben,  so  verlege  man  den  Anfangs« 
punkt  der  Coordinaten  in  den  Punkt  des  Systems,  dessen  ver- 
finderliche  Coordinaten  durch  ^i,  ji,  «i,  dargestellt  werden, 
wenn  sie  auf  den  ersten  Anfangspunkt  bezogen  werden,  und 
setze  daher 

X  z=  xi   +  X,,    jK  «=  yi  +  jT/f     «  =  «1  +  ^n 
x    =  xi  +  x/y    y'  =  yi  +y/,     z'  ^  zi  +  z/, 

XI.  8,  W., 

SO  dafs  X,,  y,^  z,^  jur/,  yl^  zj  u,  s.w.  die  auf  den  neuen  An- 
fangspunkt bezogenen  Coordinaten  von  m,  m^.•  sind.  Man 
kann  daher  die  erste  Gleichung  (9)  auf  folgende  Weise  schreiben : 

Cd^y  d^x\ 

die  mit  ^r^  und  yi  multiplicierten  Glieder  heben  sich,  in 
Folge  der  zwei  ersten  Gleichungen  (6)  auf,  und  wenn  man 
die  vorhergehenden  Werthe  von  Xj  x\  u.  s.  w.  in  den  übri- 
gen TheU  des  ersten  Gliedes  substituiert,  so  hat  man 

d# ^'" ^' -■ rfTi-^'"^'  +  ^'» ("' d^  -  ^' rfjr) 

=  2m  {x,X—  y,X), 

wo  auch  der  veränderliche  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegen 
mag.  Ist  aber  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  des  Systems, 
so    sind  die  Summen    2m x,   und   2m y,  Null;     daher  ver- 

d^Xi  d^Yi 

schwinden  auch  die  mit-  und  -  ■  ^       inultiplicierlen  Glie- 

der, ebenso  wie  die',  deren  Factoren  xi  und  y^  waren,  wo- 
durch die  vorhergehende  Gleichung  vereinfacht  wird.  ^  Nimmt 
man  ähnliche  Reductionen  mit  den  zwei  anderen  Gleichungen 
(9)  vor,  so  hat  man 

21* 
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2m  (z,  j^-^,  ^')  =  Sm (z, X- X, Z),  ^    (10) 

für  die  drei  Gleichungen  der  Unidreluingsbewegung  des  Systems 
um  seinen  Schwerpunkt.  Vergleicht  man  sie  mit  den  Glei« 
chungen  (9),  so  sieht  man^  dafs  diese  Bewegung  dieselbe  ist, 
als  wenn  der  Schwerpunkt  ein  fester  Punkt  wäre^  und  die 
gegebenen  Kräfte ,  die  auf  alle  Punkte  ,  des  Systems  wirken, 
nicht  geändert  worden  seyen,  welche  Eigenschaft  nur  dem 
Schwerpunkte  angehört  und  die  '  wir  schon  ((.  438)  in  dem 
Falle,  wo  sich  ein  ganz  freier  fester  Körper  umdrehte^  ge- 
funden haben. 

541. 
Giebt  mao  den  Gröfsen  8xy  dy  u.  s.  w.,  welche  die  Glei- 
chung (5)  enthält,  dieselben  Werthe,  wie  in  $.538,   so  findet 
man 

Sma=  ZmJ,  Smb  =  2niB,  2mc  =  2mC\  (11) 
"woraus  hervorgeht,  dafs  bei  den  plötzlichen  Aenderungen  der 
Geschwindigkeit,  die  Summe  der  GrÖfsen  der  Bewegung  aller 
Punkte  eines  völlig  freien  Systems,  parallel  mit  |eder  Coor- 
diiiatenaxe,  und  daher  nach  einer  beliebigen  Richtung  die- 
selbe bleibt.  Hieraus  folgt  auch,,  dafs  die  Gröfse  und  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  sich  nicht  än- 
dern. Denn  die^  Seitengeschwindigkeiten  dieser  Geschwindig- 
keit, vor  und  nach  der  plötzlichen  Aenderung,  sind  die  zwei 
Theile  einer  jeden  der  Gleichungen  (11)  getheilt  durch  die 
ganze  Masse  2ni.  Bei  dem  Stofse  zweier  oder  einer  gröfse- 
reu  Anzahl  von  Körpern ,  von  beliebiger  Gestalt  und  Beschaf- 
fenheit, erleidet  daher  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunk- 
tes und  die  ganze  Gröfse  der  Bewegung  nach  jeder  Richtung, 
keine  Aenderung,  wie  dies  schon  in  einem  besonderen  Falle 
gezeigt  worden  ist  (§•  364). 

Wenn  a,  b,  c,  a',  6',  c  u.  s.  w.  die  Seitengeschwindig- 
keiten der  Anfang8gcsch^yiudlgkeiten  von  m ,  m\ . .  und  ^, 
ß,  Cy  ji' j  jB\  C',..  die  Sei tengesch windigkeiten  der  Geschwin- 
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digkehen  sind,  dio  ihnen  auf  ein«  gewisse  Weise  ini  Anfange 
der  Bewegung  mitgethei]!  worden  wären  y  wenn  diese  Punkte 
isolier!   gewesen   wSren,  so  hat  man,  für  t  =:z  o, 

-^2m=  Sma,    '^2m=  Smb,     ^2fn  =  £mc, 
dt  dt  dt 

und  dalier 

dt  dt  dt 

welche  Gleichungen  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Anfangsge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes^  vermöge  der  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten ^j  A*  u. s.w.,  oder  blos  vermöge  der  ganzen 
Summe  der  Gröfsen  der  Bewegung,  die  dem  Systeme,  parallel 
mit  den  drei  Coordinatenaxen,  mitgetheilt  worden  sind,  angeben* 
Ich  setze  noch  in  den  Gleichungen  (5)  die  Formeln  (8) 
an  die  Stelle  von  dx^  dy,  8z  j  und  finde  daraus 

2m{xb  —  ya)  =  2m{xB — y^y  1 
2mlza  —  xc)  =  2m{zJ  —  xC),    i     (12) 
2m(yc—  zb)  =  2m(jC—zB),    ) 

woraus  hervorgeht,  dafs  bei  den  plötzlichen  Aenderangen  der 
Geschwindigkeit,  die  Momente  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller 
Punkte  eines  völlig  freien  Systems,  in  Beziehung  auf  eine 
-beliebige  Axe,  dieselben  bleiben,  welcher  Lehrsatz  noch  be- 
steht, wenn  das  System  einen  oder  mehrere  feste  Punkte  ent- 
hält, sobald  diese  Punkte  in  der  Axe  der  Momente  liegen. 

Nimmt   man  an,    dafs    diese    Gleichungen  (12)   dem  An- 
fange der  Bewegung  entsprechen,  so  dafs  man 
dx  dy  -       dz  ^_ 

57  "^  ^'    d7  ~     ^    dt  ~ 
für  ^  =  0  hat,  und  verlegt  man,  wie   im  vorhergehenden  ^.^ 
den   Anfangspunkt  der  Coordin^ten  in  den  Schwerpunkt   des 
Systems,    den  man   als   völlig  frei    annimmt,   so   gehen  diese 
Gleichungen  in  folgende  über: 

"^'"0'^  -  *'^)  =  ^'»(*'^— '^' 
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In  welchen  X^yn  ^/^  ^^^  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes m  in  Beziehung  auf  den  neuen  Aufangspunkt  der  Coor- 
dinaten sind*  Diese  Gleichungen  sind  die  der  anfänglichen 
Bewegung  des  Systems  um  seinen  Schwerpunkt,  und  da  sie 
die  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  dieses  Punk- 
tes nicht  enthalten  y  so  folgt  daraus  ^  dafs  diese  Umdrehungs- 
bewegung dieselbe  seyu  wird,  als  wenn  der  Schwerpunkt 
ein  fesler  Punkt  wäre  und  die  gegebenen  Geschwindigkeiten 
A^  A\..y  die  in  den  zweiten  TheÜen  enthalten  sind,  sich 
nicht  geändert  hätten,  welches  Resultat  mit  demjenigen  über- 
einstimmt, was  wir  schon  auf  andere  Weise  für  den  Fall  eines 
festen  Körpers  gefunden  haben  (f.  436). 

542. 
Ich   bemerke  noch,  dafs    die  Gleichungen   (11)  und  (12) 

auch  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (9)  abgeleitet  werden  kön- 
nen, indem  man  in  diesen  annimmt,  dafs  mX,  niY,  7nZ, 
m'X\  m'Y'j  uiZ'...  die  Seilenkräfte  der  mit  grofser  Inten- 
sität auf  die  Punkte  m,  m  u.  s.  w.  wirkenden  bewegen- 
den Kräfte  sind,  welche  in  einem  kurzen  Zeiträume,  den  ich 
durch  &  bezeichne,  gegebene  Grofsen  der  Bewegung  mA, 
tnBj  inC^  mji\  mB\  mC\..  hervorbringen  können« 
Denn  man  hat  hiernach 

r^Xdt  =  Ay      r^  Ydt  =  J?,      r^Zdt  =  C, 

und  wenn  die  Punkte  des  Systems  im  Anfange  der  Zeit  S* 
in  Ruhe  sind  und  rt,  6,  c,  a\  b\  c'...  die  Seitengeschwin- 
digkeiten ihrer  Geschwindigkeiten  am  Ende  dieses  Zeitraumes 
sind,  so  hat  man  auch 

für  den  beliebigen  Punkt  m. 

Multipllciert  mau  aber  die  erste  Gleichung  (6)  mit  dt 
und  integriert  alsdann  ihre  beiden  Tlieiie  von  t  zzz  o  und 
t  z=:  d^y  so  hat  man 

^^dt  =  2m  I      Xdt, 
0     dt^  J  o 

was,  nach  dem  Vorhergehenden,  mit  der  ersten  Gleichung 
(11)  zusammenfallt,  und  ebenso  ist  es  für  die  beiden  anderen 
Gleichungen  (6)  und  (11). 
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Vernachlässigt  mau  aufserdeni  die  Verrückuugeii  der  Puukle 
77t,  77z',  ni\...  während  der  Zeit  {^  und  betrachtet  daher 
ihre  Coordinaten,  während  der  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte 
als  constante,  so  findet  taan  aus  der  erstell  Gleichung  (9) 

=  ZmQc   r^  Ydt  —  y^  r^ Xdt\  , 

was  nichts  Anderes  als  die  erste  Gleichung  (12),  in  Folge 
der  Yorhergehendeii  Annahmen,  ist,  und  ebenso  findet/ man 
die  zwei  anderen,  Gleichungen  (12)  aus  den  zwei  letzten  Glei- 
chungen (9). 

543. 

Die  Zuwächse  der  Coordinaten,  welche  wir  in  J.  539 
angewandt  haben,  setzen  voraus,  dafs  die  Abstände  der  Punkte 
des  Systems  von  einander  und  von  dem  Anfangsptinkte  der 
Coordinaten  unveränderlich  sind;  ihre  Werthe,  durch  dt  di- 
vidiert, müssen  daher  mit  den  Seitengeschwindigkeiten  der  Ge- 
schwindigkeit, die  sich  auf  die  Elemente  eines  um  einen  festen 
Punkt  sich  frei  drehenden  festen  Köri^ers  beziehen,  zusam- 
menfallen, ein  Umstand,  dessen  Nach  Weisung  nicht  uninteres- 
sant ist. 

Zu  diesem  Ende  seyen  Ox^  Oy,  Oz  (Fig.  30)  die  Coor- 
dinatenaxen  und  Ol  die  den  Winkeln  A,  /e,  v  des  {.  539 
entsprechende  Axe,  um  welche  man  sich  das  System  um 
eine  unendlich  kleine  Gröfse  drehen  läfsL  Bei  dieser  Bewe- 
gung beschreiben  die  Punkte  des  Systems  ähnliche  Kreisbogen 
und  haben  alle  dieselbe  Winkelgeschwindigkeit.  Um  diese 
zu  erfahren,  ist  es  hinreichend,  die  eines  Punktes  K  zu  be- 
stimmen, der  z.  B.  auf  der  Axe  Oz  im  Anfange  des  x\ugen- 
blickes  dt  lag.  Für  diesen  Punkt  hat  man  aber  xz=i  o  und 
y  z=z  Of   was  die  Formeln  (8)  auf 

Sx  =z  ZB  co^  fi,     9y  =  —  z  e  cosly    Sz  =z  o 
reduciert.      Die   absolute   Geschwindigkeit    des   Punktes   K  ist  * 
daher . 

f/'dx^  +  öy^  +  Sz^  —  -^ ^  ^^^  ^ 
dT^  "~        dt       ' 

da    cos^A  -f"  ^®*  '^ fn  '\-  cos'^v  =z  i    ist.      Sein   Abstand   von 
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der  Axo  Ol  ist  t  tkiVy   daher   hat  man  -^  für  seine  Win- 

dt 

kelgeschwindigkeiti  welche  die  des  ganzen  Systems  ist. 

Bezeichnet  man  sie  durch  10,  so  hat  man  daher  «  c=  rndt^ 
und  wenn  man 

CO  cos  A  =  jf ,     (0  cos  /»  =  9,    Ol  cos  9/  =:  r 
setzt,    so  werden  die  Formeln  (8) 

welche  Resultate  mit  ^euen  des  (.  408  zusammenfallen  ^  wenn 
man  in  diesen  die  Richtungen  der  beweglichen  Axen  Ox,^ 
Oy,j  Oz,y  in  dem  Augenblicke ,  den  man  betrachtet,  für  die 
der  festen  willkührlichen  Axen  Oxy  Oy,  Ozy  nimmt. 

Man  bemerke,  dafs,  wenn  die  P^ben^  rnOz  zuerst  einen 
Winkel  rdt  um  die  Axe  Oz  beschreibt  und  die  Bewegung 
von  Ox  gegen  Oy  oder  in  dem  durch  den  Pfeil  s  angedeu« 
leten  Sinn  statt  hat,  man  die  Zuwächse  der  Coordinaten  x^ 
yy  Zy  des  Punktes  m  haben  wird,  wenn  man  in  den  Wer* 
then  von  dx^  dy^  Sz^ 

p  ssR  o  und   q  =L  o 
setzt.     Seine  drei  Coordinaten  werden  daher 

X  ^^  yrdty    y  -{-  xrdty   z. 

Wenn  nach  dieser  ersten  Bewegung  die  Ebene  mOy 
einen  Winkel  qdt  um  die  Axe  Oy  beschreibt,  indem  sie  sich 
von  der  Axe  Oz  gegen  die  Axe  Ox  bewegt,  so  erhält  man 
die  Zuwächse  der  Coordinaten  von  w,  wenn  man  p  =  0 
und  r=zo  in  den  Werthen  von  ixy  dy^  8z  ^  setzt  und  als- 
dann die  drei  vorhergehenden  Coordinaten  an  die  Stelle  von 
^^  y^  ^9  setzt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs,  nach  dieser  zwei- 
ten Bewegung,  die  Coordinaten  des  Punktes  m 

X — yrdt '{'  zqdt  f  y  -j-  xrdtj  z  —  {x — yrdt)qdt 
seyä  werden ,  und  die  dritte  reduciert  sich  auf  z  —  xqdt, 
wenn  man  das  unendlich  Kleine  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlässigt. Wenn  nun,  nach  dieser  zweiten  Bewegung,  die 
Ebene  mOx  einen  Winkel  pdt  um  die  Axe  Ox  beschreibt, 
indem  sie  sich  von  der  Axe  Oy  gegen  die  Axe  Oz  bewegt, 
so  findet  mau,  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der 
zweiten  Ordnung  vernachlässigt, 
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für  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  m,  am  Ende  der  dritten 
Bewegung,  welche  anfänglich  x,  yy  z  waren« 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  sich  ein  Punkt  771  all- 
mälich  um  drei  rechtwinklige  Axen  mit  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten Pf  qy  Py  während  gleicher  Zeiten,  dreht,  seine  end- 
liche Verrückung  dieselbe  seyn  wird,  als  wenn  er  sich,  wäh- 
rend eines  dieser  Zeiträume,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
^,  um  eine  einzige  Alte  gedreht  hätte,  die  mit  den  drei  ersten 

Winkel  einschliefst,  deren  Cosinus  —,-^y   —  sind. .    Diese 

w      (o       m 

Bemerkung,  rücksichtlich  der  drei  Umdrehungsgeschwindigkei- 
ten j[f,  gy  r,  die  man  die  Seitengeschwindigkeiten  der 
Geschwindigkeit  o)  nennt  {§.  407),  findet  auch  bei  den  Selleu- 
geschwindigkeiten  der  fortschreitenden  Bewegung  statt. 

Die  Zerlegung  der  Umdrehungsgeschwindigkeiten  geschieht 
nach  denselben  Gesetzen,  und  ist  in  denselben  Formeln  ent- 
halten, wie  die  der  fortschreitenden  Geschwindigkeit.  Geht 
man  von  dieser  Analogie  zwischen  diesen  zwei  Arten  der  Be- 
wegung aus,  so  kann  man  daraus  die  Identität  der  Zerlegung 
der  Momente  und  der  Kräfte  ableiten,  die  wir  (f.  281)  aus 
einer  ähnlichen  Analogie  zwischen  den  Projectionen  der  ge- 
raden Linien  und  den  Projectioneu  der  Oberflächen  gefun- 
den haben.  * 


IL     Allgemeioe   Gesetze   der   kleinen    Schwingungen. 

544. 
Unabhängig  von  den  fortschreitenden  und  drehenden  Be- 
wegungen, die  allen  Punkten  eines  beliebigen  Systems  gemein- 
schaftlich sind  und  bei  welchen  sich  ihre  Abstände  nicht  än- 
dern, giebt  es  noch  andere  Bewegungen,  bei  welchen  sich  die 
Körper  von  einander  entfernen  oder  einander  nähern.  Sind 
aber  ihre  Verrückungen  beständig  sehr  klein,  so  kann  man 
die  Aufgabe  auf  lineare  Gleichungen  zurückführen  und  nähe- 
rungsweise die  Coordinaten  der  Körper  als  Functionen  der 
Zeit  bestimmen.  Von  diesen  kleinen  schwingenden  Bewe- 
gungen hängen  sehr  zahlreiche  und  sehr  verschiedene  Erschei-, 
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niiugen    ab,    deren   allgemeine   Gesetze  wir  jetzt   untersuchen 
wollen« 

Sey  i  die  Anzahl  der  Körper  m,  nij  m"  u.  s.  w.  und 
V  die  Anzahl  der  Gleichungen  (2)  des  {.  531,  welche  die  He- 
dingungen  des  Systems  ausdrücken.  Die  Anzahl  der  Coor- 
dinaten  dieser  materiellen  Punkte  wird  Zi  seyn,  und  wenn 
man  3;  —  ^  =  /z  setzt,  so  bestimmen  die  Gleichungen  (2) 
eine  Anzahl  v  der  Coordinaten  als  Functionen  der  n  übrigen, 
oder  allgemeiner ;  alle  Coordinaten  können  vermittelst  dieser 
Gleichungen  als  Functionen  von  n  unabhängigen  Veränderli- 
chen bestimmt  werden.  Ich  bezeichne  durch  c^,  ß,  ^.  ••  die 
Anfangs  wer  the  dieser  n  Veränderlichen ,  und  durch  a  -[-  w, 
ß  'V  ^y  y  H"  ^  •  •  •  il>re  Werthe  am  Ende  der  Zeit  t  und 
nehme  an ,  dafs  die  Unbekannten  u^  v,  w,..  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  sehr  kleine  Gröfsen  sind.  Jede 
der  Coordinaten  der  Körper  wird  eine  gegebene  Function  von 
«  -f-  2^,  /?  +  ^,  y  -j-  «'...  seyn,  welche  aufserdem  die  Zeit  t 
enthalten  kann;  wenn  diese  Veränderliche  in  den  Gleichungen 
(2)  entwickelt  vorkommt.  Diese  Functionen  können  in  sehr 
convergierende  Reihen  entwickelt  werden,  die  nach  den  Po- 
tenzen und  Produkten  von  Uy  v,  w,..  geordnet  sind.  Ich 
bezeichne  diese  Ent Wickelungen  durch 
A?  =  p  -|-  au  -{^  6^  -}-  cii>  -{-  .... 

y  =z  pi  -}-  aiU  -f-  6if^'  -f"  ^1^  -f-  ••.. 

+  i  ^1  w^  +  i/i  ^^  +  i^i«^^+  J^i  wt^  +  *i  i^«^  +  ^1  i^^  +  •  •  • 
Ä  :?=  P2  +  ^2'^  +  ^2  ^   +  C2^  +  •••• 

+  ,62  W^  ^  t  y^  p2  -f-  i5*2^^  +Ä2  W*^  +  ^2  "^  +  4  <^^^  +  •  •• 

x'  ===p'  +  a  u  -f-  b' V  -}-  c  u>  +•••• 
+  h' uw  4-  /V«^ -{"••• 

y'  =  Pi  +  fl^i'w  +  W  *"  +  ciuf  +  .... 
+  ^2' *^  ^  4-  '2' ^  ^  "h  •  •  • 

u.  s.  w. , 
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MuA  nehme  an,  däfs  die  Gleidiungeii  (2)  das  Glied  t  nicht- 
entwickelt  enthalten,  in  welchem  Falle  alle  Coefücienten  der 
Potenzen  und  Produkte  von  u,  fy  iP...  iq  diesen  Reihen  ge- 
gebene Constanten  sind.  Hätte  das  System  eine  allen  Punk- 
ten gemeinschaftliche  fortschreitende  oder  drehende  Bewegung, 
so  mjifste  man  die  sich  daraus  ergebenden  veränderlichen  Theile 
ihrer  Coordinaten  in  den  ersten  Gliedern  p^  pi  ^  mitbegreifen. 
Zur  gröfseren  Einfachheit  werde  ich  aber,  annehmen,  dafs  dieser 
Umstand  nicht  statt  hat  und  diese  ersten  Glieder  ebenfalls 
gegebene  Constanten  seyn  werden.  Da  die  Seitenkräfte  der 
Kräfte,  die  auf  die  Punkte  m,  m',  7n\..  wii*ken,  gegebene 
Functionen  ihrer  Coordinaten  sind,  so  kann  man,  wenn  man 
in  iliren  Ausdrücken  die  Werthe  von  x^y...  substituiert,  sie 
alsdann  nach  Potenzen  und  Produkten  von  li,  Uy  ^,...  ent- 
wickeln.   Auf  diese  Weise  hat  man  daher 

J!C=P-f-^t^-j-J?t>  +  CtP  +  ... 
Y  =  Fl  ^  J^u  +  Bii^  +  Ciw  +  ... 

Z  =    P2   +    ^2^   +   ^2^   +    ^2«^  +  ... 

Z'  =Z    P2     +   jiiU    +   £2^   +    C2>+... 
U.  8.  W. , 

wo  die  ersten  Glieder  P^  Pi ,  u.  s.  w.  und  alle  Coefficienten 
u^,  ^1,...  gegebene  Functionen  von  p,  pi ,  u.  s.  w.  a,  6,... 
sind,  die  aufserdem  die  Zeit  t  enthalten  können,  "^enn  diese 
Veränderliche  entwickelt  in  den  Ausdrücken  der  gegebenen 
Kräfte  enthalten  wäre.  Wir  werden  annehmen,  dafs  dies 
nicht  statt  hat,  ,und  die  Gröfsen  P,  Pi,  u.  s.  w.  -^,  -^1,  u.  s.  w. 
als  gegebene  Coostanten  ansehen. 

545. 
Um  nun  die  Gleichung  (1)  des  §.  531  auf  die  Bewegung, 
die  wir,  betrachten ,  anwenden  zu  können ,  mufs  man  den 
unabhängigen  Veränderlichen  u,i^yW...  unendlich  kleine  Zu- 
wächse beilegen ," die  man  durch  Su,  ÖPy  Su>...  darstellt,  und 
alsdann  in  dieser  Gleichung  (l)  die  entsprechenden  Werthe 
von  Sxy  dyy  da  substituieren,  die,  wenn  man  die  unendlich 
kleinen   der  zweiten  Ordnung  vernachlässigt, 


-^7C= 
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ix  z=:  {a  -{*  eu  ^  hp  -j"  hw'\'..^du 
4-  (6  +  /t^  +  A  i^  +  /w'  +  ...)  dp 
+  (c  +  S^  ^  hu  ^  Ip  '\-  ...)  di*> 
•■^  •  •  • 

tf^'  =  (ai  +  «1 1*  +  hl p  r}-  hiw  -{-..^du 

+  (ei  +  5'!^  +  *i"  4"  'i*'  +  •••)  ^^ 
■  j  ■  •  f  • 

+    (^2    +    /2^   +   ^2**    +    /2«^   +  ..•)  ^^ 
+  (^'2  +   ^2^   +  h^Ü   +   /2t'   +   •••)  ^^ 
I  ■    •  •  • 

seyn  werden,  aus  ^Zeichen  Formeln  man  die  Werthe  von  dx\ 

dy\  8z    findet,    wenn   man   an   alle    Cönstanten   noch  einen 

Strich  oben  anhängt;   die  von  dx"j  dy*\  dz'\  wenn  man  zwei 

Striehe  anhängt  u'.s.w.  Hat  man  die  Substitution  dieser  Werthe 

von  dx  y  dy  u.  s.  w.  ausgeführt ,   so  setzt  man ,  in  dem  ersten 

Theile    der  Gleichung  (1),    den  Coefficienten    einer  jeden  der 

Gröfsen   Su^  dp^    Sw.,.y   welche  willkührliche  unabhängige 

Gröfsen  sind,  gleich  Null.     Auf  diese  Weise  hat  man 

r"  /ci'^x  \ 

2m\    (t-j — Xl  (a -\- eu -^  hv  •{- kw  •{• .,.) 

+  (j^— Y)(ai  +«1» +  /'!♦'  + *!«'  +  ...) 

+  (j^  —  Z^(a2  +  e2  u+hiV  +  htv +  ...)]  =  0 

^  —  Zj  (6»  +/2V  +  lizU-^-lzw  + ...) J  =  o 

+    \JJ2  —  Zj  (r2-f^2<^4-i2W+  /2t^  +  ...)J=0 
li.  8.  w. 
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wo  sich  die  Summen  Z  immer  auf  alle  Punkte  m,  m\  m'... 
des  Systems  erstrecken« 

Es  müssen  nun  noch^  in  diesen  Gleichungen,  an  die  Stelle 
yon  Xy  y  u.  s.  w.  JT,  Y  u.  s.  w.  ihre  vorhergehenden  Werthc 
gesetzt  werden.  Ist  dies  geschehen,  so  vernachlässigt  man, 
bei  einer  ersten  Annäherung,  die  Quadrate  und  Produkte  von 
u,  Pf  w.M.y   ebenso   wie  die   Produkte   dieser  Unbekannten 

und  ihre  Differentialcoefficieiiten  -7-^,  --^,  ——  u.s.  w.,  die 

ebenfalls  beständig  sehr  kleine  Gröfsen  sind«  Hieraus  ergeben 
sich  alsdann  n  lineare  Gleichungen  mit  constanten  Coefficien- 
ten,  die  wir  durch  (a)  bezeichnen,  und  von  welchen  jede 
die  Forrii 

haben  wird ,  wo  die  Coefficienten  Dj  Ej  F  ^.  s.  w.  G,  H,  K 
U.S.W,  ebenso  wie  die  Gröfse  Q,  gegebene  Functionen  der 
beständigen  •  Gröfsen,  die  in  den  vorhergehenden  Werthen  von 
X j  y**.  Xf   Y* . •  vorkommen ,  bezeichnen. 

Hat  man  die  Näherungswerthe  von  11  ^  pj  ^,...  vermit- 
telst dieser  n  Gleichungen  bestimmt,  so  substituiere  man  sie  in 
die  Glieder  der  vollständigen  Gleichungen,  die  man  bei  dieser 
ersten  Annäherung  vernachlässigt  hat;  die  daraus  entstehenden 
neuen  Gleichungen  sind  darin  von  den  ersten  verschieden, 
dafs  ihre  zweiten  Theile,  statt  beständig  zu  seyn,  bekannte 
Functionen  von  t  sind.  Hieraus  findet  man  andere  noch  mehr 
genäherte  Werthe  von  u^  u^  w...  und  so  kann  man  die  all- 
mälichen  Annäherungen  fortsetzen.  Wir  beschränken  uns  auf 
die  erste  Annäherung,  nach  dem  bei  diesen  Fragen  gewöhn- 
lichen Gebrauche.  Ist  die  Anzahl  der  materiellen  Punkte"* m, 
7n\  m"y...  unendlich  grofs,  so  verwandeln  sich  die  Gleichun- 
gen {a)  in  partielle  Differentialgleichungen,  die  allen  Punkten 
des  Systems  gemeinschaftlich  sind  und  deren  Zahl  der  der 
Unbekannten^  Uy  p,  w..,  gleich  ist.  Dies  hat  man  z.B.  bei 
der  Aufgabe  der  schwingenden  Seilen  gesehen  $.  483),  wo 
die  Zahl  dieser  Unbekannten  drei  ist,  welch^  die  Verrückun- 
gen   eines    beliebigen  Punktes   der  Saite  nach  drei   rechtwink- 
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ligeu  Richtungen  bezeichnet ,  und  deren  Wertht  von  d^il  drei 
partiellen  DiiFerentialgleichungen  ^  die  in  Beziehung  auf  t  von 
der  zweiten  Ordnung  sind;  abhängt. 

546. 
Da  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (a)  und  die  in 
den  ersten  vorkommenden  Coefficienten  beständige  Gröfsen 
sind,  so  kann  man  immer  machen ,  dafs  diese  zweiten  Glieder 
verschwinden ;  wenn  4nan  jede  der  Unbekannten  u^  v^  $i> 
u.  s.  w.  um  eine  leicht  zu  bestimmende  constante  Giöfse  ver- 
mehrt. Ohne  die  Allgemeinheit  der  Frage  zu  beschranken, 
können  wir  daher  annehmen ^  dafs  man,  in  jeder  der  Glei- 
chungen {a)j  Q  =  o  hat;  was  darauf  zurück  kommt;  dafs  die 
Anfangswerlhe  a,  ß,  y.*.  der  n  unabhängigen  Veränderlichen 
dem  Zustande  des  Gleichgewichtes  des  Systems  entspredien; 
von  welchem  man  es  entfernt  hat,  indem  man  die  Punkte 
77>;  m';  m\..  um  noch  so  wenig  verrückt  und  ihnen  sehr 
kleine  Geschwindigkeiten  mitgetheilt  hat.  Da  diese  Yer- 
rückungen  und  Geschwindigkeiten  mit  den  Verbindungen  der 
Punkte  des  Systems  vereinbar  seyn  müssen ;  so  sind  nicht 
die   Anfangswerlhe   der   Coordinaten   x^y  u.  s.  w*   und   ihrer 

dx    dy 
ersten  DifferentialcoefBcienten  --77 ,  -7- ...  in  jedem  Falle  will- 

at     dt 

kührlich  gegeben;  sondern  nur  die  Anfangswerthe  der  unab- 
hängigen Unbekannten  Uj  Pf  w...  und  ihrer  Differentialcoeffi- 

du    dif    d(v 
cienten  -r— ,  -;— ,  -r-««» 
dt'  dt     dt 

Man  leistet  den  Gleichungen  (a),  die  keine  zweiten  Theile 
haben  sollen;    Genüge ;   wenn  man 

w  =  iZiV  sin  (^V^J"—  r)     ^ 

V  =  Ä  iV^'isin  {t  yfj—  r)      l  (6) 

«;  ^  RN"  sin  {t  >rr—  r),J 
setzt;  wo  R  und  r  willkührliche  Constanten  sind;  von  welchen 
die  zweite  positiv  und  kleiner  als  n  gedacht  tverden  kann^ 
wahrend  p,  Nj  N\  iV"...  beständige  Gröfseni  bezeichnen; 
die  bestimmt  werden  sollen.  Die  Substitution  dieser  Wertho 
von  Uy  p,  w  ,.*  in  die  Gleichungen  (a)  giebt  offenbar  eine 
Anzahl  n  Gleichungen  von  der  Gestalt 


i       I 
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Eliminierr  man  aus  denselben  n  —  1  von  den  Gröfsen  Nj 
iV',  iV"...,  80  verschwindet  zugleich  die  /jte,  und  man  hat, 
um  Q  zu  bestimmen^  eine  Gleichung  des  Grades  /i,  die  ich  durch 

A  ==  o 

bezeichne.  Aufserdem  sind  die  Werthe  der  n  —  1  von  den 
Gröfsen  iV,  N\  N"...y  z.B.  die  Werthe  von  JV',  iV"..., 
die  man  aus  diesen  Gleichungen  findef,  rationale  Brüche  vom 
Grade  n  in  Beziehung  auf  g,  die  einen  gemeinBchaftlichen 
Nenner  haben  und  alle  durch  die  unbestimmt  bleibende  Gröfse 
N  multlpliciert  sind.  Setzt  man  diese  Gröfse  dem  gemein- 
schaftliclien  Nenner  gleich,  so  werden  die  n  Gröfsen  iV,  N', 
j^''...  symmetrisch  durch  Polynomien,  die  in  Beziehung  auf  q 
vom  nten  Grade  sind,  ausgedrückt.  Wdgen  der  linearen  Ge- 
stalt der  Gleichungen  (a)  wird  man  ihnen  aber  nicht  blos 
durch  die  vorhergehenden  Werthe  von  i/,  f^,  ^...^  die  sich 
auf  jede  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  A  =  o  beziehen,  Genüge 
leisten,  sondern  auch,  wenn  man  für  z/,  i^,  w,,.  die  Summen 
aller  dieser  besonderen  Werthe  setzt,  in  welchen  mau  die  Con- 
stanten R  und  r  zu  gleicher  Zeit  mit  der  Wurzel  von  A  =  o 
ändern  kann.  Nennt  man  daher  ^,  qi^  ()29**«  ^i^  Wurzeln 
dieser  Gleichung  und  bezeichnet  durch  iV,  JVi ,  iV2,...  die 
entsprechenden  Werthe  von  JV,  durch  iV',  Ni,  iN72'...  die  von 
iV'  u.  s.  w. ,  so  kann  man  den  Gleichungen  (a)  vermittelst 

u=:RN  sin  {tV^Q'—r)-{'  BiNi  sin  (^V^^  — 0)  +  ...] 
V  =  BN' sm{tV^'^—  r)-\'  RxNi  sin  (^  V^ßi  —  ri)+ ...  )>  (c) 

«^==  RN"  sin  (^  W— /O+^i^i"  8iü  {iV^ol  —  ri)  +  ...J 
u.  s.  w. 

Genüge  leisten,  wo  R,  Ri,  j?2y*  ^9  ^ly  ''2>«*«  willkülirliche 
Constanten  sind ;  und  da  ihre  Anzahl  2  n  ist,  so  folgt  daraus, 
dafs  diese  Formeln  (c)  die  n  vollständigen  Integrale  der  Glei- 
chungen (a)  seyn  werden,  von  welchen  jede  von  der  zweiten 
Ordnung  ist. 

In   ledern    Falle    kann    man    die   Werthe^  von  R  cos  r, 
-Bi  cos  Ti ,  ,..  R  sin  r,  Ri  sin  r^,  ..•  vermittelst  der  für  tzzzo 

du     dp    dw 

gegebeneu  Werthe  der  2n  Gröfsen  UjP^  w**\  -r-,  -r-,  -r: 

at      dt    Kit 
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bestimmeo.  Da  alle  diese  Werth«  sehr  klein  seyn  sollen ;  so 
sind  es  die  von  22,  Ru  i?29***  ebenfalls.  Wenn  daher  alle 
Wurzeln  g,  Qiy  Q2y*  der  Gleichung  A  =  o  reell  und  positiv 
sipd^  so  sind  die  als  Functionen  von  t  gegebenen  Wertlie  von 
Uf  P,  w...  periodisch,  und  bleiben,  w^ie  vorausgesetzt  wurde, 
vrährend  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  sehr  klein.  Sind 
aber  eine  oder  mehrere  dieser  Wurzeln  imaginär  oder  negativ, 
so  gehen  die  ihnen  entsprechenden  Glieder  der  Gleichungen 
(8),  vermöge  der  bekannten  Formeln,  in  Exponentialgröfsen 
über,  und  wachsen  unbegranzt«  So  klein  daher  alsdann  die 
Werthe  von  u^  p,  w...  am  Anfange  der  Bewegung  seyn  mö- 
gen, SQ  werden  sie  zuletzt  beträchtlich  grofs  werden,  und  als- 
dann können  die  Formeln  (c)  die  Näherungsweiihe  dieser  Un- 
bekannten nur  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  darstellen. 
Im  ersten  Falle,  den  wir  besonders  betrachten  wollen,  ist 
der  Zustand  des  Gleichgewichtes,  von  welchem  das  System 
ein  wenig  entfernt  worden  ist,  ein  dauernder  Zustand;  im 
zweiten  Falle  ist  dieses  Gleichgewicht  nicht  dauernd,  wenig- 
stens in  Beziehung  auf  die  anfänglichen  Störungen,  für  welche 
die  Goefficienten  J3,  R^y  22^2 •••  ^^^  unperiodisclien  Glieder 
nicht  gleich  Null  sind« 

547. 

Wenn  alle  Goefficienten  i?,  i7i,  i?2***f  ^®n  ersten  z.B. 

ausgenommen.   Null  sind,   so  reducieren  sich  die  Formeln  (c) 

auf  die  Formeln   (&).      Vernachlässigt  man   die  Quadrate  und 

Produkte  von  Uy  v,  w*..y   so  hat  man  daher  einfach  (f.  544) 

Ar  =  p  +  (aiV  +  6iV'+ciV"+...)Äsin(^V"^— r) 
j=pi-f(aiJV+6iiV"+ciJV"  +  ...)Äsin(^V^^— r) 
z  =p2  +  {a2N+b^N'  +  c^N"'  +  ...)  Äsin(//7— r) 

x'  =  p  +{a'N  +  b'N'  +c'N''  +...)Rüxi{tyrT—r)  ^  ^^ 
y '  =pi'+  («i'iV+  h;  N'^  c/iV"+ . . .)  Ä  sin  {tyTQ  —  r) 

z'=zpc^  +  {a2N'\'bclN'±c^N''+...)RAn{t\rQ  —  r) 

Da  die  ersten  Gliederp,  fi,...  ebenso  wie  die  Goeffi- 
cienten der  zweiten  Glieder,  constant  sind,  so  folgt  daraus, 
dafs  in  diesem  Falle  alle  Punkte  des  Systems,  nach  der  Rich- 
tung  einer   jeden  ihrer  Coordinaten ,    Schwingungen   von  glei- 
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eher  Dauer  und  beständiger  Weile  machen  werden  ^  deren 
Dauer  für  alle  diese  Körper  uhd  nach  allen  Richtungen  die- 
selbe und  gleich  -7=^-'  seyn  wird. 

Das  Verhältnits  der  Weiten  für  zwei  verschiedene  Punkte 
oder  Richtungen  wird  bestimmt  seyn  und  von  der  Beschaf- 
fenheit des  Systems  und  der  Wurzel  g  der  Gleichung  Arno 
abhängen.  Ihre  vom  Factor  R  abhängende  absolute  Gröfse 
wird  wiUkührlich  seyn  und  auf  die  Dauer  der  Schwingungen 
keinen  Einflufs  haben.  Alle  Körper  kommen  zu  gleicher  Zeit 
zu  ihrer  Gleichgewichtslage  zurück,  die,  nach  der  Voraus- 
setzung (f.  5  46),  u=zo^  pzzzOy  ^  =  0...  oder  A?  =  p,  y  =:/7, ... 

r 

entspricht;  die  erste  Rückkehr  hat  am  Ende  der  Zeit  i=:--^ 

Statt ^  welche,  ebenso  wie  jR;  von  ihrer  anfänglichen  Ver- 
rückung  abhäpgt.  r 

Ein  System  von  materiellen  Punkten,  bei  welchem  die 
Verbindung  dieser  Punkte  eine  Anzahl  n  der  Veränderlichen 
unabhängig  läfst  und  das  man  um  noch  so  wenig  vom.  Zu- 
stande des  Gleichgewichtes  entfernt,  kann  n  Bewegungen  an- 
nehmen, die  der  vorhergehenden  ähnlich  sind  und  den  ri  Wur- 
zeln der  Gleichung  A  =  o  entsprechen.  Aufserdem  können 
iia  Folge  der  Formeln  (c)  und  der  entsprechenden  Werthe 
der  Coordinaten  j;  ,  y , . . .,  alle  diese  kleinen  Bewegungen  oder 
blos  einige  derselben  zu  gleicher  Zeit  in  diesem  Systeme  statt 
haben,  und  umgekehrt,  wie  auch  die  anfängliche  Verrückung 
beschafien  sey,  so  kann  man  immer  die  Bewegung  eines  jeden 
dieser  Punkte,  parallel  mit  jeder  Coordinatenaxe ,  in  n  oder 
weniger  als  n  einfache  Schwingungen  zerlegen,  wie  diejenigen 
sind,    welche    den  Gleichungen   (d)   entsprechen,    deren   von 

2  TT       2n 
der  anfänglichen  Verrückung  unabhängige  Dauer  --p^f  -     _^ , 

2^  .  .        V  e    V  PI 

:,...   seyn    wird.     Wenn   diese   verschiedenen  Zeiträume 


alle  commensürabel  sind,  so  kommt  das  ganze  System ;  am 
Ende  eines  jeden  Zeitraums,  der  dem  längsten  gleich  ist,  auf 
denselben  Zustand  zurück.  Dies  hat  z.  B.  bei  der  Bewegung 
dier  schwingenden  Saiten  statt,  und  hat  nicht  statt  bei  der 
transversalen  Bewegung  der  elastischen  Stabe  (f.  490  u.  525). 
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lo  diesem  allgemekieii  Lehrsätze  besteht  das  Princip  der 
Coexistenz  der  kleinen  Schwingungen.  Es  hat  auch  noch 
Blatt,  wenn  die  Anzahl  der  Punkte  m,  m',  m"...  des  Systems 
unendlich  grofs  ist.  Die  Anzahl  der  einfachen  Schwingungen, 
die  alsdann  möglich  sind,  kann  ebenfalls  iinendlidi  seyn,  ihre 
Dauer  und  die  Verhältnisse  ihrer  Weiten  sind  nichts  desto 
weniger  bestimmte  Gröfsen.  Bei  der  transTersalen  Bewegung 
einer  gespannten  Saite,  deren  Länge,  Gewicht  und  Spannung 
/,  p  und  17  sind,  kann  die  Dauer  der  einfachen  Schwingun- 
gen nur  die  Grofse  2  /^  L^    oder  ein  aliquoter  Tlieil  dieser 

Grüfse  seyn,  insofern  g  die  Schwere    bezeichnet,   und,  nach, 
der   Formel  (et)   des    {.  489 ,    verhalten   sich    die  Weiten   der 
Schwingung,     die    einem    beliebigen    aliquoten   Theile    i    ent- 
spricht, für  die  Punkte  der  Saite,  deren  Abstände  von  einem 

der  Endpunkte   derselben   x   und  x'  sind,    wie   sin  —-. —    zu 


.    mx 
sm 


» 


/  548. 

Wenn  die  Punkte  m,  7n\  w"...  in  einem  widerstehen- 
den Mittel  schwingen,  so  enthalten  die  Seitenkräfte  Xf  Y,... 
der   sie   treibenden  Kräfte    in    ihren   Ausdrücken   die   Seiten- 

d  X     rfi' 
geschwindigkeiten  -r— ,   -j^  . . .    der   Geschwindigkeiten    dieser 

dt      dt 

Körper.      Ist  der  Widerstand  des  Mittels   dem  Quadrate  oder 

einer   höheren    Potenz   der   Geschwindigkeit    proportional,    so 

hat  sie   auf  die   Bewegung  des  Systems,   bei  dem  Grade  von 

Annäherung,  mit  welchem  wir  uns  begnügen,  keinen  Einilufs, 

du^     dv^     duf^ 
weil  die  Glieder  -t-t;  t   i-^i    -?— ^•••>    ^iö    sich    daraus    in 

dt^     dt^     dt^       ' 

den  Ausdrücken  X,  T^,...  ergeben  würden,  von  demselben 
Range,,  wte  die  vernachlässigten  Gröfsen  sind.  Sind  aber  die 
Bewegiingen  der  Punkte  /n,  m',  m*\..  nicht  sehr  schnell,  so 
mufs  mah,  wie  im  Falle  der  sehr  kleinen  Schwingungen  eines 
einfachen  Pendels  (^.  187),  den  Widerstand  der  ersten  Potenz 
der  Geschwindigkeit  proportional  setzen,  welche  Annahme  in 
die  Ausdrücke   X,   Y,...  und  daher  in   die   Gleichungen  (a) 

Glieder  einfuhrt,   die   mit    -r-^    -f^»   -r-»»«  multipliciert  sind, 

dt'    dt'   dt  ^ 

die  man  nicht  vernachlässigen  darf. 
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Diese  GleicliUDgen^  welche  ich  durch  (e)  bezeichne ^  haben 
alscLinn  die  Gestalt 

dt^  ^      dt'^  ^       dt^   ^ 

+  Gu  +  Hv  •{■  Kw-J^  ....  \  (e) 

wo  D%  JE'f  F'  11.  8.  w.  ebenfalls  constante  Coefficienten  sind, 
die  der  Dichtigkeit  des  Mittels  proportional  sind,  und  im  All- 
gemeinen, im  Verhältnifs  zu  denjenigen,  die  im  ersten  Theile 
vorkommen,  sehr  klein  sind. 

INIan  leistet  aber  diesem  Systeme  von  Gleichungen,  ver- 
mittelst der  mit  Exponenlialgröfsen  multiplicierten  Formeln  (b) 
Genüge,  d.h.  indem  man 

u  =  RN  sin(/>r^— Oe-**^      ) 

*.  =  iIiV'6ln(/>r^— r)a"--''     >         (/) 


—  »  / 


f 


w  =  -ff  iV"sin(/V^p  —  r)e 
u.  s.  w. 

setzt,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  und 
Ol,  o}\  Ol"«.,  constante  und  sehr  kleine  Gröfsen  bezeichnen« 
Ich  vernachlässige  ihre  Quadrate  und  die  Produkte  aus  diesen 
Unbekannten  in  die  Coefficienten  D%  E\  F\.*.  Da  die 
Werthe  von  u^  if  y  ^  •••  schon  den  Gleichungen  {e)  ohne 
zweite  Theile  Genüge  leisten,  wenn  man  die  Exponentialgröfsen 
unberücksichtigt  läfst,  so  giebt  ihre  Substitution  in  die  Glei- 
chungen {e)  eine  Anzahl  n  von  Gleichungen,  die  tn  der  Form 

enthalten  sind,  woraus  man  die  Werthe  der  n  Unbekannten 
(0,  ft)^  (o"  u.  s.  w.  findet. 

Diese  Werthe  sind  positiv,  weil  die  Wirkung  des  Wi- 
derstandes eines  Mittels  darin  besteht,  dafs  sie  allmälich  die 
Weiten  der  Schwingungen  vermindert«  Diese  Verminderung 
ist  für  die  verschiedenen  unabhängigen  Veränderlichen  Uy  PyW*.. 
mehr  oder  weniger  schnell ;  sie  hängt  auch  von  der  Wurzel  q 
der  Gleichung  A  =  o  ab,  die  in  den  Werlhen  von  N,  N\ 
N'\..  vorkommt,  so  dafs  die  Weilen  der  einfachen  Schwin- 
gungen,   welche    das  System   annehmen   kann,  nicht   alle   mit 

22* 
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derselben  Geschwindigkeit  abnebmen.  Der  Widersland  des 
Mittels  bat  übrigens  keinen  Einflufs  auf  die  Dauer  \  einer  je- 
den Art  von  Schwingung,    welche  immer  für  die  der  Wurzel 

Q    enttfprecheiide    -yr-  seyn   wird.     Nimmt   n^an    die  Summen  ^ 

der  Foiweln  {f)  in  Beziehung  auf  alle  Wurzeln  der  Glei- 
chung A  =  o,  so  h^t  man,  wiie  früher,  die  allgemeinsten 
Werthe  von  w,  i^,  «^  u.  s.  w. 

549. 

Aus  dem  Principe  des  f. 547  folgt,  dafs,  wenn  die  Punkte 
des  Systems  so  mit  einander  verbunden  sind,  dafs  mir  eine 
unabhängige  Veränderliche  übrig  bleibt,  sie  nur  eine  Art  von 
Schwingungen  machen  können ,  für  welche  die  Dauer  und 
die  Verhältnisse  der  auf  alle  verschiedenen  Körper  bezüglichen 
Weiten  von  den  sie  treibenden  Kräften  und  der  Natur  des 
Systems  abhängen.  Dieser  Fall  hat  z.  B.  bei  der  Bewegung 
zweier  materieller  Punkte  m  und  m'  stall,  die  mit  einander 
durch  einen  Faden  von  beständiger  Länge  verbunden  sind,  und 
sich  auf  gegebenen  krummen  Linien  bev/egen  müssen« 

Wenn  dagegen  die  Punkte  fn,  rn',/n",..  nicht  unter  ein- 
ander verbunden  und  nicht  gezwungen  sind,  auf  gegebenen 
Oberflächen  oder  krummen  Linien  zu  bleiben ,  was  nicht  v'er- 
hindert,  dafs  sie  ihren  wechselseiligen  Anziehungen  oder  Ab- 
stofsungeii  und  ähnlichen  nach  festen  Punkten  gerichteten  Kräf- 
ten unterworfen  sind,  so  sind  alle  ihre  Cöordinalen  unabhän- 
gige Veränderliche,  und  in  diesem  Falle,  dei*  das  Umgekehrte 
des  vorhergehenden  ist,  ist  die  Aüzahl  der  einfachen  Schwin- 
gungen, die  statt  haben  können,  das  Dreifache  von  dem  die- 
ser materiellen  Punkte.  Dies  findet  wirklich  bei  der  Aufgabe 
des  §.  534  statt,  die  sich  auf  die  sehr  kleine  Bewegung  eines 
Punktes  ttl  bezieht,  den  man  sich  als  völlig  frei,  und  Kräften, 
die  nach  vier  festen  Punkten  gerichtet  sind,  unterworfen,  denkt. 

Um  noch  ein  Beispiel  von  der  Anwendung  des  vorher- 
gehenden Princips  zu  geben,  betrachte  man  die  kleinen  Schwin- 
gungen eines  schweren  materiellen  Punktes  rn  auf  der  Ober- 
fläche eines  EUipsoids,  dessen;  eine  Axe  vertical  ist.  Sey  2  c 
die  Länge  dieser  Axe,  2a  und  2b  die  der  zwei  horizontalen 
Axen,  und  daher 
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—    4-  -2^    4-    l!  — 

die  .Gleichung  der  Oberfläche  ^  wenn  der  Anfangspunkt  der, 
Coordlnaten  in  ihrem  Mittelpunkte  ist.  Verlegt  man  diesen 
Anfangspunkt  nach  dem  tiefsten  Funkte,  und  sind  die  po- 
sitiven z  von  unten  nach  oben  gerichtet,  so  mui's  man  C  —  z 
an  die  Stelle  von  z  in  diese  Gleichung  setzen.  Da  man  an- 
nimmt, dafs  die  Schwingungen  des  Körpers  auf  beiden  Sei-* 
ten  dieses  tiefsten  Punktes,  sehr  klein  sind,  so  ist  dies  bei 
den  horizontalen  Abscissen  x  und  y  von  ni  ebenfalls  der  Fall 
und  die  verticale  Ordinate  z  wird  im  Verhältnis»«  zu  x  und 
y  sehr  klein  seyn.  Vernachlässigt  man  das  Quadrat  von  z^ 
nachdem  man  c  -^  2  an  die  Stelle  von  z  gesetzt  hat,    so  hat 

man  alsdann 

cx^   ^.     cy^ 

und  wenn  man  fi  und  k  die  Krümmungshalbmesser  der  zwei. 
Hauptschnitte  der  Oberfläche  nennt,  die  sich  auf  ihren  tiefsten 
Funkt,  oder  x  z=:  o  und  y  z=:  o  beziehen,  so  findet  man  daraus 


c  e 


In  dieser  Frage  kommen  zwei  unabhängige  Veränderliche 
vor,  nämlich  x  und  y]  daher  kann  der  Körper  nur  zwei 
Arten  von  ^ein fachen  ScliAvingungen  ausführen  und  seine  all- 
gemeinste Bewegung  folgt  aus^  der  Coexistenz  dieser  zwei  be- 
sonderen Bewegungen.  Es  ist  aber  einleuchtend,  dafs,  wenn 
man  den  Körper  von  dem  tiefsten  Funkte  des  EUipsoids,  in 
dem  Schnitte,  dessen  horizontale  Axe  2a  ist,  entfernen  und 
ihm  eine  in  der  Ebene  dieses  Schnittes  gerichtete  Geschwin- 
digkeit miltheilen  würde,  er  während  der*  ganzen- Bewegung  • 
nicht  aus  dieser  Ebene  heraustreten  würde.  Bezeichnet  man 
durch  g  die  Schwere,  &o  wäre  alsdann  die  Dauer  dieser  klei- 

nen  Schwingungen  2  71  y   ,  wie  die  des  einfachen  Fendels, 

g  .  -         . 

dessen  Länge  /(   ist   (^*  183),  und  in  einem  beliebigen  Augen- 
blicke hätte  man  / 

X  =.  R  t:\vi\t  y  L   —  r\\    y  z=.  o, 
wo  i?  und  r,  wie  vorher,  zwei  willkühi*liche  Gonstauten  sind. 
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In  dem  Falle,  wo  die  kleinen  Schwingungen  in  der  Ebene 
des  Schniltes  statt  Laben ,  dessen  horizontale  Axe  2  b  ist,  wäre 

ihre  Dauer  2n  y    ^^    und   man   hätte  in   einem   beliebigen 

Augenblicke  

^  =  o,     ^  =Ä'sin(*A^£-  r'), 

wo  R'  und  r'  ebenfalls  zwei  willkührliche  Coustanten  sind. 
Die  allgemeinsten  Werth«  von  ät  und  jf  sind  daher  die  Sura- 
men dieser  besonderen  Werthe ,  d.  h. 

^=/Zsin(  A^|-r),     y  =  R's\n{tf/^^ry 

Um  die  vier  willkührlichen  Constanten  /?,  Ä'  r,  r',  zu 
bestimmen,  sey,  im  Anfange  der  Bewegung, 

dx  ,      dy  , 

hieraus  ergiebt  sich 

Ä  sin  r  =  —  p,       Ä'  sin  r'  =  —  q 

ü  cos  r  =  />'  //'I,    R'  cosr'  =  9'  /^. 

g  g 

Wenn  man  daher  die  Werthe  von  h  und  Jk  berücksichtigt, 
so  hat  man,  in  einem  beliebigen  Augenblicke, 


X  z=  p  cost 


Ist    a  z^  b  z:z  Cf   so    müssen    diese  Formeln   mit  denen 
des  §.  207  zusammenfallen ,  wenn  man ,  wie  in  diesen , 

X  z=z  aS-  cos  1^ ,     y  =  a  ^  sin  ^ 
setzt. 

Sie  werden  nemlich  alsdann 
a  ^  cos  v^  =  p  cos  ^  /^  £.  -f"  P'  r    —  sin  ^  l^  JL 

a  g  a 

ad-sinyjzziqcost  y    ^  +  q    y    ^  sin  t  y    L  . 

a  g  <* 

In  diesem  $•  wurde  aber 
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^^  ^^^       ^  / — 

für   t  :=•  o  gesetzt,    was  erfordert,    dafs  mau 

p=:auy     p*  =  o,     q=o,     q    -=,  ßyT'^ 
iiiiuuU.    Hieraus  ergiebt  sich  also 

d-  cos  tfj  z=z  cc  cos  t  y^  iL ,     d-  miip  ziz  ß  sin  /  f/^  Jl , 

a  a 

woraus  mau 

^«  =  i(«2  +  /?«)+i(a2— /J2)cos2^/^f., 

a 

a  laug  rj)  zz:  ß  taug  /  ^^  A , 

a 

wi«  in  dem  angeführten  ^.,  findet.      , 

550. 
V  Mau  nehme  nun  an ,    es  seyen  im  Allgemeinen 
u  =:   Uj     u  1=:  f^j     w  =1  TV  u.  8.  w. 
die  Werlhe  der  unabhängigen  Veränderlichen  in  einem  belie- 
bigen Augenblicke,  wenn  man 

U  Z=.   Uly      %>    Z=.   Vxy      Uf    I=Z   iPi  ... 

du  du  div 

rfF=""  rf7  =  *'"   dr  =  '^'- 

iui  Anfange  der  Bewegung   hat.      Man  habe  aucli^  in  einem 
beliebigen  Augenblicke, 

u=  V\    P  z=z  V\    w  =  W\.., 

wenn  mau 

U  Z=Z  Ui  y       f/  ==  f/i',       ^  z=  «^1 ... 

du  ,       dp  ,       du^  , 

rf7  =  ""    dl  =  *'r    rfl  =  «''••• 

für  t  =  o  hat  u.  s.  w.    Ich  behaupte  uun ,  dafs  man  am  Ende 
einer  beliebigen  Zeit  t 

u=  U  ^  V  -^  U"  -^  ...     \ 

„  =  F  +  V  +  V"  +  ...  f         C?) . 

wz=.w ^  fv'-\-  rv"-\-... ) 

u.  s.  w. 
haben  wird^   weun  man,  im  Anfange  der  Bewegung, 


II.    8.   W* 
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U  ZU  Ui    -|-   Ui     -j-  Wj"    -!"••• 

p  =  ^1  +  ^i'  +  ^i"  "!"••• 

w  z=:  wi  '^  W\   +  ^i"  +  •  •  • 

— -  =   t/,,   +  Uf    -f-  w,    +... 
-j-   =   i^,   +   V,     +    P,     +  . . . 

—  =  ^i;,  +  ^,   +  ^/    +••• 


setzt. 


Denn  vermöge  der  ersten  Annahmen ,   die   man  über  die 

^    ^  ,  rff^     dv     dw 

Anfangswertlie  von  w,  v,  ^...-r-,    ^— ,   -r—u, s.w.  gemacht 

a^      dt      dt 

hat,  genügen  die  Formeln  (g*)  offenbar  für  ^'=  o  diesen  letz- 
ten Gleichungen.  Da  aufserdem  die  besonderen  Werlhe  von 
u  9  p ,  ^ , . . . ,  der  Annahme  gemafs  y  den  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  Genüge  leisten ,  so  werden  ihnen  ihre  Summen 
oder  die  Formeln  {g)  ebenfalls  Genüge  leisten ,  da  diese 
Gleichungen  linear  sind  und  keine  Glieder  enthalten,  die  von 
den  Unbekannten  u^v^w ...  ($.546)  unabhängig  sind.  Daher 
erfüllen  die  Formeln  [g)  alle  Bedingungen  der  Frage,  und 
sind  daher  die  Werthe  der  Unbekannten  in  einem  beliebigen 
Augenblicke* 

551. 
Diesen  allgemeinen  Lehrsatz  kann  man  das  Princip 
der  Uebereinanderlagerung  der  kleinen  Bewe- 
gungen nennen.  Man  mufs  es  nicht  mit  dem  Principe  der 
Cogxistenz  der  kleinen  Schwingungen  verwechseln,  es  hängt 
nicht  von  den  besonderen  Gesetzen  der  kleinen  Bewegungen, 
die  man  betrachtet,  ab,  und  ergiebt  sich  blos  daraus,  dafs 
die  Verrückungen  und  Geschwindigkeiten  der  Körper  wie  un- 
endlich kleine  Gröfsen  behandelt  werden ,  weil  man  ihre  Pro- 
duktt  und  höheren  Potenzen  vernachlässigt. 

In  Folge  dieses  Princips  verbreiten  sich  die  von  verschie- 
denen Punkten  ausgehenden  Schallwellen ,  und  legen  sich  in 
der  Luft  über  einander,  ohne  sich  zu  modificiercu,  so  dafs,  iu 
jedem  Augenblicke,  die  Verrückimg  und  Geschwindigkeit  eines 
Lufttheilchens,    nach   einer  beliebigen   Richtung,    die  Summen 
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der  Verrückungen  und  Gescliwhidigkellen  sind,  die  allen  die- 
sen besonders  belrachteten  Wellen  entspreclien  würden,  wo- 
durch "wir  die  durch  verschiedene  tönende  Körper  er/cuglen 
Töne,  mit  Bestimmtheit  und  ohne  Undeutlichkeit  zu  gleicher 
Zeit  hören  können.  Die  gleichzeitigen  Töne  können  auch 
aus  der  Coexistenz  der  kleinen  Schwingungen  in  demselben 
tönenden  Körper  entstehen«  Wenn  z.  B.  eine  gespannte  Saite, 
zu  gleicher  Zeit,  Schwingtmgen  macht,  die  ihrer  Länge,  und 
andere,  die  dem  dritten  Theile  derselben  entsprechen,  so  ist  die 
Bewegung  der  Luft  dieselbe,  als  wenn  zwei  Saiten,  deren  Län- 
gen sich  zu  einander  wie  eins  zu  drei  verhalten,  zu  gleicher 
Zeit  die  langsamsten  Schwingungen,  die  sie  annehmen  kön- 
nen, machen  würden,  und  man  hört,  zu  gleicher  Zeit,  den 
Grundton  der  gegebenen  Saite,  und  einen  anderen  höheren 
Ton  9  der  die  Quinte  der  höheren  Octave  ist.  Daher  hört 
man  auch  mit  Bestimmtheit  die  Töne,  welche  durch  die  lon- 
gitudinalen  und  die  transversalen  Schwingungen  hervorgebraclit 
-werden,  die  zu  gleicher  Zeit  in  derselben  gespannten  Saite 
oder  in  demselben  elastischen  Stabe  statt  haben. 

Vermöge  desselben  Princips  verbreiten  sich  die  an  ver- 
schiedenen Punkten  der  Oberiläche  des  Wassers  erzeugten 
Wellen  gleichzeitig  um  diese  verschiedenen  Mittelpunkte,  und 
können  sich  in  jedem  Sinne  auf  dieser  Oberfläche  durchkreu- 
zen, ohne  sich  wechselseitig  zu  modificieren,  so  dafs^  in  einem 
beliebigen  Augenblicke,  die  Höhe  des  Wassers,  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  die  Summe  der  positiven  oder  negativen 
Höhen  ist,  die  in  Folge  aller  dieser  einzeln  betrachteten  Wel- 
len statt  haben  würden. 

Die  Erklärung  der  Erscheinung  der  Interferen'Äe«  in 
der  Theorie  der  leuchtenden  'Schwingungen,  gründet  sich  eben- 
falls auf  das  Princip  der  Uebereinanderlagerung  der  kleinen 
Bewegungen,  welches,  wie  man  äieht,  viele  Anwendungen 
zuläfst. 

Um  es  zu  vervollständigen,  setze  ich  noch  hinzu,  dafs, 
wenn  Kräfte,  die  von  beweglichen  Mittelpunkten  ausgegangen 
sind,  auf  die  Punkte  des  Systems  wirken,  die  zweiten  Theile 
^  der  Gleichungen  (a)  ihrer'  kleinen  Bewegungen  ({.  545)  lineare 
Functionen  der  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kräfte  seyn  wer- 
den.     Ebenso  ist  es   in  Beziehung  auf  die  vollständigen  lute- 
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graltt  derBelbeix  DiiTerentialgleicliiiDgen,  woraus  man  den  Schlufs 
zieht;  dai's  die  Tbeile  u,  py  Uf^..y  die  von  dem  aufängUchen 
Zustande  des  Systems  unabhängig  sind;  und  daher  auch  die 
ähnlichen  Theile  der  Coordijiiaten  der  Körper,  die  Summen 
der  Werlhe  seyn  werden,  welche  sie  haben  würden,  wenn 
die  gegebeneu  Ki^äfte  getrennt  wirken  würden«  So  z.  B.  ist 
bei  der  Erscheinung  der  £bl)e  und  Fluth  die  ganze  Erhebung 
des  JNleeres  in  jedem  PünJite.  und  in  jedem  Augenblicke  die 
Summe  der  Einhebungen  mit  ihrem  Zeichen  genommen,  welche 
durch  die  einzelnen  Wirkungen  der  Sonne  und  des  Mondes 
hervorgebracht  würden,  und  aus  diesem  Grunde  ist,  bei  sonst 
gleichen  Umständen,  die  hohe  Fluth  am  beträchtlichsten  in 
den  Syzygien  und  am  kleinsten  in  den  Vierteln. 


HI.     Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 

und  die  Erhaltung  der  Flächen. 

552. 
Weil  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  völlig  freien 
Systems  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Massen  aller  Körper  in 
demselben  vereinigt  wären,  und  ihre  bewegenden  Kräfte  pa- 
rallel mit  ihren  Richtungen,  dorthin  yersetzt  würden,  so  folgt 
hieraus,  dat's  die  gegebenen  Kräfte,  deren  mit  jeder  Coordi- 
uate  parallele  Seitenkräfte  gleich,  und  entgegengesetzt  sind, 
nicht  in  den  DilTerentialgleichungen  dieser  Bewegung  vorkom« 
nien  werden.  Dies  ist  aber  der  Fall  bei  bewegenden  Kräf* 
ten,  die  von  den  wechselseitigen  Wirkungen  der  Punkte  des 
Systems  herrühren,  und  zwar  in  Folge  des  allgemeinen  Ge- 
setzes^ dafs  Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich  sind, 
welches  man  inimer,  wie  sogleich  erklärt  werden  soll,  in 
der  Natur  beobachtet^ 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  der  in  M  liegt,  auf  einen 
anderen,  der  in  M'  liegt,  eine  Wii^kung  ausübt ^  und  ihm, 
in  einem  Augenblicke,  eine  unendlich  kleine  Grüi'se  der  Be- 
wegung, die  ich  durch  ^t  bezeichne,  mittheilt  oder  mitzu- 
theilen  strebt,  so  bemerkt  man  immer: 

1)  Dafs  diese  Wirkung  nach  der  vom  Punkte  iU'  zum 
Punkte  M  gezogeneu  geraden  Linie  oder  nach  deren  Ver- 
längerung über  M'  hinaus  gerichtet  ist. 
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2)  Dafs  zu  gleicher  Zeit  der  iu  M'  liegciitld  Punkt  auf- 
den.  in  M  liegeuden  Punkt  zurückwirkt,  uud  zwar  uacli 
der  vou  M  nach  M'  gezogenen  Linie  oder  deren  Verlän- 
gerung über  M  hinaus. 

3)  Dafs  diese  Gegenwirkung  dem  in  M  liegenden  Punkte 
eine  Gröfse  der  Bewegung  mittheilt  oder  mitzutheiien  strebt, 
die  genau  gleich  /i  ist* 

Man  sagt,  dafs  zwischen  diesen  zwei  materiellen  Punk- 
ten Anziehung  oder  Abstofsung  statt  findet,  je  nachdem  ihre 
wechselseitige  Wirkung  den  Abstand  MM'  zu  vermehren  oder 
zu  vermindern  strebt.  Sind  sie  völlig  frei  und  werden  ilire 
Massen  durch  m  und  m  dargestellt,  so  werden  die  Geschwin- 
digkeiten, die  sie    annehmen,  —  und  — ?  seyn,  d.  lu  im  um- 

gekehrten  Verhältnisse  ihrer  Massen  stehen,  uud  die  Grüfsen, 
um  welche  sie  sich,  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit, 
einander  nähern  oder  von  einander  entfernen,  sind  diesen  Ge- 
schwindigkeiten, multipliciert  mit  der  Hälfte  dieser  Zeit,  gleich 
{§»  114).  Aufserdem  kann  die  Gröfse  /i  von  der  BeschaiTen- 
heit  der  Körper ,  welchen  m  und  m  angehören ,  abhängen," 
oder  davon  upabhdrigig  und  dem  Produkte  mm  dieser  Massen 
proportional  seyn  (f.  24 1) ,  wie  im  Falle  der  allgemeinen  An- 
ziehung. 

Die  erste  dieser  drei  Behauptiuigen  kann  als  von  selbst 
einleuchtend  angesehen  werden.  Denn  wenn  materielle  Gröfsen 
m  uud  m'  auf  unendlich  kleine  Dimensionen  reduciert  sind 
und  in  einer  endlichen  Entfernung  von  einander  abstehen,  so 
ist  kein  Grund  Vorhanden,  weswegen  die  Wirkung  eines  die- 
ser Punkte  auf  den  anderen  nach  einer  bestimmten  Seite  der 
sie  verbindenden  Linie,  um  welche  alles  ähnlich  ist,  gerich- 
tet seyn  sollte«  Die  zwei  anderen  Behauptungen  aber«  können 
für-  uns  nur  Resultate  der  Erfahrung  seyn,  die  wir  durch 
Induction  generalisieren  und  durch  alle  daraus  abzuleitenden 
Folgerungen  bestätigen  können«  Wir  können  es  nemlich  a 
priori  nicht  als  eine  Unmöglichkeit  betrachten,  dafs  ein 
materieller  Punkt  m  auf  einen  anderen  m  wirke,  ohne  dafs 
dieser  wieder  auf  den  ersten  in  entgegengesetztem  Sinne  uud 
mit  gleicher  Intensität  zurück  wii*ke«  Wir  werden  daher  das 
Fducip,   dafs  die  Gegenwirkung  der  Wirkung  gleich  und  ent- 
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gcgengeeetzt  isi ,  wie  ein  alJgeineiiies  Naturgesetz  betrachten, 
welches  uns  durch  die  Beobachtung  gegeben  ist ,  ebenso  wie 
das  Gesetz^  daCs  die  allgemeine  Anziehung  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  steht, 

553. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  alle  materiellen  Punkte  eines 
völlig  freien  Systems  nur  ihren  wechselseiligen  Wirkungen 
unterwprfen,  so  werden  sich  diese  bewegenden  Kräfte,  wenn 
hi^n  sie  an  den  Schwerpunkt  des  Systems  anbringt,  dort  paar- 
weise aufheben.  Daher  wird  die  Bewegung  dieses  Schwer- 
punktes geradlinig  und  gleichförmig  seyu  und  beständig  ihre 
aufängliche  Geschwindigkeit  und  Richtung  behalten,  wodurch 
dieser  Lehrsatz  den  Namen  des  Princips  der  Erhaltung 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  erhalten  hat. 

Diese  Bewegung  wird  durch  den  Stofs  der  Körper  nicht 
geändert,  welches  aucli  der  Grad  ihrer  Elasticität  sey  (f.  541) 
und  wirklich  wird  die  Erscheinung  des  Slofses,  wie  schon 
(}.  499)  gesagt  worden  ist,  durch  die  wechselseitigen  Wir- 
kungen der  Theilchen  des  stofsenden  und  gestofsenen  Kör- 
pers hervorgebracht,  die  in  unmefsbaren  aber  endlichen  Ab- 
standen ausgeübt  werden,  und  für  w^elche  das  Gesetz,  daf» 
die  Gegenwirkung  der  Wirkung  gleich  und  entgegengesetzt 
ist,  statt  haben  mufs.  Aus  demselben  Grunde  werden,  wenn 
sich  ein  fester  Körper  bewegt  und  durch  eine  innere  /  Ex- 
plosion zerbrochen  Wird,  die  Richtung  und  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  aller  seiner  Theile^  nach  .dieser  Explosion, 
dieselben  seyn,  wie  die  Richtung  und  ..die  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes,  die  vorher  statt  hatten.  Im  Allgemeinen 
sind  die  plötdichen  Aenderungen  der  Geschwindigkeit,^  welche 
bei  den  Stöfsen  oder  Explosionen  vorkommen ,  die  Folge  der  . 
wechselseitigen  Wirkungen  der  Theilchen.  Diese  .Kräfte  än- 
dern sich  in  sehr  grofsen  Verhältnissen,  wenn  sich  die  Theil- 
chen einander  nähern  oder  von  einander  entfernen ,  und  da- 
,  her  machen  sie  auch ,  dafs  sich  die  Geschwindigkeiten  der 
Körper,  wälirend  sehr  kurzer  Zeiträume,  ändern. 

Das  besprochene  Princip  hängt  nicht  von  der  Verbin- 
dung der  Punkte  des  'Systems  ab,  sobald  keiner  derselben 
mit    anderen  Funkten,    die    nicht    zu    dem    Systeme    gehören, 
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verbunden  ist,  und  nicht  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  festen 
oder  beweglichen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  zu  bewe- 
gen. Bedingungen  dieser  Art,  wenn  sie  vorhanden  sind,  ma- 
chen, dai's  Kräfte  entstehen,  die  man  nacK  dem  Schwerpunkte 
verlegen  niufs,  und  durch  welche  seine  Geschwindigkeit  ab- 
geändert werden  könnte.  Eben  dasselbe  ist  der  Fall,  wenn 
Kräfte  an  Punkte  des  Systems  angebracht  sind,  die  nicht  von 
ihren  wechselseitigen  Wirkungen  herrühren,  und  in  diesem 
Falle  können  die  wechselseitigen  Wii-kungen  einen  indireclen 
Eintluls  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  haben,  indem 
man  die^  Abstände  der  Funkte  des  Systems  von  den  festen 
oder  beweglichen  Punkten,  von  welchen  die  fremden  Kräfte 
ausgehen,  vermindert  oder  vergröfsert  und  daher  ihre  Inten- 
sitäten ändert. 

Die  Trägheit  eines  materiellen  Punktes  besteht  darin, 
dafs  er  sich  nicht  vi)n  selbst  in  Bewegung  setzen/  auch  nicht 
die  Bewegung,  die  er  erhaltein  hat,  modificieren  kann,  ohne 
dafs  Kräfte,  die  von  anderen  Punkten  ausgehen,  auf  ihn  ein- 
wirken. Die  Trägheit  eines  Systems  von  Körpern  besteht 
ebenso  darin,  dafs  die  wechselseitige  Wirkung  seiner  Th^ile 
die  Bewegung  seines  Schwerpunktes  weder  hervorbringen,  noch 
modificieren  kann ,  ohne  dafs  'Stützpunkte  oder  fremde  Kräfte 
mitwirken.  Daher  mufs  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
der  Sonne,  der  Planeten,  der  Trabanten  und  der  Kometen 
geradlinig  und  gleichförmig  im  Räume  seyn,  insofern  man  von 
der  Wirkung,  die  die  Fixsterne  auf  diese  Körper  ausüben, 
und  vom  Widerstände  des  Mittels,  wenn  ein  solcher  vorhan- 
den ist,  absieht. 

Die  Art,  wie  die  verschiedenen  Theile  eines  Muskels  auf 
einander  wirken,  um  Bewegungen  hervorzubringen,  ist  uns 
unbekannt;  vielleicht  werden  wir  niemals  erfahren,  durch 
Wefclies  Mittel  der  Wille  diese  Theile  von  verschiedener  Be- 
scha^enheit  in  die  bezügliche  Stellung  versetzt,  welche  erfor- 
derlich ist,  damit  sie  wechselseitig  ihre  Anziehungen  oder 
Abstofsungen  ausüben.  Wie  dem  nun  auch  sey,  so  können 
wir  nicht  bezweifeln,  dafs  diese  Wirkungen  dem  Gesetze  der 
Wechselwirkung  unlerwoi-fen  sind,  wie  alle  übrigen  natür- 
lichen Kräfte,  woraus  hervorgeht,  dafs  ein  Thier,  wie  es  sich 
auch   anstellen    mag,    nie    seinen    Schwerpunkt    durch    seinen 
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blofscn  Willen  und  ohne  Hülfe  eines  äiirsereu  Slüftzpuuklcs 
äntlern  kann*  Der  Mensch  und  die  Thiere  können  ihren 
Schwerpunkt  vertical  erheben  oder  senken ,  indem  sie  sich 
gegen  die  Krde  stemmen;  sie  können  auch  horizontal ,  ver- 
mittelst der  Reibung  gegen  die  Oberfläche ,  sich  fortbewegen. 
Diese  Bewegung  würde  ihnen  aber  auf  einer  völlig  polierten 
Oberfläche,  wo  dieser  Widerstand  gänzlich  unmerkbar  wäre, 
unmöglich  seyn.  Bei  dem  Fluge  der  Vögel,  bleibt  der  Schwer- 
^  punkt  des  Thieres  und  der  ganzen  Luftmasse ,  die  es  in  Be- 
wegung setzt,  beständig  in  Ruhe,  und  im  leeren  Räume  könnte 
es  den  Ort  seines  Schwerpunktes  nicht  verändern,  wie  schnell 
auch  die  Bewegung  seiner  Flügel  sey.  Aufserdem  leidet  es 
keinen  Zweifel,  dafs  die  imponderabeln  Flüssigkeiten  dem  Ge- 
setze, dafs  die  Gegenwirkung  der  Wirkung  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist,  unterworfen  sind,  und  dafs  das  daraus  *fol- 
gende  Princip  der,  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
in  ihren  Bewegungen  ebensowohl  bemerkt  werden  mufs,  wie 
in  der  aller  übrigen  Substanzen,  von  welchen  sie  sich  nur 
durch  ihre  aufserordenlliche  Feinheit  unterscheiden.  Wenn 
daher  die  Electricität,  die  Warme,  das  Licht  auf  einer  Seite 
aus  einem  Körper  entweichen,  so  mufs  dieser  Körper  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  zurückweichen,  damit  der  Schwerpunkt 
des  ganzen  Systems  in  Ruhe  bleibe;  die  Gröfse  der  Bewe- 
gung aber,  die  er  annimmt,  wird  nur  dann  merkbar  seyn^ 
wenn  die  der  unwägbaren  Flüssigkeit  es  ebenfalls  ist,  unge- 
achtet  der  Feinheit  ihrer  Masse  und  "im  Verhältnisse  der  Gröfse 
ihrer  Geschwindigkeit*  Dies  kann  nur  durch  sehr  feine  Beob- 
achtungen entschieden  werden, 

554. 

Die  Kräfte,  die  von  der  wechselseitigen  Wirkung  der 
Punkte  m^  m\  m\  eines  völlig  freien  Systems  herrühren, 
kommen  nicht  blos  in  den  Gleichungen  (7)  ihrer  fortschreiten- 
den Bewegung  nicht  vor,  sondern  sie  verschwinden  auch  aus 
den  Gleichungen  (9)  seiner  drehenden  Bewegung  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinäten   (^.  538   und  539). 

Sey  nemlich  F  die  von  der  wechselseitigen  Wirkung  von 
m  und  in  herrührende  Kraft,  welche  für  die  zwei  mate- 
riellen Punkte   dieselbe,   und,  unter   der  Voraussetzung;   dafs 
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81«  eine  anziehende  ist,  von  m  gegen  in  für  <lon  Piinkl  m, 
und  \on  m  gegen  m  für  den  Punkt  m'  geiicblet  ist.  Nennt 
man  Q  den  Absland  dieser  zwei  Funkle,  so  sind  die  Cosinus 
der  Winke],  welche  die  Linie  mm*  mit  lilnicn,  ^ie  den  Axen 
der  Xj  y^  z  parallel,  durch  den  Punkt  77t  gezogen  sind,  ein- 
schliefst, 

.V '  —  X      y'  —  y       z'  —  z 

_       ^  j  j 

e  Q  Q 

in  Beziehung  auf  die  Kraft  F  hat  mau  dalier 

mJL  = ,  m  j:  = ,  thZ/  = 

9  Q  Q 

für    die   Seitenkräfte    der   bewegenden    Krafl    des   Punktes  w, 

und  findet  ebenso 

.9  9  Q 

für  die  Seilenkräfte  der  bewegenden  Kraft  von  m\  die  von 
dieser   Kraft   F  herrührt.      Vermöge   dieser  "NVerlhe  hat  man 

daher 

;;,  (^x  Y  —  yX)  +  m'  {x'  Y'  —  yX')  =  o, 

m{EX—xZ)  +  //i'(a'X'  —  x'Z')  =  o, 
m(jyZ—  zY)  +  m'iy'Z'  —  z'Y')  =  o. 
Daher  heben  sich  die  von  der  wechselseitigen  Wirkung 
der  Punkte  des  Systems  herrührenden  Glieder  einander  in  den 
zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (9)  des  f.  539  paarweise  auf. 
Glebt  es  daher  keine  anderen  bewegenden  Kräfte,  die  auf 
die  Punkte  m>,  /n',  m".*.  wirken,  so  wird  die  Umdrehuugs- 
bewegung  des  Systems  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
lediglich  von  den  aufanglichen  Geschwindigkeiten,  die  diesen 
Punkten  mitgetheilt  wurden,  herrühren,  so  dafs  ohne  Ein- 
wirkung fremder  Kräfte  oder  Stützpunkte  die  aufserhalb  des- 
selben liegen,  d.h.  durch  die  blofse  wechselseitige  Wirkung 
seiner  Theile,  kein  System  von  Körpern  eine  fortschreitende 
oder  Umdrehungsbewegung  hervorbringen  kann,  die  allen 
Punkten  gemeinschaftlich  ist,  oder,  auf  irgend  eine  W^eise, 
die  ursprünglich  erhaltene  Bewegung  modificieren  kann. 

555. 
Die   zweiten  Theile  der  Gleichungen  (9)  sind   noch  Null, 
wenn  die  Punkte  des  Systems,  unabhängig  von  ihrer  Wechsel- 
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seiLigea  WiikuDg^  auch  durch  Krätte  getrieben  werden,  die 
gegen  den  Anfangspunkt  der  Goordlnaten  gerichtet  sind.  Denn 
für  eine  solche  an  den  Punkt  m  angebrachte  KrafV,  verhal- 
ten 6ich  die  Seitenki^afte  mX,  mYy  mZ  zu  einander,  wie 
die  Cöordinaten  Xj^y^  z  dieses  Punktes.    IMan  hat  daher 

xYzizyXi    zX=ixZy   yZ—zY, 
und  das  davon  herrührende  Glied  verschwindet  aus  jeder  der 
Gleichungen  (9). 

In  jedem  Systeme,  welches  völlig  frei  ist,  oder  nur  einen 
festen  Punkt  enthalt,  und  dessen  Punkte  77^,  rn\  /«"...  ihrer 
wechselseitigen  Wirkung  und  Kräften,  die  nach  diesem  festen 
Punkte  gerichtet  sind,  unterworfen  sind,  hat  man  daher,  wenn 
man  diesen  Punkt   als  Anfangspunkt   der-  Cöordinaten  nimmt^ 


(d^z  d ^ VN 

r   dI^~'äI^)='' 


ia) 


Ist  kein  fester  Punkt  in  dem  Systeme,  und  sind  die 
Körper  blos  ihren  wechselseitigen  Wirkungen  unterworfen, 
so  kann  man  jeden  beliebigen  Punkt  als  Anfangspunkt  der 
Cöordinaten  nehmen,  und  da  sich,  in  demselben  Falle,  die 
Gleieliungen  (7)  des  §.  538   auf 

d^x  d^y  d^z 

:Smj^=:o,    2m -^  =  0,    2m  —  =  o        (6) 

reducieren,  so  folgt  daraus,  dafs  man  auch  für  diesen  An- 
fangspunkt einen  Punkt  nehmen  kann ,  der  eine,  geradlinige 
und   gleichförmige   Bewegung  im  Räume  hat. 

Denn  bezeichnet  man  durch  a,  /?,  y  die  Cöordinaten 
dieses  beweglichen  Punktes,  so  hat  man 

d^a  _  d^ß  _  d^y  _ 

dt^  —  ""'     dt^  —  '''     dl^  —  ''' 
lim    den   Anfangspunkt  der  Cöordinaten    dorthin   zu  verlegen, 
mufs  man 

xziza-^xi,    y  =  l!+yi,     z  =  y -^^  Zi 

in  Beziehung  auf  den  Punkt  m  setzen.     Substituiert  man  aber 
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diese  Wertlie  in  die  erste  Gleichung  (a),   so  kann  man  sie 
unter  die  Form 

^      d'^x         -  _      d'y 

bringen.     Vermittelst  der  vorhergehenden  Gleichungen    redu- 
ciert  sie  sieh  daher  auf 

^""V'üi^  '~^'~di^)^^' 

und  ebenso  findet  man,    dafs  die  z^ei  übfigen  Gleichungen 
(a)  ihre  Gestalt  nicht  ändern  und 

d^x,  d*z,\  __ 


/     d^x,  d*z,\  __ 

^""V'-dir-  "'-di^)- 

^""V'-dW-^'-dt^)- 


werden,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach 
dem  f^unkte  verlegt,  dessen  Bewegung  geradlinig  und  gleich- 
förmig ist* 

Da  bei  dem  Falle,  den  wir  betrachten,  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  des  Systems  geradlinig  und  gleichförmig 
ist  (f.  553) ,  so  folgt  daraus ,  dafs  die  Gleichungen  (a)  bestehen 
müssen,  wenn  man  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten nimmt. 

556. 
Multipliciert  man   die  Gleichungen  (a)  mit  dt,   und  be- 
merkt ,   dafs  man 

^-d-ydT^^VTt-^dl)^ 

d^x  d^z  .fdx  dz\ 

d^z  d^y         ^  /    ^^         .  ^y\ 

y'dT-''dr'=^^Kyrt''Tt) 

hat,  integriert  und  bezeichnet  durch  c,  c',  c"  die  willkühr- 
lichen  Coustanlen,   so  erhält  man 

23 
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dy  dx 


c 


\    dt         ^   dtj 
„      /    dx  dz\  ,       \ 

^      ^    dz  dY\ 

V  di  dtJ 

^'elclie  Gleicliungen*  zeigen ,  dafs  bei  der  Bewegung  eines  völ- 
lig freien  Syslems,  wo  die  Körper  nur  ihren  wechsekeitigen 
Wirkungen  oder  Kräften,  die  nach  einem  festen  Mittelpunkte 
gerichtet  sind,  unterworfen  sind,  die  Momente  der  Gröfsen 
der  Bewegung  aller  Punkte  des  Systems,  in  Beziehung  auf 
drei  rechtwinklige  Äxen,  die  sich  in  diesem*  Punkte  schneiden, 
und  daher  in  Beziehung  auf  jede  andere  gerade  Linie,  die 
durch  diesen  Punkt  gezogen  ist,  beständige  Gröfsen  seyn  wer- 
den. Diese  Momente  ändern  ihren  Werth  nicht,  wenn  die 
Körper  des  Systems  einen  Stofs  erleiden  oder  wenn  ein.er 
oder  mehrere  derselben  zerspringen,  weil  die  Kräfte,  welche 
diese  Erscheinungen  hervorbringen,  die  wechselseitigen  Wir- 
kungen ihrer  Theilchen  sind,  was  mit  dem  Resultate  des  f.  541 
übereinstimmt. 

Sind  keine  nach  einem  bestimmten  Punkte  gerichtete 
Kräfte  vorhanden,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  f.,  dafs 
dieser  Lehrsatz  noch  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Axe  statt 
hat,  die  sich  parallel  mit  sich  selbst  forlbewegt,  indem  sie  be- 
ständig durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  oder  allgemeiner 
durch  einen  Punkt  geht,  dessen  Bewegung  geradlinig  und  gleich- 
förmig ist.  In  demselben  Falle 'findet  man  aus  den  Gleichun- 
gen (&),  dafs  die  Summen  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller 
Punkte  des  Systems,  nach  drei  rechtwinkligen  Richtungen,  und 
daher  nach  einer  beliebigen  Richtung,  ebenfalls  beständige 
Gröfsen  sind,  welchen  Lehrsatz  man  auch  als  in  demjenigen 
enthalten  betrachten  kann,  welclier  den  Momenten  dieser  Kräfte 
entspricht,  indem  man  den  Mittelpunkt  der  Momente  und  den 
Anfangspunkt  der.  Coordinaten  ins  Unendliche  entfernt. 

557. 
Die  Werthe  der  Constanten   c,   c',  c"   hängen   von  der 
Richtung:  der  rechtwinkligen  Axen   ab,    die  man  für  die  der 
Coordinate»  ni^nmt.     Setzt  man  aber 
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SO  wird  die  Gröfse  y  nicht  bloa  von  ty  sondern  aucli  von 
dieser  Richtung  unabhängig  seyn.  Denn  sie  drückt  das  Haupt« 
moment  eines  Systems  von  Krähen  aus  (f,28l),  dessen  Werth 
nicht  von  der  willkührlichen  Richtung  der  Linien,  nach  wel- 
chen diese  Kräfte  zerlegt  sind,  abhängen  kann.  Ist  kein 
fester  Punkt  in  dem  Systeme,  so  findet  man  daher  denselben 
Werth  von  y^  wenn  man  ihn  zu  zwei  verschiedenen  Zeit- 
punkten der  Bewegung  berechnet  und  den  Schwerpunkt  als 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  nimmt,  wie  aucli  sonst,  in 
diesen  verschiedenen  Zeitpunkten,  ihre  Richtung,  die  in  bei- 
den Fällen  dieselbe,  oder  verschieden  seyn  kann,  beschaiTen 
sey.  Bei  diesen  Berechnungen  wendet  man  nur  die  auf  die 
gegebenen  Zeitpunkte  bezüglichen  Lagen  und  Geschwindig- 
keiten der  Körper  an ,  nemlich  die  senkrechten  Linien  Xy  y^  z, 
die   von   jedem   Punkte   m    auf   drei    willkührlich    durch   den 

Schwerpunkt  gezogene  rechtwinklige  Ebenen  gefällt  sind,  und 

clx      dy      dz 
die   Gröfsen    -—-,    -p-,    -7-,    welche     den    Ueberschufs    der 

dt^    dt^   dt^ 

Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  von  m^  die  mit 
ihren  Durchschnitten  parallel  sind ,  über  die  nach  denselben 
Richtungen  zerlegten  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes,  angeben.  Selbst  wenn  zwischen 
den  zwei  Zeitpunkten,  für  welche  man  auf  diese  Weise  den 
Werth  von  y  beröchnet  hat,  ein  oder  mehrere  Stofse  oder 
Explosionen  der  Körper  des  Systems  eintreten,  so  wird  hier- 
durch dieser  Werth  nicht  geändert  worden  seyn,  sobald  man 
nur,  im  Falle  einer  Explosion,  bei  der  Bereciinung  des  zwei- 
ten Zeitpunktes  alle  Theile  des  zerbrochenen  Körpers  mit  in 
Recluiung  gezogen  haben  wird.  Findet  man  daher,  dafs  dieser 
Werth  in  dem  zweiten  Zeitpunkte  ein  anderer,  als  im  ersten 
ist ,  so  kann  man  hieraus  den  Schlufs  ziehen ,  dafs  in  der 
.Zwischenzeit  fremde  Kräfte  auf  die  Körper  gewirkt  haben, 
oder  dafs  sie  andere  Körper,  die  nicht  zu  dem  Systeme  gehö- 
ren,  gestofsen  haben. 

Nennt  man  a,  «',  «""die  Winkel,  welche  die  Axe  des 
Hauptmomentes  mit  den  Axen  der  Zy  y,  x  einschliefst,  deren 
Anfangspunkt  ipi  Schwerpunkte  liegt,    so  hat  man  (f.  281), 

C  f  c  „  V 

cos  a   =  — ,     cos  «     =?  —  ,     cos  «     =  —  ; 

r  r  r 
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nimmt  man  daher  an,  clafs  diese  Axen  beständig  mit  sich 
selbst  parallel  sind,  so  ändern  sicli  die  Grölsen  c,  c',  c" 
nicht ,  und  die  Richtung  der  Axe  des  Hauptmomentes  wird 
ebenso  unveränderlich  seyn,  wie  die  Gröfse  des  darauf  bezüg- 
lichen Momentes.  Dasselbe  hat  in  Beziehung  auf  einen  festen 
Punkt  statt,  wenn  einer  in  dem  Systeme  vorhanden  ist,  und 
man  ihn  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nimmt;  wie  man 
schon  in  {•416,  in  Beziehung  auf  einen  festen  Körper,  ge- 
sehen  hat. 

558. 

Es  darf  nicht  übersehen  werden,  dafs  die  von  der  wech- 
selseiligen T\ iikung  des  Systems  herrührenden  Glieder  in  den 
zweiten  Theilen  der  Gleichungen  (9)  des  §.  539  verschwinden, 
selbst  wenn  sich  die  Intensität  dieser  Wirkung  unabhängig  von 
dem  Abstände,  mit  der  Zeit  ändert,  d.h.  wenn  die  Seitenkräfle 
dieser  Kraft  die  Zeit  t  entwickelt  enthalten.  Die  Gleichun- 
gen (e),  und.  Was  hieraus  folgt,  die  Un Veränderlichkeit  des 
Hauptmomentes  und  der  Richtung  seiner  Axe,  haben  daher 
noch  in  diesem  Falle  statt,  welcher  z.  B.  vorkommt,  wenn 
die  Punkte  des  Systems  einen  Theil  ihrer  Wärme,  als  strah- 
lende Wäi-me  verlieren,  wodurch,  bei  gleichen  Abständen,  die 
Intensität  ihrer  wechselseiligen  Wirkung  vermindert  wird. 

Wenn  man  daher  die  W'irkung  de*-  Sonne  und  des  Mon- 
des auf  die  Masse  der  Erde  unberücksichtigt  läfst,  und  an- 
nimmt, dafs  unser  Planet  früher  im  gasförmigen  Zustande  war, 
und  durch  die  Erkaltung  zu  eiuem  festen  Körper  geworden 
ist,  ohne  einen  Theil  seiner  wägbaren  Masse  zu  verlieren, 
so  kann  man  sicher  seyn,  dafs,  bei  dieser  Umbildung,  das 
Hauptmoment  der  Grofsen  der  Bewegung  aller  seiner  Punkte 
weder  seine  v  Grüfse ,  noch  die  Axe  seiner  Richtung  geändert 
hat.  Diese  Linie  ist  die  geometrische  Axe  der  Erde  geworden, 
um  welche  sie  sich  jetzt  dreht,  und  es  ist  leicht  zu  sehen, 
dafs  man,  bei  dieser  Bewegung, 

als  Werlh  des  Ifauplmomenles  liat  (j.  386),  wo  w  die  Win- 
keJgeschwiiidigkeil  der  Umdrehung,  M  die  Masse  und  ilii^ 
das  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  geometrische  Axe 
ist.   Wenn  nun  die  Erkaltung  und  Umdrehung  der  Erde  noch 
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immer  forld«iuert,  und  ihr  Halbmesser  dal\er  abuiiumt  ^  so 
wi^^d  der  Werlli  von  h  in  demselben  Verliälliiisse  abiielimen. 
Da  nun  die  Gröfse  y  constant  ist,  so  nimmt  daher  der  Werlh 
von  (M  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  von  k  zu^ 
und  die  Dauer  des  Tages  nimmt  dem  Quadrate  des  Ualbmes« 
sers  proportional  ab.  £ine^  von  dieser  Ursache  herrührende 
Verminderung  von  einem  Zehnmillionte]  in  der  Dauer  des 
Tages,  würde  eine  Abnahme  von  einem  Zwanzigmiüiontel  in 
der  Länge  des  Halbmessers  voraussetzen,  und  da  man  sicher 
ist,  dafs  der  Tag  keine  solche  Verminderung  seil  2500  Jahren 
erlitten  hat  (f.  443),  so  folgt  daraus,  dafs  der  mittlere  Halb- 
messer der  Erde  sich  nicht  um  ein  Zwanzigmiüiontel ,  oder 
um  iMigefähr  drei  Meter,  in  diesem  laugen  Zeiträume,  durch 
die  Einwirkung  der  Erkaltung  geändert  hat,  w^enn  die  mitt- 
lere Temperatur  der  Erde  noch  nicht  in  einen  dauernd'en  Ziu- 
stand  gekommen  ist. 

.  Da- die  Erdbeben,  die  vcilkanischen  Ausbrüche,  die  Wind- 
stofse  an  den  Küsten,  die  Reibungen  und  der  StoCs  des  Mee- 
res gegen  den  festen  'Theil  des  Erdspliäroids,  w^ech seisei tigen 
Wirkungen  der  Theile  des  Systems  entsprechen,  so  kann  daraus 
keine  Aenderung  der  Gröfse  y  folgen ,  und  da  die  Verzückun- 
gen dieser  Theile,  die  bei  allen  diesen  UmslUudeu  stall  ha- 
ben, nicht  beträchtlich  genug  sind,  um  merkliche  Aendcruugen 
im  Werlhe  von  k  hervorzubringen,  so  können  diese  vei-schie- 
denen  Ursachen  keine  mefsbaren  Acnderungen  in  der  Sclinel- 
ligkeit  der  Geschwindigkeit  w  oder  in  der  Dauer  des  Tagea  ' 
hervorbringen. 

559. 

Die  aus  den  Gleichungen  (r)  folgenden  Lehrsätze  können 
noch  auf  andere  Weise  ausgesprochen  werden. 

Zu  diesem  Ende  bemerke  man,  dafs  die  Formel  ^{xdy 
—  ydx)A\e  während  des  Augenblickes  dt  beschriebene  Fläche 
oder  das  Differential  der,  während  der  Zeit  t,  von  dem  Ra- 
dius Vector  der  Projeetion  des  Punktes  m  auf  die  Ebene  der 
X  und  y,  beschriebenen  Fläche  ist ,  indem  sich  dieser  von  der 
Axe  der  positiven  x  gegen  die  Axe  der  positiven  y  bewegte 
(f.  154).  Ebenso  ist  die  Formel  \,{zdx xdz)  das  Diffe- 
rential der  Fläche ,  welche  durch  deu  Radius  Veclor  der  Pro- 
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)eclion  desselbeu  Punktes  m  auf  die  Ebene  der  z  und  x  be- 
schrieben wird,  indem  er  sich  von  der  Axe  der  z  gegen  die 
Axe  der  x  bewegt,  und  \{ydz  —  zdy)  drückt  das  Differen- 
tial der  Fläche  aus,  die  durch  den  Radius  Vector  der  Projec- 
tion  dieses  Punktes  auf  die  Ebene  der  y  und  z  beschrieben 
wird,  indem  sich  dieser  von  der  Axe  der  y  gegen  die  Alt© 
der  z  bewegt. 

Dies  vorausgesetzt,  betrachte  man  die  Flächen  als  po- 
sitive oder  negative  Gröfsen,  je  nachdem  sie  auf  jeder  Ebene 
in  dem  angegebenen  Sinne  oder  in  dem  entgegengesetzten  be- 
schrieben sind.  Sey  i  A  die  Summe  der,  während  der  Zeit 
t^  durch  die  Radius  Vector  der  Projectionen  aller  Punkte  des 
Systems  beschriebenen  Flächen,  die  bezüglich  durch  die  Mas- 
sen m,  m  y  m'.,.  multipliciert' sind.  Man  nenne  JA'  die 
Summe  der  Flächen,  die,  während  derselben  Zeit,  auf 'der 
Ebene  der  z  und  x  durch  die  Radius  Vector  der  Projectionen 
dieser  materiellen  Punkte  beschrieben  werden,  und  die  eben- 
falls durch  deren  Masse  multij)liciert  seyn  soll.  Endlich  sey 
iA"  die  Summe  der  Flächen,  die,  während  der  Zeit  #,  auf 
der  Ebene  der  y  und  z  durch  die  Radius  Veclor  der  Pro- 
jectionen dieser  Punkte  beschrieben  werden,  welche  man 
mit  deren  Massen  multipliciert  liat.  'Diese  drei  Summen  sind 
Functionen  von  ^,  deren  Werthe  mit  dieser  Veränderlichen 
verschwinden  und  deren  Differentiale 

\  d  X  =^  \  2  rn{x  dy  —  ydx)j 

i  dy!  •=.  \^m{zdx  —  xdz)y 

i  dX"  =  iSm{ydz  —  zdy) 
sind.     In  Folge  der  Gleichungen  (c)  hat  man  daher 

dX  =  cdt^     dX'  =  c'dtf     dA"  =  c'dty 
und  wenn  man  integriert,  so  findet  man 

A  =  c^,-   A'  =  c'^,     A"  =  c"f. 

Bei  der  Bew^egung  eines  völlig  freien  Systems,  dessen 
Punkte  nur  ihrer  wechselseitigen  Wirkung  unterworfen  sind, 
sind  die  Summen  der  durch  ^  A,  \  X' ,  JA"  bezeichneten 
Flächen ,  der  Zeit,  die  zu  ihrer  Beschreibung  verwendet  wird, 
proportional,  und  die  Summen  der  während  der  Einheit  der 
Zeil  bejBchriebeuen  Flächen  behalten  ihre  Anfangs wer,the  wäh- 
rend der   ganzen  Dauer  der  Bewegung.     Der;  Mittelpunkt  der 
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FKchen  ist  hierbei  ein  fester  Funkt ,  der  Schwerpunkt  des 
Systems  z.B.,  oder  jeder  andere  Punkt,  dessen  Bewegung 
geradlinig   und  gleichförmig  ist. 

.Hierin  besteht  das  Priucip  der  Erhaltung  der 
Flächen.  £s  hat  noch  statt ,  wenn  in  dem  Systeme  ein 
fester  Punkt  vorhanden  ist,  »gegen  welchen  dife  Kräfte  gerichtet 
sind,  die  auf  einen  oder  mehrere  der  Körper  wirken,  sobald 
man  nur  alsdann  ^  diesen  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  der 
Flächen  nimmt,  wns  den  auf  einen  isolierten  materiellen  Punkt 
bezüglichen  Lehrsalz  des   !f,vl54    enthält.     ,   . 

Ich  bemerke,  dafs,  wenn  die  Punkte  m,  ni\  m"...  sich 
in  demselben  Sinne  uni  den  Mittelpunkt  der  Flächen  drehen, 
wie  es  die  Mitlelpunkte  der  Planeten  Um  die  «Sonne  thun, 
dasselbe  bei  ihren  Projeclionen  auf  die  Coordinatenebeneu  der 
Fall  seyn  wird,  so  dafs  alle  Glieder  der  .Summen  iX^  i  A',  i  A'' 
dasselbe  Zeichen  haben  werden.  Dagegen  werden  sie  ver- 
schiedene Zeichen  haben    und  diese  Summen    können    alsdann 

ä 

positive  oder  negative  Gröfsen  seyn,  wenn  sich  ein  Theil  der 
Körper  in  einem  und  der  andere  Theil  in  dem  entgegenge- 
setzten Sinne  dreht,  wie  es  bei  der  Bewegung  der  Kometen 
um  die  Somie  der  Fall  ist. 

560. 
Sey  nun  O  (Fig.  31)  der  feste  oder  bewegliche  Mittel- 
punkt der  Flächen,  Ox,  Oy,  Oz  die  Richtungen  der  recht-  ' 
winkligen  Coordinatenaxen,«  ]\1  und  Mi  die  Lagen  eines  be- 
liebigen Punktes  m  am  Ende  der  Zeiten  t  und  /  -f~  ^^^f  ^ 
und  P\  die  Projectionen  von  M  und  Mi  auf  die  Ebene  der 
X  und  y.  Das  Dreieck  MO  Mi  ist  die  >ebene  Fläche,  welche 
während  der  Zeit  dt  durch  den  Radius  Vector  von  tn  be- 
schrieben wird,  und  seine  Protection  auf  die  Ebene  der  x 
und  y  ist  das  Dreieck  POPi ,  oder  die  Fläche,  welche  der 
Radius  Vector  der  Projectioii  von  /?i,  während  dieser  Zeit  auf 
dieser  Ebene  beschreibt.  Die  Projeclionen  von  JtfOilfi  auf  die 
zwei  anderen  Coordinatenebeneu,  sind  ebenfalls  die  Flächen, 
welche  durch  die  Radius  Vector  der  Projectionen  von  zw.  auf  diese 
Ebenen  beschrieben  werden.  Eben  dies  ist  bei  den  Flächen  der 
Fall,   die  während   aller  unendlich  kleinen  Theile    der  Zeit  /,  | 

durch  die  Radius  Vector  aller  Punkte  des  Systems  beschrieben  ^ 
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werden  und  mit  ihren  Massen  multipliciert  slnd^  oder,  mit 
anderen  Worten,  bei  Mlen  diesen  Flächen,  die  im  Verhält- 
nisse der  Massen  niy  f?i\  m\*.  zur  Einheit  vermehrt  sind. 
Die  80  eben  betrachteten  Gröfsen  \Xj  \X'y  iX*\  sind  daher 
die  Summen  der  Projectionen  dieser  unendlich  kleinen  Flä- 
chen auf  die  drei  Coordinatenebenen ,  und  man  kann  die 
Lehrsätze  des  $.  276  und  der  folgenden  $(•  auf  dieses  System 
ebener  Flächen  und  ihre  Projectionen  anwenden. 

Unter  allen  Ebenen  y  die  man  durch  den  Punkt  O  ziehen 
kann,  giebt  es  daher  eine,  auf  welcher  die  Summe  der  Pro- 
jectionen der  ebenen  Flächen^  wenn  man  sie  mit  den  Zeichen, 
die  sich  für  jede  derselben  aus  dem  Sinne  ihrer  Bewegung 
ergiebt,  nimmt,  ein  Maximum  ist.  Bezeichnet  man  den  Werth 
dieser  gröfsten  Fläche*  durch  /r,  so  hat  man 

^,2    =    A2   ^    r«   +  A"2, 

und  wenn  OH  die  auf  seine  Ebene  gefällte  senkrechte  Linie 

ist  und  man 

zOH  =  /?,    yOH  —  ß\    xOU  =  ^" 

setzt  9   so  hat  man  auch 

X  X'  X" 

cos  /y  =  — ,     cos/3    =  — ,     cos  /?    =  —  • 

K  /*  fi  fl 

^  Vermöge  der  Werlhe  von   A,  X',  A''   sind  diese  Formeln 
dasselbe  wie 

r  n 

cos/?  =  — ,  ►  cos/J    =  — ,    cos/?     =  — ,       {d) 

7  y  y 

wo  c,  c\  c\  y,  dieselben  Constanten,  wie  vorher  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich  also,  dafs  die  Richtung  der  Ebene  der 
gröfsten  Fläche,  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung, 
constant  bleibt,  und  die  durch  den  'Mittelpunkt  der  Flächen 
auf  diese  Ebene  gezogene  Norinale  immer  mit  der  Axe  des 
Hauptmomentes  der  Gröfsen  der  Bewegung  aller  Punkte  des 
Systems  zusammenfallen  wird. 

Hieraus  schliefst  man,  dafs  bei  der  Bewegung  eines  je- 
den völlig  freien  Systems,  dessen  materielle  Punkte  nur  ihren 
wechselseitigen  Wirkungen  unterworfen  sind,  immer  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebene  vorhanden  ist,  die 
sich  immer  parallel  bl^bt,  und  deren  Richtung  man ,  in  jedem 
Augenblicke,  vermittelst  der  Massen  aller  dieser  Punkte,  ihrer 
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auf  den  Schwerpunkt  als  Anfangspunkt  bezogenen  Coonlli ta- 
ten und  des  Uebersclmsses  der  Seltengeschwindigkeiten  ihrer 
Geschwindigkeiten  über  die  der  Geschwindigkeit  dieses  Scliwcr- 
punktes  bestimmen  kann« 

Diesen  Lehrsatz    verdankt  man  Laplace ,   der  die  bespro-  x 
chene   Ebene    die    unveränderliche    Ebene    genannt,   und 
den  Vorschlag  gemacht  hat,    sie  in   der  Astronomie  anzuwen- 
den, um  auf  ihre  constante  Richtung  die  veränderlichen  Rieh« 
tungen   der  Ebenen  der  Planetenbahnen   (f.  244)  zu  beziehen. 

561. 

Die  Astronomen  beziehen  die  Lagen  der  Planeten  und 
die  Richtungen  der  Ebenen,  in  welchen  sie  sich  bewegen, 
auf  die  Ebene  der  Erdbahn  und  eine  Linie,  die,  in  dieser 
Ebene,  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  und  mit  der  Linie 
der  Aequinoctien  parallel  gezogen  ist.  Da  sich  die  wahre 
Ekliptik  und  die  Linie  der  Aequinoctien  im  Räume  bewegen, 
so  bestimmt  man  ihre  La^en  in  einem  beliebigen  Augenblicke, 
indem  man  sie  mit  den  Lagen  der  Fixsterne  vergleicht.  In- 
dessen ist  hierbei  zu  befürchten ,  dafs  die  gröfsten  Theils  un- 
bekannte eigene  Bewegung  der  Fixsterne  uns  nach  mehreren 
Jahrhunderten,  in  Beziehung  auf  die  absoluten  Verrückuugen 
der  Erdbahn  irre  leite,  und  um  diesem  Uebelstande  vorzu- 
beugen, ist  es  nützlich,  ihre  wahre  Richtung  in  einem  be- 
bestimmten  Augenblicke  angeben  zu  können. 

Man  nehme  daher  an ,  die  Ebene  der  x  und  y  sey  die 
Ebene  der  Ekliptik  in  einem  bestimmten  Augenblicke,  oder 
genauer  eine  Ebene,  die  der  der  Ekliptik  parallel  und  dmxh 
den  Schwerpunkt  O  des  Sonnensystems  gezogen  ist.  Durch 
den  Punkt  O  (Fig.  32)  ziehe  man  in  dieser  Ebene  willkühr- 
licli  die  Axen  Ox  und  Oj",  und  man  habe  auch  die  Werthe 
der  Gröfsen  c,  c',  c"  aus  den  Coordinaten  und  gegenwärtigen 
Geschwindigkeiten  aller  Punkte  des  Systems,  die  auf  die 
rechtwinkligen  Axen  Ojc,  Oy^  Oz  bezogen  sind,  und  den 
Massen  dieser  Punkte  berechnet.  Steht  OH  senkrecht  auf  der 
unveränderlichen  Ebene  dieses  Systems,  und  ist  EOE'  der 
Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  der  x  und  y,  so  geben  die 

Gleichungen  {d) 

c  c 

cos  l]Oz  =  — ,     tang  EOx  =  -tt,  (e) 

Y  c 
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Avodurcl]  man  die  Riclftuiig  der  unveränderlichen  Ebene  in 
Beziehung  auf  die  Ebene  der  x  und  y  erfahrt.  Um  aber 
umgekehrt  durch  diese  Ebene  die  absolute  Richtung  der  Ebene 
der  Ekliptik y  die  mit  der  der  x  und  y  parallel  ist,  zu  er- 
fahren,  mufs  auf  der  unveränderlichen  Ebene  eine  Linie  vor- 
handen seyn,  die  beständig  mi(  sich  parallel  bleibt,  und  deren 
Richtung  in  jedem  Augenblicke  bekannt  ist,  Ist  diese  Linie 
OK y  so  kennt  man  den  Winkel  KOxj  für  den  Zeitpunkt, 
den  man  betrachtet;  aus  diesem  Winkel,  verbunden  mit  HOz 
und  EOx  y  findet  mau  den  Winkel  EOJC»  und  die  zwei 
Winkel  HOz  und  EOK  bestimmen  vollkommen  die  abso- 
lute Richtung  der  Ebene  der  Ekliptik. 

Das  Vorhandenseyn  einer  unveränderlichen -Ebene  in  dem 
Sonnensysteme  setzt  voraus,  dafs  man  die  Wirkung  der  Fix- 
sterne auf  die  Sonne  und  die  Planeten  unberücksichtigt  läJ'st, 
und  dafs  alle  Theile  des  Systems  blos  ihren  wechselseitigen 
*  Wirkungen  unterworfen  sind.  In  diesem  Falle  ist  aber  die 
Bewegung  des  Schwerpunktes  O  geradlinig  und  gleiclrfürmig. 
Wenn  daher  die  Richtung  dieser  Bewegung  nicht  genau  senk- 
recht auf  der  unverändeiÜchen  Ebene  ist,  so  hat  man  eine 
Linie  OK,  die  immer  mit  sich  selbst  parallel  ist,  wenn  man 
die  Linie,  welche  der  Punkt  O  im  Räume  beschreibt,  auf 
diese  Ebene  projigiert.  Es  ist  nicht  ersichtlich,  welche  andere 
Linie  man  statt  der  Linie  OK  nehmen  könnte;  um  aber  die 
angedeutete  anwenden  zu  können,  mufs  man  vorläufig  durch 
Beobachtung  die  Richtung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
unseres  Universums  finden,  was  wir  nur  noch  sehr  unvoll- 
kommen kennen. 

Vergleicht  man  die  Werthe  der  Winkel  HOz  und  EOK^ 
die  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  bestimmt  worden  sind,  so 
kennt  man  die  wirklichen  Yerrückungen  der  Ekliptik,  die 
in  der  Zwischenzeit  statt  gefunden  haben,  und  welche  der 
blofse  Winkel  HOzy  der  die  Neigung  der  beweglichen  Ebene 
gegen  die  unbewegliche  angiebt,  nicht  vollständig  bestimmen 
könnte.  Sind  jedoch  die  Gröfsen  c  und  c*  sehr  klein  im 
Verhältnisse  zu  c,  so  ist  auch  der  Winkel  HOz  sehr  klein, 
und  sehr  kleine  Unterschiede  in  den  Werlhen  von  c  und  c" 
bringen  sehr  grofse  in  den  Werthen  von  EOx  und  daher 
«nucli  in  denen  von  EOK  hervor,   so  dafs  es  in  diesem  Falle 
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scheinen^  würde,  als  ob  der  Durcliscljniu  OE  der  ]!k!ip{ik 
und  der  unveränderlichen  Ebene  eine  sehr  beträchtliche  Ver- 
rückung auf  dieser  Ebene  erliUen  hatte.  Im  Allgen^eincn  würde 
aber  diese  Verrückung  nicht  wirklich  statt  finden,  ilenn  die 
kleinen  Unterschiede  der  Werthe  von  ^c  und  c"  kommen 
zum  grofsen  Theil  von  den  unvermeidlichen  Irrthämcrn  in 
den  Beobachtungen  her,  welche  dazu  dienen,  diese  Werthe 
zu  bestimmen  und  von  den  Gröfsen,  die  man  bei  ihrer  Be- 
rechnung vernachlässigen  mufs. 

Uebrigens  hat  der  Winkel  EO  K  y  den  man  nur  sehr 
schwer  bestimmen  kann,  wenn  der  Winkel  HOz  sehr  klein 
ist,  d.  h.  wenn  die  Ekliptik  nur  sehr  wenig  gegen  die  unver- 
änderliche Ebene  geneigt  ist ,  nur  sehr  wenig  Einflufs  auf 
die  wahre  Richtung  der  Ebene  der  Erdbahn* 

562. 
Da  die  Anzahl   und   die   Masse    der   Kometen   unbekannt 

ist,  so  ist  man  gezwungen,  die  ihnen  entsprechenden  Glieder 
in  den  Werthen  von  r,  c',  c",  die  sich  auf  das  Sonnensystem 
beziehen,  zu  vernachlässigen.  Die  Werthe  von  c,  6*',  c", 
die  durch  die  Formeln  (c)  gegeben  sind,  werden  aber  durch 
diese  Vernachlässigung  sehr  wenig  geändert,  da  diese  Massen 
sehr  klein  sind  und  die  den  Kometen  entsprechenden  Glieder 
dieser  Formeln  sich  zum  grofsen  Theile,  durch  die  Verschie- 
denheit der  Zeichen  aufheben   (f.  559). 

Man  kann  die  der  Sonne,  den  Planeten  und  Trabanten 
entsprechenden  Theile  von  c,  e',  c"  auf  folgende  Weise 
berechnen. 

Sey  M  die  Masse  eines  dieser  Körper,  und  dm  das 
Element  dieser  Masse,  dessen  auf  die  Axen  Oä?,  Oy,  Oz 
bezogene  Coordinaten  x^  y,  z  sind.  Man  nenne  Ä^i,yi,  Zi 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  von  M  in  Beziehung  auf 
dieselben  Axen,  und  x,^  y,^  z,  die  Coordinaten  von  rf/n, 
welche  sich  auf  Linien  beziehen,  die  mit  diesen  Axen  parallel 
durch  den  Schwerpunkt  gezogen  sind,  so  datfs  man,  in  einem 
beliebigen  Augenblicke , 

X  z=:  xi  '\'  Xfy    y  =  yi  -|-  j;,     Ä  =  «1  +  Ä,, 
dx  ^_  dxi       dx,       dy  ^__  dyi       dy,       dz  dzi    ^dz, 

Tt^'dt'^'dt^  dt  ~  U'^'di'  dt~  dt'^dt 
hat. 
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Da  der  Anfangspunkt  der  Coordinalen  x,,  y,y  z,y  im 
SclAwerpiiukle    von  M  liegt,  8Ö  hat  mau 

I Xfdni  =  o,    fy,dm  =  o,    f  z,din  =r  o, 

und  daLer 

^//  ^  J     dt  ^  J     dt 

wo  sich  die  Integrale  auf  die  ganze  Masse  ausdehnen.     Wenn 

cL  X      11  v       d  " 
man   hiernach   die  Werlhe    von    x^   r,  z,   -— -,    — t"»'  ~r"   i" 

a^       «^       dt 

die  erste  Gleichung  (c)  substituiert,    und   dm   und  /'  statt  m 

und  ^  setzt,  so  findet  man 

woraus  hervorgeht,  dal's  das  Moment  der  Gröfsen  der  Bewe- 
gung von  M,  in  Beziehung  auf  die  Axe  Oz,  aus  zwei  Thei- 
len  besteht^  Der  erste  hängt  nur  von  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes  von  M  ab,  und  ist  derselbe,  als  wenn  diese 
Masse  in  diesem  Punkte  concentriert  wäre;  der  zweite  ist 
von  dieser  Bewegung  unabhängig,  und  derselbe,  als  wenn- 
der  Schwerpunkt  von  M  in  Ruhe,  und  die  Axe  O-s,  parallel 
mit  sich  selbst,  nach  diesem  Punkte  versetzt  wäre.  Dasselbe 
Resultat  findet  auch  bei  den  Gröfsen  c  und  c"  statt,  und 
pafst  überhaupt  in  Beziehung  auf  jede  beliebige  Axe. 

Seyen  nun  Ay  5,  C,  die  Trägheitsmomente  von  Ji,  m 
ße^ziehung  auf  die  drei  Hauptaxen,  die  sich  in  seinem  Schwer- 
punkte schneiden;  p,  g,  7*^  die  Seitengeschwindigkeiten  der 
Umdrehungsgeschwindigkeit,  in  Beziehung  auf  dieselben  Axen, 
A,  /t,  v<f  die  Winkel,  welche  ihre  Richtungen  mit  einer,  der 
Axe  Qz  parallel,  durch  ihren  Durchschnittspunkt  gezogenen 
Linie  einschliefsen.  Nach  dem ,  was  man  in  f.  409  gesehen 
hat,   hat  man 

f^f     ^y»  dXf\ 

I  \'  1/7 ^'  "777"/  ^"^  ^^  "^'^  ^^^  A +^3  cos  /*  -|-  Cr  cos  v 

für  das  auf  diese  Parallellinie  bezogene  Moment  der  Gröfsen 
der  Bewegung  aller  Punkte  von  itf,  die  von  seiner  Umdrehung 
um   den   Schwerpunkt  herrühren. 

Hieraus    folgt,    dafs  der  vollständige  Werlh  von  c 
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c  =  Em  Cxi  -^  —  yi  -^j  +  2.{j4p  cos  A  +  Bq  cos  /e 

+  Cr  cos  v)  (/) 

ist,  wo  sich  die  zwei  Summen  2  auf  die  Sonne,  auf  alle 
Planeten  und  ihre  Trabanten  beziehen ,  und  daher  aus  30 
Gliedern  bestehen.  Da  aber  das  Verhältnifs  von  ^,  B,  C 
zu  M .  von  der  inneren  Beschaffenheit  dicfses  Körpers  M  ab- 
hängt, so  wird  es  uns  ohne  Zweifel  immer  unbekannt  bleiben. 
Wir  wissen  blos,  dafs  diese  Verhältnisse  wenig  von  einander 
verschieden  sind,  da  die  Gestalt  der  himmlischen  Körper 
beinahe  kugelförmig  ist,  und  dai's  sie  kleiner  sind,  als  wenn 
diese  Körper  gleichartig  waren,  weil  die  Dichtigkeit  der  con- 
cenlrischen  Schichten  vom  Mittelpunkte  nach  der  Oberfläche 
von  M  hin  abnehmen.  Es  wäre  daher  unmöglich,  den  Wertli 
von  c  und  ebenso  den  Werth  von  c'  und  c''  zu  berechnen, 
wenn  man  den  Theil  einer  jeden  dieser  Gröfsen  berücksichti- 
gen miifsle,  der  von  der  Umdrehung  der  Himmelskörper  her- 
rührt. Wie  aber  auch  die  Gestalt  von  M  und  seine  innere 
Beschaffenheit  sey,  so  bleibt  der  Theil  von  ^ p  cos  A 
-j-r  Bq  cos /fr  -f-  Cr  cosi/,  der  vom  -anfänglichen  Zustande 
dieses  festen  Körpers  herrührt,  während  der  ganzen  Dauer 
seiner  Bewegung  conslant ,  so  dafs  die  Gröfse  sich  bei  jedem 
Himmelskörper  nur  in  Folge  der  Anziehungen  der  anderen 
Körper  ändern  kann ,  insofern  ihre  Mittelkraft  nicht  genau 
durch  den  Schwerpunkt  von  M  geht,  d.  h.,  insofern  sie  auf 
den  Theil  von  M,  der  nicht  sphärisch  ist,  ausgeübt  werden. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  für  jeden  himmlischen  Körper 
der  veränderliche  Theil  des  zweiten  Gliedes  der  Formel  ( /) 
^sehr  klein  ist  und  im  Verhältnisse  zu  dem  Theile  des  ersten 
Gliedes,  der  sich  auf  denselben  Körper  bezieht,  vernachlässigt 
werden  kann.  Wenn  man  daher  z.  B.  durch  h  den  Halbmes- 
ser der  Erdkugel,  durch  w  die  Winkelgeschwindigkeit  seiner 
Umdrehungsbewegung,  die  um  die  Axe  seiner  Figur  statt  hat, 
und  -durch  d  den  Winkel,  den  diese  Axe  mit  der  Linie,  die 
mit  der  Axe  Oz  parallel  gezogen  ist,   einschliefst,    bezeichnet, 

so  wird  das   zweite  Glied  der  Formel  (/),    welches  der  Erde 

2  M/i^ 
entspricht,    geringer  als  ctfcosj"  seyn ,  was  £ein  Werlh 

seyn  würde,  wenn  die  Erde  gleichartig  wäre. 
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Seyen  auch  q  und  ^,der  mitllere  Halbmesser  der  Erdbahn 
und  die  mitllere  Geschwindigkeit  ihrer  jährlichen  Bewegung, 
Das  erste  Glied  der  Formel  (/),  in  Beziehung  auf  die  Erde, 
wird  daher  Mq^&  seyn.  Wenn  aber  die  Axe  Oz  auf  der 
Ebene  dieser  Bahn  senkrecht  steht,  in  welchem  Falle  S  die 
Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet,  so  steht  man,  daf»  eine  Ver« 
Änderung    von    fünf  Graden,    in   der   Grüfse    dieses  Winkels, 

keine  Aenderung  im  Werthe    von  m  cos  8  hervorbringt, 

5 

die  ein  Hunderttausentel  von  Mq^&  wäre.  Man  kann  sich 
hiervon  überzeugen,  wenn  man  bemerkt,  dafs  das  Verhältnifs 
von  CO  zu  «^  kaum  mehr  als  366  ist,  dafs  das  Yerhaltnifs  von 
Q  zu  h  ungefähr  24000,  und  der  Winkel  d  beinahe  23028' 
beträgt.  Ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  alle  übrigen  Plane- 
ten. Hinsichtlich  der  Sonne  ist  es  wahrscheinlich,  dafs  der 
veränderliche  Theil  des  zweiten  Gliedes  der  Formel  (/),  der 
ihr  entspricht,  ganz  unmerklich  ist,  da,  nach  den  Beobach- 
tungen, ihre  Gestalt  kugelförmig  ist,  und  man  annehmen  kann, 
dafs  dies  auch  bei  den  inneren  Schichten  der  Fall  ist,  da, 
in  den  verschiedenen  Funkten  dieses  Körpers,  die  Centrifugal- 
kraft  im  Vergleiche  mit  der  Schwere  sehr  klein  ist  (§.  250); 
woraus  man  den  Schlufs  zieht,  dafs  die  Mittelkraft  der  An- 
ziehungen der  Planeten  beständig  durch  den  Schwerpunkt  der 
Sonne  gehen  mufs  und  keine  Störung  in  ihrer  Umdrehungs- 
bewegung um  diesen  Punkt  hervorbringt. 

Wenn  man,  nach  diesen  Betrachtungen,  das  zweite  Glied 
des  zweiten  Theils  der  Gleichung  (/')  in  den  ersten  Theil 
übergehen  läfst,  so  kann  man  den  unveränderlichen  Theil  die- 
ses zweiten  »Gliedes,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,, 
in  der  Constauten  c  begreifen ,  und  vy'enh  man  blos  den  ver?» 
änderlichen  Theil  vernachlässigt  und  ebenso  bei  den  Gleichun- 
gen verfährt,  die  die  Werthe  von  c  und  c"  angeben,  so  hat 
man  mit  einem  Grade  von  Annäherung,  welcher  den  der  Beob- 
achtungen weit  übertrifft. 
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563. 
Der  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  jci ,  y^,  z^,    welche 

in   diesen    Formeln    vorkommen,    ist   im    Schwerpunkte    des 

Sonnensystems;   zur  gröfseren  Einfachheil  ist  es  gut,  sie  nach 

dem  Schwerpunkte  der  Sonne  zu  verlegen. 

Zu   diesem   Ende  seyen  g,  h,  i,  die  Coordinaten  diese« 

Punktes,    die   auf  dieselben  Axen,   wie  ^i,  jKi>  *^i  >  bezogen 

sind;    man  nenne  x,  y,  z    die  auf  parallele  Axen,  die  durch 

den    Schwerpunkt   der  Sonne   gehen,    bezogenen  Coordinaten 

des  Schwerpunktes  von  Jtf,   so  hat  man 

•#      ^1  =  X  —  g,    yi   z=:  y  —  h^     zi  =  z  —  i. 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  (g), 
so  wird  diese  daher 

und  ebenso  kann  man  die  Ausdrücke  von  c'  und  c"  umbilden. 
Da  ferner  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  Xi,  yiy  Ziy  im 
Schwerpunkte  des  Systems  ist,   so  findet  man  hieraus 

gSM  =z  2Mx,    h2M  =  2My,    k2M  =  2Mz, 
und  daher 

dt  ,     dt      dt  ^  dt      dt  dt 

Vermittelst    dieser    Gleichungen    eliminiere    ich    g^  7i,   hj 

dg     dh      dk  /        f      ,/ 

-T-  ,    -7- ,    -7-  aus  den  Werthen  von  c ,  c  ,  c   ,  welche  zuletzt 

dt      dt      dt 


c   =:  2JH  (2 x-r-) 

\    dt  dt/ 

21 M  \  dt  dtj 

werden. 


(A) 
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Die  Qdordlnatcn  x^  y,  z,  des  Schwerpunkles  eines  jeden 
Pkneleh    und    Trabanten     und     die    Seitengeschwiudigkeiteu 

—  -tL  —  seiner  Geschwindigkeit  können  als  Angaben 
dl      dt       dt 

der  Beobaclitung  für  die  verscLiedenen  Zeitpunkte  angesehen 
werden,  für  welche  man  die  Werthe  von  c,  c\  c",  und  als- 
dann die  Winkel  HOz  und  EOxy  die  sich  auf  liie  Richtung 
der  unveränderlichen  Ebene  beziehen,  vermittelst  der  Gleichun- 
gen (e)  berechnet.  Da  nun  der  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten.der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist,  so  enthalten  die  darauf 
bezüglichen  Summen  2  die  Masse  der  Sonne  nicht,  wqli#ie 
blos  in  2M  vorkommt,  und  es  wird  daher  das  zweite  Glied 
einer  jeden  der  Formeln  (A)  sehr  klein  in  Beziehung  auf  das 
Erste. 

IV.     Grundsatz   der  lebendigen  Kräfte  und  der  kleinsten 

Wirkung. 

564. 
Wenn  die  Gleichungen  (2)  des  §.  531  die  Zeit  nicht  ent- 
wickelt enthalten,  so  leistet  man  den  Gleichungen  (3)  dessel- 
ben f.  Genüge,  wenn  man  statt  Sxy  dy^  Szy  Sx\.,  die 
Differentiale  dx,  dy ^  dz,  rfo?'...,  die  sich  auf  diese  Verän-i 
derliclie  beziehen,  i^immt.^  Denn  alsdann  werden' diese  letzten 
Gleichungen    die    vollständigen   Differentiale    der    ersten   seyn, 

nemlich 

dL  =  0,    dU  =:  o,     <ü"  =  o  ..., 

und  da  die  Gröfsen  Z^,  JL'yI/\.n^  der  Voraussetzung  gemafs, 
während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  Null  sind,  so  sind 
ihre  vollständigen  Integrale ,  die  unter  der  Rücksicht ,  dafs 
^,  y,  Ä,  A?'...  Functionen  von  t  sind,  genommen  sind,  eben- 
falls gleich  Null.  Enthält  aber  z.  B.  L  die  Zeit  t  entwickelt, 
so  ist  sein  vollständiges  Differential 

, _         dL  ^      .    dL  .       ,    dL  ^       ^    dL  j      , 
dt  ^  dx  ^  dy     ^     ^    dz  * 

und  wenn  man  ^ 

8x  z=z  dx,     8y  =  dy,    dz  =  dzy    Sx'  =  dx\,. 
nimmt,    so  stimmt  die  Gleichung  (3)  nur  für   die   besonderen 
Werlhe  von  t  mit  der  Gleichung  dL  =  o  überein,  wenn  solche 
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dL 
vorliaiiden  sind,  fiir  welche  man  --—  =  o  hat.     Ich  werde 

dt 

daher  im  Folgenden  annehmen,  dafs  die  Bedingungen  des 
Systems  der  materiellen  Funkte  tw»,  m\  m",..,  die  durch  die 
Gleichungen  (2)  ausgedrückt  werden ,  von  der  Zeit  t  unah- 
hängig  sind.  Aufserdem  werden  die  Gröfsen  £,  £',  £". .. 
beliebige  Functionen  der  Coordinaten  dieser  Körper  seyn,  die 
nicht  bios  4hre  wechselseitigen  Abstände  enthalten  werden, 
und  das  System  kann  feste  Punkte  und  andere ,  die  auf  un- 
beweglichen Oberflächen  oder  krummen  Linien  bleiben  müs- 
sen j   enthalten. 

Wenn  man  hiernach  die  vorhergehenden  Werthe  von 
Sxj  dy ^  •..  in  die  Gleichung  (1)  des  erwähnten  {•  substi« 
tuiert^    so  wird  sie 

=  2m{Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 
Nennt  man  Vyv\v\...  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
nij  m\  Tn\..  am  Ende  der  ^eit  t ^  so  hat  man,  rücksicht- 
lich eines  beliebigen  Punktes  m, 

und  'wenn  man  in  Beziehung  auf  -t  düFerentiiert,  -  so  hat  man 

d^x  .       ,    d^y  ,       ,    d^z 

dr-'^''-^dr^'^y  +  dr^ 

wodurch  die  vorjiergehende  Gleichung  in  folgende  übergeht: 
Id.Zmv^  =  Sm\Xdx  +  Ydy  +  Zdz).  {ti) 
Wenn  nun  die  Punkte  des  Systems  durch  feste  Mittel- 
punkte angezogen  oder  abgestofsen  werden  und  diese  Krfäte 
beliebige  Functionen  des  Abstandes  sind,  so  ist  die  Formel 
Hdx  4"  Ydy  -f-  Zdz  ein  genaues  Differential  (f.  158)  für 
jeden  der  Körper  ins  Besondere.  Sind  aufserdem  die  Punkte 
m,  rn  y  m"...  ihren  wechselseitigen  Wirkungen  unterworfen, 
deren  Intensitäten  ebenfalls  Functionen  des  Abstandes  sind 
und  die  dem  Gesetze  genügen,  dafs  die  Gegenwirkung  der 
Wirkung  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  so  ist  die  Summe  der 
Gröfsen  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  und  Tdx'  +  Tdy  +  Z'dz, 
die  sich   auf  die   wechselseitige  Wirkung   iron  m  und  m    be- 

24 


i  d.v^  =  -^  dx  ^  ^dy  +  -jj^dz, 
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hieben,  nodi  immer  ein  genaues  Differential  ($.346),  und  eben 
dies  ist  der  Fall  bei  allen  übrigen  Theilen  der  Summe  Hj  die 
man  paarweise  nimmt.  Hieraus  folgt  ako,  dafs;  wenn  in  dem 
Systeme  keine  Kraft  ist,  dia  nadi  einem  fremden  beweglichen 
Mittelpunkte  gerichtet  ist,  wodurch  die  Zeit  t  in  die  Aus- 
drücke von  Xy  Y^.  •  •  eingeführt  würde,  und  auch  kein  Wider- 
stand eines  Mittels  yorlianden  ist,  für  welchen  diese  Ausdrücke 
die  Geschwindigkeiten  der  Körper  enthalten  würden  und  die 
Punkte  m,  tn\  m'\,.  nur  ihren  wechselseitigen  Wirkungen 
und  von  festen  Mittelpunkten  ausgeheuden  Anziehungen  oder 
Abstofsungen  unterworfen-  wären,  so  hat  man 

2m{Xdx  -f-   Ydy  -|-  Zdz)  =  d<p{Xf  y,  ä,  x\  .1.)» 

wo  9)  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  von  m,  m^ 
m".*.  ist,  die  von  den  Gesetzen  dieser  als  Functionen  der 
Abstände  gegebenen  Kräfte  abhängt. 

integriert  man  alsdann  die  Gleichung  (a)  und  bezeichnet 
durch  C  die  willkührliche  Constante ,  so  hat  man 

Smv^  =  C'^*  2  (p  (.V,  y^  «,  x\ ...). 

Um  C  zu  eliminieren,  seyen  it,  h\  V\..  die  anfänglichen 
Geschwindigkeiten  von  m ,  tti  ,  m  •  •  • ,  man  bezeichne  durch 
a,  6,  c,  die  anfänglichen  Coordinaten  von  m,  durch  a\  b\  c\ 
die  von  m'f*    Alsdann  hat  man,  im  Anfange  der  Bewegung, 

2mh^  =  C-}-  2  (p  (a,  6,  c,  a'...), 
und  wenn  man   diese  Gleichung   von  der  vorhergehenden  ab- 
zieht, so  hat  man,  in  .einem  beliebigen  Augenblicke, 

2mif^ — Smh^  z=:  2(p{xjy,  z,x\..) — 2  9(a,6,c,a'...).  (6) 

Die  Gröfsen  2m v^  und  2m k^  sind  die  Summen  der 
lebendigen  Kräfte  aller  Puukte  des  Systems  in  diesem  Augen- 
blicke und  im  Anfange  der  Bewegung;  diese  Gleichung  deutet 
daher  an ,  dafr  der  Unterschied  dieser  zwei  Summen  nur  von 
den  Coordinaten  der  Körper,  in  diesen  zwei  Zeitpunkten,  ab- 
hängt und  nicht  von  ihren  Verbindungen  oder  den  Wegen, 
die  sie  durchlaufen  haben,  um  von  ihren  anfänglichen  Lagen 
zu  denen  überzugehen ,  die  sie  am  Ende  der  Zeit  t  einneh- 
ineB.  Hierin  besteht  das  Gesetz  der  Bewegung,  welchem  man 
den  Namen  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte  gege- 
>ben.  bat. 
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565. 
Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Sätze: 

1)  Dafs  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  constant  ist, 
80  oft  die  Punkte  des  Systems  keiner  bewegenden  Kraft 
unterworfen  sind,  und  ihre  Geschwindigkeiten ,  der  Gröfse 
und  Richtung  nach,  sich  nur,  in  Folge  ihrer  wechselsei- 
tigen Verbindungen,  oder  der  Bedingung,  welcher  sie  un* 
teiworfen  seyn  können,  sich  auf  festen  gegebenen  Ober« 
flächen  oder  krummen  Linien  zu  bewegen »  ändern. 

2)  Dafs,  wenn  alle  Punkte  des  Systems  dieselben  Lagen 
zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  einnehmen,  auch  die  Summen 
ihrer  lebendigen  Kräfte  in  diesen  zwei  Zeitpunkten  diesel- 
ben sind. 

Da  die  Kräfte,  welche  den  Stofs  der  Körper  von  be- 
liebiger Bescliaffenheit  hervorbringen,  die  wechselseitigen  Wir- 
kungen ihrer  Theilchen  sind  ($.  553),  so  folgt  hieraus,  dafs 
die  Gleichung  (b)  während  der  ganzen  Dauer  dieser  Erschei« 
nung  statt  hat.  Bei  dem  Stolse  der  Körper,  die  vollkommen 
elastisch  sind,  setzt  man  aber  voraus,  dafs  die  Körper  nach 
dem  Stofse  genau  wieder  die  Gestalt  annehmen,  die  sie  vor- 
her hatten,,  und  dafs  alle  ihre  Punkte  *auf  ihre  frühere  Lage 
zurückkommen.  Wenn  dies  daher  wirklich  für  zwei  oder 
mehrere  Körper  von  beliebiger  Gestalt  statt  hat,  so  wird 
wenn  sie  nach  deip  Stofse  sich  zu  trennen  beginnen,  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  aller  ihrer  Punkte  in  diesem  Augen- 
blicke dieselbe  seyn,  wie  im  ersten  Momente  des  Stofses,  oder, 
mit  anderen  Worten,  es  wird  gar  kein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  im  Systeme  statt  finden,  wie  wir  dies  schon  ({.  361) 
in  dem  besonderen  Falle  zweier  gleichartiger  Kugeln,  deren 
Mittelpunkte  sich  nach  einer  geraden  Linie  bewegen,  gesehen 

haben. 

566. 
Bezeichnet  man  durch  R  die  anziehende  oder  abstofsende 
Kraft,  die<  von  einem  festen  Mittelpunkte  ausgeht  und  auf  den 
Punkt  m  wirkt,  und  nennt  r  den  Abstand  dieser  zwei  Punkte 
von  einander,  so  hat  man  (j.  158) 

m(Xdx+  Ydy  +  Zdz)  =  ±:  Rdr, 
wo  das  obere  Zeichen  im  Falle   einer  abstofsenden  Kraft  und 
das  untere  im  Falle  einer  anziehenden  statt  hat,  und  R  eine 

2A* 
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gegeb'ene  Function  von  r  bezeichnet,  die  man  immer  als  eine 
positive  Gröfse  ansieht.  Wenn  daher  der  Abstand  r  im  An- 
fange der  Bewegung  a  und   am  Ende   der  Zeit  t  gleich  u  ist, 

so  hat  man  ii  2  /  Rdr  für  die  Veränderung  der  leben- 
digen Kraft  des  Systems,  die  während  der  Zeit  t  durch  die 
Kraft  R  hervorgebracht  wir^,  d.  h.  für  den  Theil  des  zweiten 
Theiles  der  Gleichung  (/>),  welcher  dieser  Kraft  entspricht. 
Ist  sie  abstofsend,  so  entsteht  eine  Vermehrung  oder  Ver- 
minderung der  lebendigen  Kraft,  je  nachdem  der  Abstand  r 
vermehrt  oder  vermindert  worden  ist,  und  das  enfgegenge- 
setzle  findet  statte  wenn  die  Kraft  R  eine  anziehende  ist. 

Nach  dem,  was  man  in  f.  346  gesehen  hat,  ist  dieses 
auch  bei  den  wechselseitigen  Wirkungen  der  Punkte  des  Sy- 
stems der  Fall,  und  wenn  man,  wie  in  f. 554,  i^  die  Wech- 
selwirkung von  m  und  m  und  q  den  Abstand  mm  nennt^ 
80  hat  man 

mX=z^' ^,  mY=:^^ — =^^,  mZ=::ih^ —, 

Q  Q  Q 

m  JL  — ^  -+-  ,  772  j:    =  r4 1 771  ^  _  rp • 

Q  Q  Q 

je  nachdem  die  Kraft  JF*  eine  abstofsende  oder  'anziehende 
ist  *    da 

q9q  =  (x  —  x')  (dx  — dx') 
+  (j  --y')  (dy  —  dy)  +  (z  —  z'){dz  —  dz') 
ist,   so  ergiebt  sich  hieraus 

m{Xdx  +   Ydy  +  Zda.) 

+  m'iX'dx  -^  y'rfy'+  Z'dz)  =  ±i  FdQ, 
für  den  Theil  des  zweiten  Theiles  der  Gleichung  (ä),  der  der 

Kraft  F  entspricht  und  daher  '±z2  J       Fd  g  für    die  Ver- 

änderuug  der  lebendigen^  Kraft  des  Systems,  welche  diese 
Kraft  liervorbrin^^  während  der  Abstaüd  q  von  g  =  a  zu 
g  iz:  u  übergeht.  Da  das  obere  Zeichen  im  Falle  einer  ab- 
stofsenden  Kraft  statt  hat  und  die  Gröfse  F  immer  positiv 
ist,  so  sieht  man,  dafs  eine  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  lebendigen  Kraft  statt  haben  wird,  je  nachdem  man  u'^a 
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oder  u  ^^a  kat^  d.  h.  je  nachdem  der  Abstand  q  vergrörsert 
oder  vermindert  worden  ist.  Man  schliefst  hieraus  z.  H.,  dafs 
die  Wechselwirkung  der  Theilchen  einer  Gasart  ^  welche  ihre 
wechselseitigen  Abstände  i\x  vermehren  strebt,  immer  eine 
Vergröfserung  der  lebendigen  Kraft  in  dem  Systeme  hervor- 
bringt, zu  welchem  diese  Flüssigkeit  gehört,  wenn  es  sich 
wirklich  ausdehnt,  und  eine  Verminderung,  wenn  es  sich  ver- 
dichtet. Dagegen  mufs  die  vorhergehende  Gröfse  mit  dem 
unteren  Zeichen  genommen  werden,  und  die  Kraft  F  bringt 
alsdann  die  entgegengesetzten  Wirkungen  hervor,  wenn  sie 
eine  anziehende  ist. 

Auch  sieht  man,  dafs  ein  an  eine  Maschine  oder  an  ein 
beliebiges  System  materieller  Punkte  angebrachtes  Gewicht  P^ 
eine  durch  das  Produkt  2  Rh  ausgedrückte  Vermehrung  der 
lebendigen  Kraft  hervorbringen  w*ird,  wenn  es  von  der  Höhe 
h  herabsinkt,  und  eine  Verminderung,  die  ebenfalls  gleich  2Ph 
ist,  wenn  es  sich  zu  derselben  Höhe  erhebt,  wie  auch  sonst 
der  Weg,  den  es  in  beiden  Fällen  durchlauft,  möge  er  eine 
gerade  oder  krumme  Linie  seyn^  beschaffen  ist. 

567, 
Soll  der  Punkt  m  auf  einer  Beweglichen  Oberfläche  blei- 
ben, und  ist  Zr  =  o  die  Gleichung  dieser  Oberfläche,  so  ist 
Ij  eine  gegebene  Function,  von  x^  y,  zyt.  Nennt  man  N 
dea  Widerstand  dieser  Oberfläche^  der  nach  einem  der  zwei 
Theile  der  Normalen   gerichtet  ist,   und  setzt  zur  Abkürzung 

so  erfolgt  ^daraus 

mX^NV^:^,    mY=.NF^^,    mZ^I^r^, 

(fx  dy  dz 

für  die  Seitenkräfte   dieser  unbekannten  Kraft  TS[%   der  Theil 

des   zweiten  Theils  der  Gleichung  (a),   welcher   dieser  Kraft 

entspricht,  ist  daher 

und  da  man,  wenn  man  die  Gleichung  L  =  o  in  Beziehung 
auf  ty  Xy  y^  z  differenliiert, 
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dL   ,      ,  dLi   ,   ,  dL   ,   .  dlß   , 
dt  ^  dx        ^  dy    ^     ^  dz 

hat 9  80  sieht  man,  dafs  sich  dieser  Theil  auf  —  Nr   '^ — dt 

dt 

reduciert.  Um  die  Kraft  iV,  bei  Berechnung  der  lebendigen 
Kraft  des  Systems  zu  berücksichtigen ,  mufs  man  daher  das 
Doppelte  des  Integrals  dieser  Gröfse  cum  zweiten  Theile  der 
Gleichung  (6)  hinzufügen.  Die  Aenderung  der  lebendigen 
Kraft  y    welche    durch    die    Kraft   iV,    während  der    Zeit   t 

dl 

hervorgebracht    wird ,    wird   daher   gleich  —  2  /*  NP^_  -j—  dt 

seyn,  wenn  man  das  Integral  auf  die  Weise  nimmt ,  dafs  es 
Null  sejn  wii*d ,  wenn  tz^o  ist. 

Diese  Aenderung  kann  positiv  oder  negativ  seyn,  je  nach« 

dl 

dem   das  Zeichen  von  -3-7  und  das  von   T^^  welches  von  dem 

dt 

Sinne,  in  welchem  die  Kraft  N  wirkt,  abhängt,  beschaffen 
ist.  Da  die  Gröfse  dieses  Widerstandes  JV,  zum  Theil  von 
der  Centrifugalkraft  des  Punktes  m  abhängt,  so  ist  es,  um 
sie  zu  kennen,  und  daher  den  Werth  des  vorhergehenden 
Integrals  zu  berechnen,  erforderlich,  dafs  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  m  und  seine  Bahn  voraus  bestimmt  sind,  was 
voraussetzt,  dafs  die  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  beschäftigen, 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  m  aufgelöst  ist.  Die  durch 
diese  unbekannte  Kraft  hervorgebrachte  Aenderung  der  leben- 
dlgen  Kraft  wird  nicht  von  dem  Wege  unabhängig  seyn,  den 
der.  Punkt  m  eingeschlagen  hat,  indem  er  von  einer  Lage  in 
die  andere  übergieng.  Das  Princip  der  lebendigen  Kräfte,  wie 
es  oben  ausgesprochen  worden  ist,  wird  nicht  mehr  statt  ha- 
ben, und  wirklich  setzt  sein  Beweis  voraus,  dafs  die  Gleichung 
Z  =:  o  die  Zeit  t  nicht  entwickelt  enthält. 

568. 
Dieses  Princip  hat  auch  nicht  mehr  statt,  wiewohl  die 
Oberfläche,  deren  Gleichung  Lzno  ist,  unbeweglich  ist,  so- 
bald man  die  Reibung  des  Punktes  m  gegen  diese  Oberfläche 
berücksichtigt.  Die  durch  die  Reibung  erzeugte  Aenderung 
der  lebendigen  Kraft  hängt  von  dem  Drucke  ab,  der  der  un- 
bekannten Kraft  A^  gleich  und  entgegengesetzt  ist.     Man  kjinn 
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daher  a  priori  dio  Gröfse  dieser  Aenderung  nicht  berechnen. 
Ea  ist  aber  leicht  zu  zeigen ,  dafs  die  Wirkung  der  Reibung 
immer  ehie  Verminderung  der  lebendigen  Kraft  eeyn  vrird. 

Denn  da  die  Reibung  dem  Drucke  proportional  ist,  so 
kann  man  die  des  Punktes  m  gegen  die  Oberfläche,  deren 
Gleichung  L  =,  o  ist ,  durch  fN  ausdrücken ,  wenn  .  man 
durch /einen  gegebenen  Bruch  bezeichnet,  der  eine  positive 
Gröfse  seyn  wird,  ebenso  wie  die  unbekannte  Gröfse  N.  D* 
aufserdem  die  Richtung  der  Reibung  die  Bahn  des  Körpers 
berührt  und  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt  gerichtet  ist, 
so  sind  die  Seitenkräfte  der  Kraft  /iV,  wenn  man  s  den  Bo- 
gen, den  der  Punkt  m  während  der  Zeit  t  beschreibt,  nennt, 

•       -f^%    -f^T.'    -^^5f. 

wenn  diese  Kraft  parallel  mit  den  Axen  der  x ,  y,  ä  zerlegt 
wird.  Da  nun  dx^  -^  dy^  +  dz^  =  da^  ist,  so  reduciert 
sich  das  von  dieser  Kraft  herrührende  Glied  des  zweiten  Theik 
der  Gleichung  (a)  auf  —JNdsj  und  es  ergiebt  sich  daraus, 
im  zweiten  Theile  der  Gleichung  (6)  ein  Glied  —  2fJNd8, 
in  welchem  man  das  Integral  auf  die  Weise  nimmt,  dafs  es 
mit  s  verschwindet,  und  welches  offenbar  eine  Verminderung 
der  lebendigen  Kraft  ausdrückt. 

Dieses  Resultat  pafst  auch  auf  den  Fall ,  wenn  ein 
Körper  des  Systems  über  den  anderen  gleitet;  nimmt  man 
für  ds  das  Element  der  krummen  Linie,  die  durch  ihren  Be^. 
rührungspunkt  in  Folge  dieses  Gleitens  beschrieben  wird, 
für  N  den  wechselseitigen  Druck  dieser  zwei  Körper,  und 
für  y  einen  Coefficienten ,  der  von  der  Beschaffenheit  ihrer 
Oberfläche  abhängt,  so  drückt  die  Gröfse  —  2fJNds  die 
Verminderung  der  lebendigen  Kraft,  die  von  dieser  Reibung 
herrührt,   aus. 

Ebenso  sieht  man,  dafs  der  Widerstand  eines  Mittels  be- 
ständig eine  Verminderung  der  lebendigen  Kraft  hervorbringen 
wird,  die  von  der  Geschwindigkeit  der  Körper  abhängen  wird. 
Daher  werden  die  Reibungen  der  Theile  eines  Systems  unter 
einander  oder  gegen  feste  Widerstände,  und  die  Widerstände 
der  Mittel ,  durch  welche  die  Körper  gehen  müssen ,  beständig 
die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  dieser  Körper  vermindern, 
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und  auf  diese  Weise  werden  diese  Kräfte  zuletzt  immer  das 
ganze  System  in  Rufae  bringen ,  wenn  es  in  Bewegung  gesetzt 
und  dann  sich  selbst  überlassen  worden  ist^  ohne  anderen  be- 
wegenden Kräften  unterworfen  zu  seyn^  die  sogleich  die  durch 
diese  Widerstände  zerstörten  lebendigen  Kräfte  wieder  erzeugen 
könnten.  Dies  thut  z.  B.  die  Kraft  der  Feder  in  den  gewöhn- 
lichen Pendeluhren;  ihre  Wirkung  giebt  dem  schwingendeti 
Körper  die  lebendige  Kraft  wieder,  die  er,  ohne  das,  bei 
jeder  Rückkehr  zu  der  verticalen  Lage . verloren  hätte,  und 
bewerkstelligt  auf  diese  Weise,  dafs  er  sich  beständig  wieder 
zu  derselben  Höhe  erhebt,  trotz  dem  Widerstände  der  Luft 
und  den  Reibungen.  In  den  Uhren  mit  Gewichten  erhält  das 
Pendel  die  verlorene  Kraft  durch  ein  Gewicht  wieder,  wel- 
ches während  jeder  Schwingung  um  sehr  wenig  sinkt. 

569. 
Bezeichnet  man  durch  ^i ,  yi  j  «i ,   die   Coordinaten   des 
Schwerpunktes    des  Systems   der  materiellen  Punkte   772,  772^ 
772'...,  in  einem  beliebigen  Augenblicke,. und  setzt 

^  =  ^  +  ^n     y  ==  Xi  +  fn     Ä  =  ^1  +  Ä/> 
so  dafs   x,f  y,,  z,,   die   Coordinaten   eines  beliebigen.  Punktes 
771  sind,  die  auf  diesen  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  bezogen 
sind,  so  hat  man 

2,n~  =  o,     2m-^=.o,     Sm—=o, 


und  da 


2  _dx^  +  dy^  ^dz^ 


ist,   so  folgt  hieraus 

oder,  was  dasselbe  ist, 

wenn  man  durch  vi  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
und  durch  v,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  in  seiner 
Bewegung  um  diesen  Mittelpunkt  nennt.  Dah^r  hat  man  die  ^ 
Summe  der  absoluten  lebendigen  Kräfte  aller  Punkte  des 
Systems,  wenn  man  das  Produkt  des  0««^<^r«^*®*  ^^^  Geschwin- 
digkeit  ifu'es   Schwerpunktes    und  der   Summe    ihrer    Massen 
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ZU  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  dieser  Funkte,  in 
ihrer  bezüglichen  Bewegung  um  diesen  Mittelpunkt,  addiert. 

Nennt  man,    nach   diesem  Lehrsatze,   m  die  Masse   eines 

der    Himmelskörper 9     U  die    Summe    der   lebendigen    Kräfte 

aller  seiner  Punkte  in  seiner  Umdrehungsbewegung  um  diesen 

Schwerpunkt,    und   bezeichnet    durch    u  die   Geschwindigkeit 

dieses  Schwerpunktes  im  Räume,  so  hat  man   U  4~  ^nu^  für 

die  Summe  der  absoluten  lebendigen  Kräfte  \on  m.     Wendet 

man  die  Gleichung  (6)  auf  das  Sonnensystem  an,  so  hat  man 

daher 

2U  -^^Smu^  z=  D  +  2(f>  {x,  y,  Zy  a?'...), 

wo  die  Summen  2  auf  die  Sonne,  die  Planeten,  die  .Trabanten 
und  selbst  auf  die  Kometen,  wenn  deren  Massen  bekannt  wä- 
ren, ausgedehnt  werden  müssen;  1?  bedeutet  eine  willkühr- 
liche  Constante,  die  von  den  Lagen  und  Geschwindigkeiten 
aller  dieser  Körper,  in  einem  gegebenen  Augenblicke,  abhängt, 
und  <p  eine  auf  ihre  wechselseitigen  Anziehungen  bezügliche 
Function.    In  Folge  dieses  Lehrsatzes  hat  man  auch 

wenn  man  durch  f^  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
des  Sonnensystems  im  Räume  und  durch  x,,-y,,  z,,  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Figur  von  m,  die  auf  die- 
sen Schwerpunkt  als  Anfangspunkt  bezogen  sind,  bezeichnet. 
Daher  wird  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte 

=  I?  -f-  2  y  (ät,  y,  Ä,  A?'...).  (c) 

Um  den  Ausdruck  der  Function  y  zu  erhalten,  bemerke 
man,  dafs  man  die  Himmelskörper,  wegen  ihrer  fast,  kugel- 
förmigen Gestalt  und  der  Kleinheit  ihrer  Durchmesser,  im 
Verhältnisse  zu  den  sie  trennenden  Zwischenräumen,  wie  Masi- 
sen  betrachten  kann,  die  in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigt 
sind  (J.  Z42).  Sey  daher  /  die  Intensität  der  allgemeinen  An- 
ziehungskraft in  der  Einheit  des  Abstandes,  die  auf  Massen, 
,  •  welche  man  als  Einheit  genommen  hat,  bezogen  ist,  m  und 
m   die  Massen  zweier  dieser  Körper,  und  q  der  Abstand  ihrer 

fmm 

Schwerpunkte,   so   wird  ihre  wechselseitige  Anziehung ^ 

V  ■ 
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sejn    und    der    entsprechende    Wertli    der  Function   ^    wird 

fnim  ,  . 

■— Äeyn ,   woraus  sich 


Q 
für   seinen   vollständigen   Werth    ergiebt^    wo   die   Summe    2 

auf  alle    Himmelskörper^    paarweise    genommen ,    ausgedehnt 
werden  mufs. 

Man  bemerke  nun^  um  die  Gleichung  (c)  zu  vereinfachen, 
dafs,  wenn  man  die  Wirkung  der  Fixsterne  auf  die  Körper 
des  Sonnensystems  unberücksichtigt  läfst,  die  Bewegung  seines 
Schwerpunktes  geradlinig  und  gleichförmig  und  die  Geschwin- 
digkeit y  eine  beständige  Gröfse  ist«  Wenn  man  aufserdem 
die  Störungen  der  Umdrehung  eines  jeden  der  Himmelskörper, 
die  von  den  Anziehungen  aller  übrigen  auf  den  nicht  sphäri- 
schen Theil  desjenigen,  den  man  betrachtet,  herrühren,  unbe- 
rücksichtigt läfst,  so  ist  auch  die  Gröfse  V  für  jeden  Körper 
insbesondere  eine  beständige  {§,  419).  Vernachlässigt  man 
daher  den  veränderlichen  Theil  von  2  Ü,  und  setzt  eine  andere 
beständige  Gröfse  C  an  die  Slelle  von  D—  2mU—F^Sm, 
so  wird  die  Gleichung  (c) 

Will  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Figur  der  Sonne  verlegen,  so  bezeichne  man 
durch  g,  h,  ky  die  Coordinaten  dieses  Punktes,  deren  An- 
fangspunkt im  Schwerpunkte  des  Sonnensystems  ist>  durch  x^ 
y,  Zf  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  von  m,  die  auf  den 
der  Sonne  bezogen  sind,  so  dafs  man 

x,  =  x—^,    y,z=zy  —  hy    z,=z  —  iy 
für   die    Coordinaten    des   Mittelpimktes    von   m   hat,    deren 
Anfangspunkt   im  Schwerpunkte   des  Systems  liegt.     Hieraus 
ergiebt  sich 

dff  ^  „    dx     dh  ^  „     dy     dt  -     ^  -,     dz 

dt.  dr   dt  dt^  dt  dt 

und  da 

^"'V dT* -/  =  ^"*V. rfTi J 


fnm 
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dß'   „  dx  dh   .,  dy  dk   „  dx 

dt  dt  dg  dt  dt  dt 

uty  80  geht  die  Gleichung  {d)  in  folgende  über; 

dff      dh     dis 
nachdem  man  die  Gröfseo  -p-,    -r-,    ---  eliminiert  hat. 

dt^    dt      dt 

r 

Die  Summen   2j   2m  und   2 ausgenommen^  eut- 

Q 
halten  die  Masae  der  Sonne  nicht.     Man  kann  auch  von  die- 
sen zwei  Summen  die  Glieder  absondern^    die  sich  auf  diesep 
Himmelskörper  beziehen , '  welche 

Mm       Mm'      Mm" 
r  r  r 

ünAy  wenn  man  M  die  Masse  der  Sonue,  und  r,  r\  r*\,, 
die  Abstände  der  Mittelpunkte  von  m^  m\  m'\..  Vom  Mittel- 
punkte von'jU  nennt.  Auf  diese  Weise  wird  die  auf  das 
Sonnensystem  angewandte  Gleichung  der  lebendigen  Kräite 
zuletzt 

..„(-±ö:±!y__|__[(.„-)V(.»|)" 

wo  sich  die  Summen  2  nur  noch  auf  die  Planeten ^  die  Tra- 
banten und  wo  möglich  auch  auf  die  Kometen  beziehen ,  und 
der  Anfang  ihr^r  Coordinaten  nun  im  Schwerpunkte  der  Sonne 
liegt. 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dafs  das  directeste 
Mittel,  um  zu  erfahren ,  ob  die  Gesammtwirkung  der  Ko- 
meten einen  merkbaren  Einflufs  auf  das  Weltsystem  ausübt, 
darin  besteht  |  dafs  man  für  weit  aus  einander  liegende  Zeit- 
punkte, den  aus  dieser  Gleichulig  abgeleiteten  Werth  der  Grofse 
C,  vermöge    der  relativen  Geschwindigkeiten;   der  wechselsei- 
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tigen  Abslände  und  der  Massen  ..der  übrigen  Hunmelskörper 
zu  diesen  verschiedenen  Zeitpunkten^  berechnete.  Fände  man, 
dafs  diese  Werthe  von  C  merklich  ungleich  wären,  so  könnte 
man  ihre  Aenderungen  den  Wirkungen  der  Kometen  zuschrei-« 
ben,  indem  man  noch  immer  die  Wirkung  der  Fixsterne  ver- 
nachlässigt, und  annimmt,  dafs  in  dem  Zwischenräume  weder 
ein  Stofs  noch  eine  Explosion  statt  gefunden  hat,  denn  man 
wird  bald  sehen,  dafs  die  plötzlichen  Aenderungen  der  Ge- 
schwindigkeit die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems 
ändern,  und  daher  auch  eine  Aenderung  im  Werthe  der  Gröfse 
C  hervorbringen. 

570. 
Nach  dem 9  was  man  in  §.  546  gesehen  hat,  ist  die  Func- 
tion, welche  in  der  Gleichung  (&)  durch  9  bezeichnet  wurde, 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  für  die  Werthe  der  Coor- 
dinaten  x^y^  z,  x\,.,  die  einer  Gleichgewichtslage  des  Systems 
entsprechen.  Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Summe  der  leben« 
digen  Kräfte  aller  Punkte  1  auf  hört  zu  wachsen  oder  abzuneh- 
men ,  so  oft  das  System ,  während  seiner  Bewegung  in  eine 
Lage  kommt,  in  welcher  es  im  Gleichgewichte  bleiben  wiirde, 
wenn  seine  Punkte  nicht  schon  Geschwindigkeiten  erlangt 
hätten,  und  da  die  Maxima  und  die  Minima  dieser  Function 
der  Zeit  abwechselnd  statt  finden  müssen,  so  ergiebt  sich 
auch  daraus,  dafs  die  Lagen  des  Gleichgewichtes,  durch  welche 
das  System  geht,  abwechselnd  dauernd  und  nicht  dauernd 
seyn  werden ,  je  nachdem  die  Function,  (p  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  ist. 

I  Das  unterscheidende  Merkmal  der  zwei  Zustände  des 
Gleichgewichtes  ist  in  §•  347  blos  ausgesprochen  worden,  und 
es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  dafs  die  Dauer  des  Gleich- 
gewichtes statt  hat,  wenn  die  Function  cp  ein  Maximum  ist, 
was  wir  nun  vermittelst  der  Gleichung  (6)  thun  wollen. 

Zu  diesem  Ende  seyen  a,  6,  c,  a',  6',  c'. ..  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte  /n,  m\  m"...  in  einem  Gleichgewichts- 
zustande des  Systems.  Man  nehme  auch  an,  man  habe  sie 
um  ein  Weniges  aus  ihren  Lagen  entfernt  und  ihnen  sehr 
kleine  Geschwindigkeiten  k^  i\  Jb"...  mitgetheilt.  Am  Ende 
der  Zeit  f  sey 
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A?=a+p,     yz^b+q,    zz=c+rf 

•         •  •         •         •         • 

die  Coordinaten  derselben  Punkte.  Es  handelt  sich  nun  darum, 
zu  zeigen,  dafs  die  Veränderlichen  p,  gr,  r,  p',.**  i'nnaer  sehr 
klein  bleiben,  wenn  die  Gröfse  y  (a,  6,  c,  «',.••)  ®i^  Maxi- 
mum ist. 

Ich  entwickele  nemlich  y  (ät,  y,  ä,  jc', ...)  nach  den  Po- 
tenzen und  Produkten  von  p,  y,  r,  p', .•..  Vermöge  der  den 
Maximis  und  Minimis  gemeinschaftlichen  Eigenschaft,  ist  die 
Summe  der  von  den  ersten  Potenzen  dieser  Veränderlichen 
abliäogigen  Glieder  immer  Null,  wie  auch  die  Anzahl  der 
unabhängigen  Veränderlichen,  die  in  der  Frage  vorkommen, 
beschaffen  sey.  Man  beweist  auch  in  der  Differentialrechnung, 
dafs  die  Summe  der  von  den  Quadraten  und  Produkten  von 
Pf  ?;  ^7  /?'-.•  abhängigen  Glieder,  d.  h.  die  Summe  der  Glie- 
der, die  in  Beziehung  auf  diese  Gröfsen  von  der  zweiten  Ord- 
nung sind,  im  Falle  des  Maximum,  in  mehrere  Quadrate  zer- 
legt werden  kann,  die  mit  dem  negativeh  Zeichen  genommen 
werden  und  deren  Anzahl  der  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen gleich  ist.  Bezeichnet  nian  durch  R  den  Rest  der  Reihe, 
welcher  die  Glieder  der  dritten  und  der  höheren  Ordnungen 
enthält,  so  hat  man  daher 

wo    8,  s\  «"...   lineare   Functionen    von  p,  q,  r,  p  .,,  sind, 
die  alle  zugleich  mit  diesen  Veränderlichen  ]\ull  werden.     Die 
Substitution  dieses  Werthes   von  y   in  die  Gleichung  («)  giebl 
iHinv^  z=i  iSmk^  —  {s^  +  ^'2-f  s" ^ -}-...)  + R. 
Im  Anfange  der  Bewegung   sind  aber    die  Veränderlichen 
p,  q,  r,  p', .••  ^®^^'  klein;    so   lange   dies   dauert,    sind  auch 
die  Gröfsen  s^  s\  «",..•  sehr  klein,   und   umgekehrt  entspre* 
chen  den  sehr  kleinen  Werthen  von  s,  s\  «"...immer  ähnliche 
Werthe  von  p,  5,  r,  p',,...    Aufseräem  ist  für  solche  Werihe 
jedes   Glied    der    zweiten    Ordnung,   ohne   Rücksicht    auf  das 
^Zeichen,    gröfser  als  iZ,    welches  nur  Glieder  von    einer  hö- 
heren Ordnung   als  die    zweite   enthält.     So  lange   daher   alle 
Quadrate  s^,  s'^,  «"^,...  noch  sehr  Idein  sind,  übertrifft  jede« 
derselben  den  Werth  von  i?. 
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Dies  vorausgesetzt^  können  wir  behaupten^  dafs  alle  Gröfsen 
8f  s\  a"...  inuner   sehr  klein   bleiben  werden  und  dafs  jede 

derselben  nie  gröfser  als  \\Sk^  seyn  wird;  denn  da  diese 
Gröfsen  sich  stetig  ändern ,  so  könnte  dies  nicht  eher  der  Fall 
seyn^   als  bis   die   gröfste  derselben,  welche  z.B.  s  seyn  soll^ 

gleich  y^Eh^  geworden  ist,  und  da  dieser  Werth  von  s 
noch  sehr  klein  wäre,  weil  alle  Gröfsen  hyh\  k'\...  der  Vor« 
aussetzung  gemäfs,  sehr  klein  sind,  so  hätte  man  zu  gleicher 
Zeit 


8 


2 


=  i2k^    8'^>  Ry    «"2>  j5^... 


was  ungereimt  wäre,  da  \  Srnp^  eine  positive  Gröfse  ist.  Da- 
her werden  auch  die  Veränderlichen  p,  q^  r,  p',...  immer 
sehr  klein  bleiben  und  das  System  wird  nur  um  seine  Gleich* 
gewichtslage,  die  alsdann  eine  dauernde  ist,  Schwingungen 
machen,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Gröfse  (p  {a^  b,  c,  a\..)  eiu  Minimum,  so  ist 
die  Summe  der  Glieder  der  zweiten  Ordnung,  in  der  Ent* 
Wickelung  von  (p  {x^  y^  Zy  x\».)  eine  positive  Gröfse.  Als- 
dann kann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  noch  beste- 
hen, ohne  dafs  die  Veränderlichen  p,  ^,  r,  jp',«**  immer  sehr 
.  klein  sind.  Dies  ist  jedoch  nicht  hinreichend,  um  daraus  zu 
schliefsen,  dafs  sie  wirklich  aufhören' werden,  es  am  Ende 
einer  gewissen  Zeit  zu  seyn ,  wie  klein  man  sie  auch  im  An- 
fange der  Bewegung  annimmt,  ebenso  wie  die  anfänglichen 
Geschwindigkeiten  k,  k\  ^"9 •••9  und  man  kann  sich  nur,  wenn 
man  in  jeder  Aufgabe  ihre  Werthe  als  Functionen  von  t  be- 
stimmt, davon  überzeugen,  dafs  sie  nicht  begränzt  sind. 

571. 
Die  anfänglichen  Geschwindigkeiten ,  deren  Seitengeschwin- 
digkeiten durch  a,  b,  c,  a',  6',  c'...  in  f.  535  dargestellt 
worden  sind,  und  welche  die  Funkte  m,m^y  m"...  wirklich 
annahmen,  als  die  Bewegung  des  Systems  anfieng,  genügen 
nothwendig  den  gegebenen  Bedingungen,  welche  die  Körper 
unter  einander  und  mit  anderen  Punkten  im  Räume  verbin- 
den^ und  da,  der  Voraussetzung  gemäfs,  diese  Bedingungen 
durch    Gleichungen    ausgedrückt    werden,    nemlich   durch    die 
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Gleicilungen  (2)  des  f«5Sl,  8o  folgt  daraus ,  dafs,  wenn  man 
durch  €  eine  unendlich  kleine  Zeit  bezeichnet  und 

9x  =  asy    iy  =  bsf    dz  =  c«,    dx'  =  a'  Sy* 

ninimt^  die  Verrückungen  der.  Punkte  //i^m'^m''...,  welche 
diesen  Zuwächsen  ihrer  Coordinaten  entsprechen  und  auch 
die  entgegengesetzten  Yerrückungen  den  gegebenen  Bedingun- 
gen, d.h.  den  Gleichungen  (3),  welche  in  f.  531  aus  den 
Gleichungen  (2)  abgeleitet  worden  sind,  Genüge  leisten  werden. 
Man  kann  daher  diese  Werthe  von  dxj  Sy**»  in  der  Glei- 
chung (5)  des  (.  535  anwenden  ^  so  dafs  man  im  Anfange  der 
Bewegung,  und  wenn  man  den  allen  Gliedern  gemeinschaft- 
lichen Factor  e  wegläfst,  die  Gleichung 

2m  [{A—a)a  +  (B^b)b  +  (C^c)c}  =zo,      (e) 

zwischen  den  Seitengesdiwindigkeiten  ^,  Bj  C,  ufy...  der 
Geschwindigkeiten,  welche  die  Punkte  m,  m',  m",.-*  anneh- 
men würden ,  wenn  sie  frei  und  isoliert  waren ,  und  den  Sei- 
tengeschwindigkeiten der  Geschwindigkeiten,  die  sie  wirklich 
annehmen,  findet. 

Man  kann  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  in  der  an- 
fänglichen drehenden  Bewegung  eines  festen  Körpers  um  einen 
festen  Punkt  leicht  nachweisen.  Denn  man  verwandele  m  in 
dm  und  2  in  J*  und  setze 

/(a2  +  b^+  c^)dm  =  A, 
80  dafs  h  die  Summe   der  lebendigen  Kräfte  aller  Punkte  des 
Körpers  darstellt.     Die  vorhergehende  Gleichung  wird  alsdann 

f{Aa  ^*  JB6  +  Cc)  dm  =  ä.  (/) 

Aufserdem  hat  man  (f.  408.) 
a  =  qz,—  ry,j  b  =  rx,—pz,,  o  z=z  py,  —  qx„ 
wo  x,y  y,y  z,,  die  drei  Coordinaten  von  dm  sind,  die  sich 
auf  die  Hauptaxen  des  Körpers,  die  sich  im  festen  Punkte 
schneiden,  beziehen^  und  p,  (jf,  f^  die  Seitengeschwindigkeiten 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit  um  diese  Axen  bezeichnen« 
Nennt  man  aufserdem  k  das  auf  den  festen  Punkt  bezügliche 
Hauptmoment  der  Gröfsen  der  Bewegung,  welche  allen  Punk- 
ten des  Körpers  mitgetheilt  worden  sind,  und  cc,  ß,  y^  die 
Winkel,  welche  die  Axe  dieses  Momentes  mit  den  Axen  der 
^M  Yn  ^n  einschliefst,  so  hat  man 
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S{Bx,  —  -^JK/)  dm  =  i  cos  y , 
S{Az,  —  Cx,)dm  =  kcosßf 
^  ipyr  —  ^ ^/)  dm.z=.  h  cos  a ; 
denn   es  ist  einleuchtend^   dafs  die   ersten  Glieder  dieser  Glei- 
chungen; die  auf  die  Axen  der  x,y  y,^  z,,  bezogenen  Momeule 
der  Gröfsen  der  Bewegung'  sind;   deren  Hauptnioment  ,i  ist, 
Bo    dafs    man    die  Werthe   dieser   Integrale    aus   dem   Werllie 
von  i  ableiten  kann,  wenn  man  diesen  mit  cos  y,  cos  ß,  cos  a 
multipliciert   (f.  281).     Substituiert   man  aber  die  Werthe  von 
a,  b,  Cy  in  iie  Gleichung  (/)  und  berücksichtigt  diese  letzten 
Gleichungen,  so  erhält  man 

i  {p  cos  cc  -^  q  cos  /?  -{-  r  cos  ;/)  =  Ä. 
Bezeichnet  man  daher  durch  JI  die  Seitengeschwindigkeit 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit    um    die    Axe   des    Hauptmo- 
mentes, so  dafs  man 

J7  =  p  cos  a  4"  3  cos  /?  -|-  r  cos  y 
hat,  so  ergiebt  sich  daraus 

was  mit  dem  Lehrsatze  des  ^.419  übereinstimmt»  nach  wel- 
chem diese  Seitengeschwindigkeit  der  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  dividiert  durch  das 
Hauptmoment  der  Gröfsen  der  Bewegung ,  gleich  ist. 

572. 
Tritt  nun  während  der  Bewegung  eine  plötzliche  Aende- 
rung  in  den  Geschwindigkeiten  der  Körper  ein ,  so  kann  man 
für  Sxy  Jy, ...  in  der  Gleichung  (5)  des  f.  535,  die  unendlich 
kleinen  Verrückungen  aller  Punkte  des  Systems,  die  wirklich 
in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  dieser  Aeuderung  statt  .hatten, 
nehmen,  sobald  in  diesem  Augenblicke,  wie  im  folgenden  §^ 
erklärt  wird,  die  Punkte,  in  welchen  sich  die  Theile  des 
Systems  berühren,  dieselbe  Geschwindigkeit,  für  beide  zu- 
sammenstofsende  Theile,  in  der  auf  ihrer  gemeinschaftlichen 
^  Oberfläche  senkrechten  Richtung,  haben.  Dies  vorausgesetzt, 
mufs  man  zwei  verschiedene  Fälle  untersuchen. 

1)  Wenn  die  plötzliche  Aenderung  durch  das  Zusammen- 
treifen  zweier  oder  mehrerer  Körper  des  Systems  oder  durch 
den  Stofs  dieser  Körper  gegen  feste  Widerstände  hervorge- 
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bracht  wird,  80  wird  die  besprochene  Bedingung  im  Augen- 
blicke der  gröfsten  Zusamniendrückuug  statt  finden  (^.  468). 
Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Seitengeschwind igkeilen  «,  6, 
c,  a',.«»  ^cr  Geschwindigkeiten  der  Körper  sich  auf  diesen 
Zeitpunkt,  und  A,  J8,  C,  -r^,'...  auf  den  Anfang  des  Stoi'ses 
beziehen,   so  kann  man,  wie  im  vorhergehenden  f., 

setzen,  und  die  Gleicliung  (e)  .wird  zwischen  den  Seiten- 
geschwindigkeiten  der  Geschwindigkeiten  in  diesen  zwei 
Zeitpunkten  statt  finden,  welche  der  Anfang  und  das  Ende 
des  Stpfses  seyn  werden,  wenn  die  Körper  gar  keine  Elasti- 
cität  haben.     Diese  Gleichung  (e)  giebt  aber 

Sm(Ja'\'Bb +Cc)  z=  2fn(a^  +  b^  +  c^), 
und  da  man  identisch 

2m  {{A  -  ay  +  (S  -  bf  +  (C—  c)^] 

—  22fn{Aa  +  Bb  +  Cc) 
hat,  so  folgt  daraus 

SmiA^-^B^  +  C^)  —  2m{a^  +  b^  +  c^) 
=  2mi{A  —  a)^  +  (S  — 6)2  +  (C  —  cy], 
so  dafs  der  Ueberschufs  der  Summe  der  lebendigen  Krlifle 
aller  Funkte  des  Systems  vor  dem  Stofse,  über  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  nach  dem  Stofse,  eine  gewisse  Summe 
von  lebendigen  Kräften  und  daher  eine  positive  Gröfse  ist. 
Daher  findet  bei  plötzlichen  Aenderuugen  der  Geschwindig* 
kfeit,  die  vom  Stofse  unelastischer  Körper  gegen  einander 
oder  gegen  feste  Widerstände  herrühren,  immer  Verlust  an 
lebendiger  Kraft  statt,  wie  wir  es  bei  dem  Stofse  zweier 
gleichartiger  kugelförmiger  Körper,  deren  Mittelpunkte  sich 
auf  derselben  geraden  Linie  bewegen,  gesehen  haben  (f.  361). 

2)  Wenn  die  plötzliche  Aenderung  durch  innere  Explo- 
sionen hervorgebracht  wird,  die  einen  oder  mehrere  Kör- 
per des  Systems  zertrümmern,  so  sind  es  die  Seitenkräfle 
AyB)  Cy  A\...  der  Geschwindigkeiten,  die  am  Anfange 
der  Erscheinung  statt  hatten,  und  nicht  die  Seitengeschwin- 
digkeiten a,  by  c,  a,...  der  Endgeschwindigkeiten,  welche 
den  Bedingungen  des  {.  536  Genüge  leisten ,  so  dafs  man 
in  diesem  Falle  die  vorhergehenden  Werlhe  von  &x,  rJy,... 
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in  der  Gleichung  (5)  des  f.  535  nicht  mehr  anwenden  kann. 
Rezeichnet  man  aber  noch  immer  durch  %  eine  unendlich 
kleine  Zeit^  80  kann  man 

8x  :=.  Jbj     dy  =^  Ba      ifz=:Cef     dx'  z=:  Je   ... 

setzen,   wodurch  die  Gleichung  (5)  in  folgende 
übergeht ,  woraus  man 

—  sm  [{a—j)^  +  {b  —  By  +  ic  —  cy^ 

findet.  Dies  zeigt,  dafs  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte 
aller  Punkte  der  Theile  der  Körper,  nach  der  Explosion 
immer  gi'öfser  ist,  als  die  Summe  ihrer  lebendigen  Kräfte 
vor  der  Explosion.  Es  ist  nemlich  einleuchtend,  dafs,  wenn 
die  Körper  vor  der  Trennung  ihrer  Theile  in  Ruh^  sind, 
immer  eine  Vermehrung  der  lebendigen  Kräfte,  nach  dieser 
Trennung,  erfolgen  wird.  In  Folge  des  eben  ausgesproche- 
nen Lehrsatzes  bringt  aber  die  plötzliche  Aenderung,  die  durch 
eine  Explosion  erzeugt  wird,  wie  auch  die  fortschi'eitende 
und  dreliende  Bewegung  des  Körpers  beschafTen  sey,  immer 
eine  Vermehrung  der  lebendigen  Kraft  und  nipht  eine  Ver- 
minderung, wie  es  bei  einem  unelaslischen  Körper  der  Fall 
ist,  hervor. 

Man  sieht,  ohne  dafs  es  nöthig  ist  etwas  zu  dem,  was 
wir  in  f.  469  über  den  Slofs  elastischer  Körper  gesagt  haben, 
hinzu  zu  fügen,  dafs  der  erste  Tlieil  dieser  Erscheinung,  vom 
Anfange  an  bis  zu  dem  Augenblicke  der  gröfsten  Zusammen- 
drückung, dem  ersten  der  zwei  vorhergehenden  Fälle,  und 
der  zweite  Theil,  von  diesem  Augenblicke  bis  zur  Trennung 
der  Körper,  dem  zweiten  dieser  zwei  Fälle,  verglichen  wer- 
den kann.  In  dem  ersten  Theile  findet  daher  eine  Abnahme 
und  im  zweiten  ein  Zuwachs  an  lebendiger  Kraft  statt.  Sind 
aufserdem  die  Körper  vollständig  elastisch,  so  dafs  sie,  indem 
sie  sich  trennen,  dieselbe  Gestalt  annehmen,  die  sie  vor  dem 
Stofse  hatten ,  und  sind  die  zwei  Theile  der  Erscheinung  voll- 
kommen ähnlicli  ^  so  wird  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft, 
während  des  zweiten  Theils,  der  Abnahme,  die  während 
des  ersten  statt  hat,  gleich  seyn.  Die  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  des  Systems  wird  daher  vor  und  nach  dem  Stofse  die- 
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selbe  seyn,  übereinetimineml  mit  dem,  was  wir  in  §•  565  ge« 
sehen  haben.  Dies  setzt  jedoch  voraus ,  dafs  man  von  dem 
Verluste  an  lebendiger  Kraft ,  der  immer  statt  hat  {§.  568), 
wenn  während  der  Dauer  der  Berührung  der  Körper  ein 
Gleiten  und  eine  Reibung  der  Körper  gegen  ehiander  statt 
findet,  absieht« 

573. 

Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  welches  wir 
noch  betrachten  müssen,  besteht  darin,  dafs,  wenn  man  bei 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern^  iür  welches  das 
Priucip  der  lebendigen  Kräfte  statt  hat,  das  Produkt  aus  der 
Geschwindigkeit  eines  jeden  materiellen  Punktes  des  Systems, 
aus  seiner  Masse-  und  dem  Elemente  seiner  Bahn  bildet,  die 
Summe  der  ähnlichen  Produkte  für  alle  Körper  nimmt  und 
diese  Summe  von  einer  gegebenen  Lage  des  Systems  bis  am 
einer  anderen  ebenfalls  gegebenen  Lage  integriert,  der  Werth 
dieses  Integrals  im  Allgemeinen  ein  Minimum  seyn  wird. 

Dieser  Lehrsatz  ist  eine  Ausdehnung  des  Lehrsatzes  des* 
{.  160  und  kann  auf  diescflbe  Weise  bewiesen*  werden.  Daher 
wollen  wir  hier,  der  Kürze  halber,  den  Beweis  weglassen« 
Nennt  man  ds  das  Element  der  Bahn  von  /7i,  dessen  Ge- 
schwindigkeit p  ist,  so  mufs  das  Integral  von  Zmvds  im 
Allgemeinen  ein  Minimum  seyn.  In  einigen  Fällen  aber,  wie 
in  dem  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer 
geschlossenen  Oberfläche  kann  das  Minimum  durch  das  Maxi- 
mum ersetzt  werden,  und  wir  wollen  blos  beweisen,  dafs  die 
unendlich  kleine .  Veränderung  von  f^mvds  immer  gleich 
Null  ist. 

Da  ds  =  vdt^  so  ist  das  Integral,  von  dem  die  Rede 
ist,  dasselbe,  Y(ie  fj^dty  wenn  man  V  z=z  2mp^  setzt.  Das 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  kommt  daher  darauf  zurück, 
daCs  das  Integral  des  Produktes  aus  der  lebendigen  Kraft  des 
Systems  in  das  Element  der  Zeit  im  Allgemeinen  ein  Minimum 
ist,  so  dafs,  in  der  Natur,  ein  System  von  Körpern  von  einer 
Lage  in  die  andere  gebracht  wird,  indem  es  die  kleinstmög- 
lichste  Quantität  von  lebendiger  Kraft  anwendet.  Sind  die 
Körper  keiner  bewegenden  Kraft  unterworfen,  so  ist  die 
GrÖl'se  y  constant  (^'.  565)  und  die  Zeit  der  Bewegung  ist 
alsdann  ein  Minimum. 

25* 


388 

Vergleicht  man  das  Princip  der  kleinsten  Wirkang  mit 
den  Princjpen  der  lebendigen  Kräfte,  der  ErbaUung  der  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  und  der  Erhaltung  der  Flächen, 
so  sieht  man,  dal's  das  erste  nur  eine  Regel  ist,  die  DiiFe- 
rentialgleichungen  der  Bewegung  zu  bilden,  die  jetzt  unnütz 
ist,  weil  man  diese  Gleichungen  auf  eine  directere  und  allge- 
meinere Weise,  vermittelst  der  Formel  (3)  des  }.  531  erhält, 
während  die  anderen  Principe,  aufserdem,  dafs  sie  wichtige 
Eigenschaften  der  Bewegung  enthalten,  noch  den  Vortheil  haben, 
die  Integrale  dieser  Differentialgleichungen  anzugeben,  welche 
die  einzigen  sind,  die  man  bei  den  meisten  Aufgaben  kennt. 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes giebt  drei  Integrale  in  geschlossener  Form,  nemlich 

S/nx  =  aSm  '\-  Jltj 
Smy  =  bSm  -f  ^h 
£mz  =  c  2m  -}-  Ct, 
wo    a,  b,  Cy  ^ ,  B,  C  die   sechs    willkührlichen    Constanten 
sind,  von  welchen  die  drei  ersten  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes  des  Systems    im   Anfange    der  Bewegung   bezeichnen, 
lind  die  drei  anderen  die  Summen  der  Gröfsen  der  Bewegung 
sind,  die  zu  dieser  Zeit,  allen  Punkten  des  Systems,    parallel 
mit  den  Axen   der  Coordinaten,  milgclheilt  worden  sind.     Die 
aus   dem   Principe   der  Erhaltung    der  Flächen    entspringenden 
Integral^  sind  die  drei  ersten  Integrale,  numlich 

2m  {xdy  — ydx)  =  cdt, 
2m  {z  d X  —  xdz)  z=l  c'dt, 
2m(jydz  —  zdy)  =;  c'^dt, 
wo  c,  c\  c",  die  drei  willkührlichen  Constanteu  siud,' welche 
die   Momente    der   anfänglichen   Gröfsen    der   Bewegung    aller 
Punkte  des  Systems,  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  Ä,y,  Xy 
oder   das  Doppelte    der,    in    der    Einheit    der  Zeit,    um    diese 
Axen    beschriebenen    Flächen   ausdrücken.      Endlich    giebt   das 
Princip   der  lebendigen  Kräfte  nur  ein  einziges  Integral,    wel- 
ches  die  Gleichung;  (6)   des   §.  564  ist,    und   das  man  auf  fol- 
,  gende  Weise  schreiben  kann : 

2m\^  dt^      J  =  I?+9^(^,j)^  JK,  X  .,:) 

wo  D  eine  willkührliche  Coustante  ist. 
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Hydrostatik. 


Erstes    Kapitel. 
Einleitende    B  e  g  r  iffe, 

574. 
Die  Hydrostatik  ist  der  Theil  der  Statik,  welcher  das 
Gleicbgewiclit  der  Flüssigkeiten  behandelt.  Man  betrachtet 
hierbei  die  Flüssigkeit  als  eine  Sammlung  materieller  Punkte, 
die  dem  geringsten  Versuche ,  sie  zu  trennen ,  nachgeben.  Die 
Flüssigkeiten,  die  sich  in  der  Natur  finden,  näheru  sich  diesem 
Zustande  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  mehr  oder  weniger; 
der  ZusamraeuhaDg,  der  zwischen  deu  Theilchen  mehrerer 
dieser  Substanzen  herrscht,  und  das  hervorbringt,  was  man 
ihre  Zähigkeit  nennt,  widersetzt  sich  der  Trennung  ihrer 
Tlieile'.  In  der  Theorie,  die  wii'  hier  behandeln,  werden 
wir  uns  jedoch  nur  mit  vollkonimnen  Flüssigkeiteu  beschäfti- 
gen, und  niinnit  man  einige  Flüssigkeiten ,  bei  welchen  die 
Zähigkeit  sehr  beträchtlich  ist,  aus,  so  kann  mau  die  Gesetze 
des  Gleichgewichtes,  diq  wir  erhalten  werden,  ohne  merkli- 
chen Fehler  auf  alle  übrigen  Flüssigkeiten  ausdehnen^ 

Diese  Substanzen  sind,  wie  die  festen  KöVper,  aus  unzu- 
sammenhäugendcn  IMoleculen,  die  durch  leere  Räume  getrennt 
sind,  zusammengesetzt.  Theilt  man  aber  die  Flüssigkeit  in 
Viumefsbare  Theilchen,  von  welchen  jedoch  jedes  eine  grol'se 
Anzahl  von  Moleculen  enthalten  kann,  so  kann  mau  anneh- 
men, dai's  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  solchen 
Tlieilchens  dieselben  sind,  als  wenn  es  unendlich  klein  wäre, 
.   einen   flüssigen    Zustand   beibehielte    und   dieselbe    Dichtigkeit 
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vrie  der  Körper  hatte ,  wie  oacb  der  in  $.  98  gegebenen  Defi- 
nition. Dies  kommt  darauf  zurück ,  dafs  man  eine  Flüssigkeit 
wie  eine  zusanunenhäugende  Masse  ansieht,  deren  Dichtigkeit 
constant  ist  oder  sicli  in  unmerklichen  Zwischenstufen  Yerändert« 

575. 

Man  unterscheidet  zwei  Arten  von  Flüssigkeiten,  nenilich 
die  tropfbaren  und  die  luftförmigen. 

Die  tropfbaren  Flüssigkeiten  nennt  man  auch  unzusaui- 
mendrückbare;  in  Wahrheit  sind  sie  aber  Substanzen,  die 
sich  nur  unter  sehr  grofsem  Drucke  merklich  zusammendrücken 
lassen.  Ist  z.  B.  ein  verticaler  Cylinder  bis  zu  einer  gewissen 
Höhe  mit  Wasser  gefüllt,  erleidet  dieses  Wasser  zuerst  gar 
keinen  Druck  an  seiner  Oberfläche  und  wird  es  nachher  mit 
einem  Gewichte  belastet,  das  dem  atmosphärischen  Drucke 
gleich  ist,  so  ergiebt  die  Beobachtung,  dafs  die  ursprüngliche 
H()he  des  Wassers  nur  um  46  Milliontel  abnimmt,  wenn  man 
annimmt,  dafs  der  Cylinder  seinen  Durchmesser  behält  und 
seine  Wände  nicht  dem  Drucke,  der  ihnen  durch  die  Flüssig- 
keit mitgelheilt  wird,  nachgeben.  Vermehrt  man  die  Last 
der  Flüssigkeit  und  bringt  sie  bis  auf  den  Druck  von  mehre- 
ren hundert  Atmosphären,  so  wächst,  wie  die  Beobachtung 
zeigt,  die  VerdicliUing  des.  Wassers  in  demselben  Verhältnisse 
wie  diese  Last.  Das  Quecksilber  läfst  sich  noch  weniger  zu- 
sammendrücken als  das  Wasser,  und  trotz  aller  Versuche  ist 
es  nicht  gelungen,  sein  Volumen  auf  eine  merkbare  Weise  zu 
vermindern. 

Die  luftförmigen  Flüssigkeiten,  d.  h.  die  atmosphärische 
Luft  und  die  übrigen  Gasarten,  lassen  sich  zusammendrücken 
und  sind  vollkommen  elastisch,  so  dafs  sie  zu  gleicher  Zeit, 
unter  dem  Drucke,  Gestalt  und  Volumen  ändern,  und,  so- 
bald der  Druck  aufhört,  wieder  genau  ihre  ursprüngliche  Ge- 
stalt annehmen  können.  Man  nennt  sie  deswegen  auch  elasti- 
sche Flüssigkeiten«  Die  Dämpfe  sind  ebenfalls  elastische 
Flüssigkeiten ;  jedoch  kann  ein  gegebener  Raum-,  für  eine  ge- 
gebene Temperatur,  nur  eine  bestimmte  Quantität  Danipf  ent- 
halten, so  dafs  sich  ein  Theil  des  Dampfes  in  Wasser  ver- 
wandelt, sobald  der  Dampf  diese  Gränze  erreicht  hat  und 
man   den    Raum   oder    die   Temperatur,    wenn    auch   nur  um 
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ein  Weniges,  vermiuderr.  Die  Erfahrung  Lat  gelehrt;  dafs 
dieses  Maximum  des  Dampfes  bei  gleicher  Temperatur ,  im 
luftleeren  Räume  eben  so  grofs  ist,  wie  in  einem  Räume,  der 
mit  mehr  oder  weniger  verdünnter  oder  verdichteter  Luft  an- 
gefüllt ist. 

Die  Dichtigkeit  des  Dampfes  ist,  im  Allgemeinen,  im  Ver- 
hältnisse zu  der  der  Flüssigkeit,  aus  welcher  er  entsteht,  un- 
beträchtlich; ist  aber  eine  Flüssigkeit  in  einem  verschlosseneu 
Gefafse  enthalten,  dessen  Hälfte  oder  dritten  Theii  sie  eiiininuiit, 
und  erhebt  man  ilire  Temperatur  auf  einen  sehr  hohen  Grad, 
so  verwandelt  sich  die  ganze  Flüssigkeit,  nachdem  sie  sich 
ausgedehnt  hat,  plötzlich  in  einen  durchsichtigen  Dampf,  dessen 
Dichtigkeit  die  Hälfte  oder  der  dritte  Theii  der  ursprünglichen 
Dichtigkeit  dieser  Flüssigkeit  ist. 

Die  atmosphärische  Luft  und  die  Gasarten  nennt  man 
permanente  Flüssigkeiten,  im  Gegensatze  zu  den  Dämpfen, 
man  vermuthct  aber  mit  Grund,  dafs  sie  durch  hohen  Druck 
oder  starke  Kälte  cbeufalls  in  Flüssigkeit  verwandelt  werden 
können,  und  dies  hat  man  wirklich  bei  einigen  durch  Ver* 
suche  bewiesen. 

576. 

Die  ^liaracteristische  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten',  die  sie 
wesentlich  von  den  festen  Körpern  unterscheidet  und  als  Grund- 
lage ihrer  Gleichgewichtslehre  dient,  ist  ihre  Fähigkeit ,  den 
Druck,  der  auf  ihre  Oberllächen  ausgeübt  wird,  nach  allen  Rich- 
tungen gleichmäl'sig  fortzupflanzen.  In  meiner  Abhandlung  über 
die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
und  der  Bewegung  der  elastischen  Körper  und 
der  Flüssigkeiten'*'),  habe  ich  gezeigt,  wie  diese  Eigen- 
schaft von  der  gegenseitigen  Anordnung  der  Molecule-  der  Flüs- 
sigkeit herrührt,  zu  welcher  sie  sehr  schnell  wieder  zurück- 
kehrt, wcnu  sie  verdichtet  oder  ausgedehnt  worden  ist,  und 
wie  die  Mittelkraft  der  Molecularanziehungen  oder  Abstofsun- 
gen,  die  die  inneren  Drucke  hervorbringt,  in  grofsem  Ver- 
hältnisse sich  ändern  kann ,  wenn  auch  die  Veränderungen 
der  Abstände  der  Molecule,  die  in  den  Flüssigkeiten  statt  haben, 
nur   sehr  kleiu   siud.     In   diesem    Werke   wollen    wir  jedoch 


*")   Jouru.  de  TEcole  Potyteclm,  call.  90. 
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die  erwäliDte  Eigenscliaft  als  eine  Angabe  der  Erfahrung  an- 
scIieD ,  die  von  allen  Physikern  und  Mathen- atikern,  welche 
sich  mit  der  llydroslalik  beschafligt  haben,  angenommen  wird, 
und  deren  Genauigkeit  keinen  Zweifel  zulaCst.  Ebenso  sind 
wir  bei  Behandlung  des  Gleichgewichtes  der  elastischen  Platte 
(f.  306),  von  einem  secuudären  Grundsatze  ausgegangen,  statt 
auf  die  Molecularwirkungen,  aus  welchen  er  entspringt,  zu- 
rück zu  gehen. 

577. 

Um  uns  .eine  richtige  Vorstellung  von  dem  Grundsalze 
der  Gleichheit  des  Druckes  nach  allen  Richtungen  zu  bilden, 
betrachte  man  zuerst  die  unzusammendrückbaren  Flüssigkeiten. 

Man  nehme  an,  ein  Gefäfs,  das  die  Gestalt  eines  geraden 
Prisma  hat  und  auf  einer  horizontalen  Ebene  liegt,  so  dafs 
jiBCJD  (Fig.  33)  einen  verticalen  Durchschnitt  desselben  vor- 
slellt,  sey  bis  EF  mit  einer  Flüssigkeit,  z.  B.  mit  Wasser, 
gefüllt.  Man  nehme  auch  an,  über  diesem  Wasser  befinde 
sich  ein  horizontaler  Stempel,  der  das  Gefäfs  genau  schliefst. 
Um  die  F'ra^e  zu  vereinfechen,  lasse  man  die  Schwere  des 
Wassers  unberücksichtigt,  so  dafs  diese  Flüssigkeit  für  sich 
selbst  keinen  Druck  auf  die  Wände  des  Gefäfses  ausübt.  End- 
lich beschwere  man  den  Stempel  mit  einem  gegebenen  Ge- 
wichte P,  in  welchem  zugleich  das  Gewicht  des  Stempels 
selbst  enthalten  seyn  soll.  Es  ist  einleuchtend,  dafs  die  ho- 
rizontale Basis  des  Prisma  auf  dieselbe  Weise  gedrückt  wird, 
als  wenn  das  Gewicht  P  unmittelbar  auf  dieser  Basis  läge 
und  gleichförmig  über  ihre  ganze  Fläche  vertheilt  wäre.  Alle 
Punkte  derselben  erleiden  gleichen  verticalen  Druck,  der  Druck 
eines  Tlieils  a  dieser  Basis  ist  a  proportional,  er  ist  einer 
verticalen  Kraft    gleich,    die    an    den  Schwerpunkt   der  Fläche 

«  angebracht  ist  und  durch  ausgedrückt  wird ,  wenn  man 

a 

durch  a  die  Fläche  der  ganzen  Basis  des  Prisma  bezeichnet, 
die  zugleich  die  der  Basis  des  Stempels,  welche  mit  der  Flüs- 
sigkeit in  Berührung  steht,  ist.  Das  Princip  des  nach  allen 
Richtungen  gleichen  Druckes  besteht  darin ,  dafs  der  Druckj 
welchen  das  Gewicht  P  auf  den  oberen^  Theil  des  Wassers 
ausübt,  vermittelst  der  Flüssigkeit,  sich  nicht  blos  zu  der 
Basis  des  Gefäfses,    sondern    auch    zu    den  Seitenwändeu  fori- 
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pRaozt«  Alle^  Punkte  des  GePäTses  werden  auf  gleiche  Weise 
nach  Richtungen  gedrückt,  die  auf  den  Wänden  senkrecht 
stehen ,    und    eine    Fläche    a    auf    einer   der    Seitenwäode    des 

Pa 

Prisma  erleidet   denselben  Druck  ,    als  wenn  sie  ein  Theil 

a 

der  horizontalen  Basis  wäre. 

Im  Allgemeinen  habe  das  Gefafs  die  Gestalt  eines  belie« 
bigen  Polyeders,  von  welchem  die  Figur  34  einen  Durchschnitt 
darstellt.  Dies  Gefafs  sey  von  allen  Seiten  geschlossen  und 
unverrückbar  befestigt,  und  man  denke  sich,  es  sey  genau 
mit  einer  Flüssigkeit  ohne  Gewicht  angefüllt.  Nimmt  man 
eine  Seite  dieses  Geföfses  weg  und  ersetzt  sie  durch  einen 
Stempel,  an  welchen  man  eine  gegebene  Kraft  P,  die  auf  der 
Oberfläche  der  anliegenden  Flüssigkeil  senkrecht  steht,  an- 
bringt, so  bleiben  die  Flüssigkeil  und  das  Gefafs  in  Ruhe, 
lind  vermöge  des  Grundsatzes,  den  wir  erläutern,  wird  sich 
der  Druck,  den  die  Kraft  P  auf  die  anliegende  Oberfläche 
ausübt,  vermittelst  der  Flüssigkeit,  allen  Seiten  des  Vielecks 
miltheilen.  Alle  Punkte  des  Gefäfses,  die  Punkte  der  Grund* 
fläche  des  Stempels  mit  inbegriffen,  werden  von  innen  nach 
juifsen,  nach  Richtungen,  die  auf  den  Wänden  senkrecht  ste- 
hen, auf  gleidie  Weise  gedrückt,  und  rücksichtlich  einer  Fläche 
€i,  die  auf  einer  der  Wände  oder  der  Oberfläche  des  Stempels 
geuommen^  wird,  ist  der  Druck  eine  Kraft,  die  auf  ihrer 
Ebene  senkrecht  steht,  an  ihren  Schwerpunkt  angebracht  und 

Pcc 

gleich  — ,   wo   a   die   ganze  Fläche    der    mit    der   Flüssigkeit 
a 

in  6erülu:n.ing  stehenden  Basis  des  Stempels  ist. 

Dieser  mitgetheilte   Druck    wirkt   auf   dieselbe  Weise   im 

Inneren   der  Flüssigkeit,    und   betrachtet  man  einen  Theil  der 

Flüssigkeit,    die    durch    6beue    Flächen    begränzt   wird,     oder 

ein    in   dieselbe    getauchtes    festes   Polyeder,    so    erleidet   auch 

jeder  Theil  «^  einer  der  Flächen,  von  aufseu  nach  innen,  einen 

Pa  . 

•senkrechten  Druck ,  der  gleich  ist. 

a 

Man  kann  diese  Resultate,  ohne  Schwierigkeit,  auf  den 
Fall  ausdehnen,  wenn  man  annimmt ,  dafs  die  den  Druck  er- 
U'ideude   Oberfläche    keine    ebene    ist;    es   ist    alsUann    himei- 
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chend^  sie  in  uuendlicli  kleine  Elemente  zu  zerlegen,  die  man 
als  die  ebenen  Flächen  eines  aus  unendlicli  vielen  Seiten  be- 
stehenden Polyeders    betrachtet;   und  wenn  man  durch  cti  die 

Fläche  eines  dieser  Elemente  bezeiclmet ,  -  so  hat  man  —   für 

a 

den  senkrechten  Druck,  den  es  erleidet,  vfo  a  die  Flache 
des  Stempels  und  P  die  senkrecht  an  dieselbe  angebrachte 
Kraft  ist.  Bezeichnet  man  durch  p  den  beständigen  Druck, 
den   eine    ebene  Flache,   die   man    als  Einheit   betrachtet,    er- 

P 

leiden  würde,  so  hat  man  —  =  p,  und  die  Produkte  po)  und 

a        * 

pa  geben  den  Druck  an,  der  auf  das  Element  la  und  auf 
die  ebene  Fläclie,  die  gleich  a  ist,  ausgeübt  wird. 

Hat  die  Flüssigkeit  einen  gewissen  Grad  von  Zähigkeit, 
so  findet  die  Eigenschaft  des  nach  allen  Seiten  gleichen  Druckes 
noch  immer  statt.  Nur  wird  alsdann  der  Druck  nach  den 
Seilen  hin  nicht  mit  derselben  Geschwindigkeit,  wie  nach  der 
Richtung  der  Kraft  P  selbst,  fortgepflanzt;  nach  einer  ge- 
wissen Zeit  wird  aber  der  Seilendruck  dem  directen  Drucke 
gleich,  und  in  diesem  Augenblicke  betrachtet  man  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeit. 

578. 
Ist  die  in  dem  Gefäfse  enthaltene  Flüssigkeit  schwer,  so 
pflanzet  sie  den  Druck,  den  man  auf  ihre  Oberfläche  ausübt^ 
auf  dieselbe  Weise  fort,  als  wenn  sie  kein  Gewicht  hat.  .Aufser- 
dcm  aber  übt  sie  auf  die  Wände  des  Gefäfses  einen  Druck 
aus,  der  von  ihrem  Gewichte  herrührt,  und  von  einem  Punkte 
zum  anderen  veränderlich  ist.  Ebenso  ist  es  in  Beziehung 
auf  eine  Flüssigkeit,  deren  Punkte  sämmtlich  durch  die  Schwere 
oder  durch  andere  gegebene  Kräfte  getrieben  werden,  und 
welche  in  einem  Gefäfse  im  Gleichgewichte  ist.  Sind  die 
Wände  des  Gefäfses  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  iioth- 
w endig,  so  dafs  man  keine  OeiTnung  in  dasselbe  machen  kann, 
ohne  dafs  die  Flüssigkeit  soglelclu  entweicht,  so.mufs.  man 
daraus  schlicfsen,  dafs  die  Wände,  in  jedem  Punkte,  einen 
besoiideicii  Druck  erleiden,  der  vom  innen  nach  aqfsen  nach 
oii.er  Linie,  die  auf  der  Obrfluche  des  Gefäfses  senkrecht  sieht, 
gerichtet  ist.  Denn  nur  nach  dieser  Richtung  kann  eine  Ober- 
iläclie  einen  materiellen  Punkt,  der  mit  ihr  in  Berührung  steht, 
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verhindern,  eich  zu  bewegen,  und  durch  ihren  Widerstand 
die  bewegende  Kraft  dieses  Körpers  aufheben. 

Dasselbe  liat  im  Inneren  der  Flüssigkeit  statt,  wie  in  dem 
vorhergehenden  }.  bemerkt  worden  ist,  sowohl  bei  Tlieilen 
der  Flüssigkeit  selbst,  als  auch  bei  Körpern,  die  in  dieselbe 
getaucht  sind.  Der  Druck  in  einem  beliebigen  Punkte  ist 
eine  unbekannte  Gröl'se,  die  wir  in  der  Folge  bestimmen 
werden  und  welche  von  der  Lage  dieses  Punktes  und  den  an 
die  Flüssigkeit  angebrachten  Kräften  abhängt.  Da  er  sich,  im 
Allgemeinen,  von  einem  Punkte  zum  anderen  ändert,  so  kann 
mau  ihn,  in  aller  Strenge,  nur  in  einer  unendlich  kleineu 
Ausdehnung  als  constant  ansehen«  Um  aber  den  auf  ein  be- 
stimmtes Element  einer  Oberfläche  ausgeübten  Druck  zu  mes- 
sen, denkt  man  sich  eine  ebene  Fläche,  die  man  für  die  Einheit 
nimmt,  und  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  denselben  Druck 
wie  dieses  Element  erleidet.  Ist  p  der  ganze  Druck,  den  diese 
Fläche  erleidet,  und  co  die  unendlich  kleine  Ausdehnung  dieses 
Elementes,  so  istjDO)  der  diesem  Elemente  entsprechende  Druck, 
welcher  auf  der  Oberfläche,  zu  der  es  gehört,  senkrecht  steht. 
Der  Coefficient  p  ist  eine  Function  der  Coordinaten  dieses 
Elements^  welchen  wir  den  aiif  die  Einheit  der  Oberfläcfie 
bezogenen    Druck   nennen  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  nimmt  man  nun  eineh  ebenen  Theil 
der  Oberfläche  des  Gefäfses  weg  und  ersetzt  ihn  durch  einen 
Stempel  von  derselben  Ausdehnung,  und  bringt  au  diesen 
Stempel  eine  Kraft  an,  die  derjenigen,  welche  dieser  Tlieii 
des  Gefäfses  erleiden  würde,  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
so  wird  das  Gleichgewicht  wie  früher  bestehen.  Ist  aufserdem 
das  Gefäfs  von  allen  Seiten  geschlossen,  überall  mit  der  Flüs- 
sigkeit in  Berührung  und  unverrückbar  befestigt ,  so  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  gestört,  wenn  man  zu  dieser  ersten  Kraft 
eine  andere  Kraft  P  hinzufügt.  Denn  da  die  an  die  Punkte 
der  Flüssigkeit  angebrachten  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind, 
so  mufs  sich  alles,  in  Beziehung  auf  die  Kraft  P  ebenso  zu- 
tragen, als  wenn  diese  Kräfte  nicht  vorhanden  wären,  und  ge- 
rade so, , wie  im  vorhergehenden  f.  Der  Druck,  den  die  Kraft 
P  auf  die  mit  dem  Stempel  in  Berührung  stehende  Flüssig- 
keit ausübt,  wird,  vermittelst  der  Flüssigkeit,  nach  allen  Rich- 
tungen auf  gleiche  Weise  (ortgepflanzt;  und  der  auf  die  Einheit 
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der  Oberfläche  bezogene  Druck  p^  wird  in  jedem  Punkte  um 

.      P  , 

eiue  beständige  Gröfse,  die  gleich  —  ist,   vermehrt   seyn,   wo 

a 
a  noch  immer  die  mit  der  Flüssigkeit   in  Berührung  stehende 

Fläche  des  Stempels  ist. « 

Es  ist  wichtig,  wie  wir  es  hier  thun,  die  zwei  Arten 
von  Druck  zu  unterscheiden,  die  auf  die  Wände  eines  Ge- 
iafses,  das  eine  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliche 
Flüssigkeit  enthält,  ausgeübt  werden,  oder  welche  die  Theile 
der  Flüssigkeit  selbst  auszuhalten  Imbeu.  Der  eine  Druck, 
welcher  sich  von  einem  Punkte  zum  anderen  ändert,  rührt 
von  dem  GcNvichle  und  den  a;aderen  bewegenden  Kräften  der 
llüssigen  Masse  her,  der  andere,  welcher  überall  -  derselbe  ist, 
rührt  von  den  Kräften  her,  die  au  ihre  Obcrllache  angebracht 
alnd  und  vermittelst  ihrer  fortgepflanzt  werden.  Diese  zwei 
Drucke  verbinden  sich  in  jedem  Punkte,  um  den  ganzen 
Druck  hervorzubringen. 

579. 

Vermöge  der  Eigenschaft,  den  auf  die  Oberfläche  aus- 
geübten Druck  nach  allen  Seiten  auf  gleiche  Weise  fortzu- 
pflanzen, mufs  man  eine  unzusammendrückbare  Flüssigkeit, 
die  in  einem  unverrückbar  befestigten  Gefäfse  enthalten  ist, 
als  eine  wahre  Maschine  ansehen.  Denn  im  Allgemeinen  ist 
eine  Maschine  eine  Vorrichtung,  vermittelst  deren  eiue  Kraft 
auf  Punkte  wirkt,  die  aufser  ihrer  Richtung  liegen,  und  auf 
diese  Punkte  grofsere  oder  kleinere  Wirkungen  ausübt,  als 
wenn  sie  unmittelbar  an  dieselben  angebracht  wäre*),  was 
auch  bei  der  Kraft  P,  die  wir  im  Vorhergehenden  betrachtet 
haben,  der  Fall  ist. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  findet  bei 
dem  Gleichgewichte  dieser  Maschine,  wie  bei  dem  aller  übrigen 
bekannten  Maschinen  statt.  Um  es  zu  beweisen,  betrachte 
man  ein  unbewegliches  Gefäfs  von  beliebiger  Gestalt  (Fig.  35), 
welches   eine    beliebige   Anzahl   von  OeiFnungen   hat;    an   jede 


*)  Diese  Erklärung  des  Wortes  Maschine  stimmt  nicht  ganz  mit  der 
überein,  welche  der  Verf.  später  (g.  680)  giebt.  In  §.  40.  wird  auch 
der  mathematiäche  Hebel  eiue  Maschine  genannt. 

Aumerk.  des  üebers. 
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dieser  Oeffniiügen  bringe  man  einen  Cylincler  aih,  der  aufser- 
lialb  der  Rubre  nnbegränzt  fortlauft.  IMan  fülle  dieses  Gefafs 
mit  einer  Flüssigkeit,  z.  B.  mit  Wasser,  indem  man  auf  das 
Gewicht  der  Flüssigkeit  keine  Rücksicht  nimmt.  Das  Wasser 
soll  sich  durch  alle  Cylioder  bis  zu  einem  gewissen  Abstände 
von  ihren  Mündungen  verbreiten,  und  dort  durch  ebene  Ober- 
ilächen,  die  auf  den  Längen  der  Cylinder  senkrecht  stejien, 
begränzt  seyn.  Endlich  setze  man  auf  die  Oberflächen  EFy 
E'F\  E"F'\,.  Stempel,  die  sie  genau  schliefsen  und  dennoch 
ohne  Reibung  längs  der  Cylinder  gleiten  können.  Seyen  rr, 
a,  a\.»  die  Grundflächen  dieser  Stempel,  welche  auch  die 
der  Cylinder  sind.  Man  bringe  an  diese  Körper  Kräfte  Py 
P\  P". ..  an,  die  auf  ihren  Grundflächen  senkrecht  stehen 
und  von  aufsen  nach  innen  gerichtet  sind,  und  nehme  an, 
dafs  diese  gegebenen  Kräfte,  welche  vermittelst  des  Wassers 
aufeinander  wirken,  sich  im  Gleichgewichte  halten.  In  diesem 
Zustande  mufs  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogene 
Druck  auf  alle  Wände  des  Gefäfses,  die  Grundflächen  der 
Stempel  mit  inbegriffen,  derselbe  seyn  (f.  577).  Bezeichnet 
man  ihn  daher  durch  jp,  so  hat  man  pa,  p'a,  /?"a,...  für 
die  sämmtlichen  Drucke ,  welche  die  Grundflächen  der  Stempel 
von  innen  nach  aufsen  erleiden.  Für  das  Gleichgewicht  müs« 
sen  diese  Drucke  den  Kräften  Py  P\  P'\..  bezüglich  gleich 
seyn.     Daher  hat  man 

P  =  ap,     P'  =  apy     P"  z=  a'p  ...  («) 

Eine  dieser  Gleichungen  dient  dazu,  den  Werth  von  p 
zu  bestimmen ,  und  substituiert  man  diesen  in  alle  übrigen, 
so  hat  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  des  Systems, 
deren  Zahl  der  Zahl  der  Stempel  weniger  eins  gleich  seyn 
wird.  ^ 

Man  denke  sich  jetzt,  dem  xiusdrucke  des  Grundsatzes 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  gemäfs,  die  Theile  des  Sy- 
stems würden  verrückt,  so  dafs  die  Stempel  wirklich  den 
Schnitten  CD^  C D\  CD"...  der  Cylinder  entsprechen.  Ein 
Theil  dieser  Körper  wird  vorwärts  und  ein  anderer  rückwärts 
gegangen  seyn.  Ich  bezeichne  die  Verrückungen  durch  A,  h\ 
fi\..  und  betrachte  diese  Gröfsen  als  positive  oder  negative. 
Je  nachdem  die  Stempel  vorwärts  oder  rückwärts  gegangen 
sind.      So  ist,  in  der  Figur,    der  zwischen  den  Schnitten  EP 
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und  CD  enthaltene  Abstand  h  positiv  und  der  zwischen  den 
Schnitten  E* F*  und  C' D'  enthaltene  Abstand  Ii  negativ.  Die 
Vohiniea  Wasser ,  die  aus  den  Cylindern  in  das  Gefafs  treten, 
entsprechen  den  positiven  Werthen  von  hyliyli\..j  und  die« 
lentgen ,  welche  aus  dem  Gefafse  in  die  Cylinder  treten ,  den 
negativen  Werthen;  sie  werden  säramtlich,  ohne  Rücksicht 
auf  das  Zeichen  ^  durch  die  Produkte  afij  ah*y  a"h'\*.  aus- 
gedrückt. Da  nun  das  Wasser  als  unzusammendrückbar  und 
die  Gestalt  des  Gefafses  als  unveränderlich  betrachtet  wird^  so 
mufs  die  Summe  dieser  positiven  oder  negativen  Produkte 
Null  werden  y  und  mau  hat 

aA  +  ^'A'  -|-  a"Ä"  -j-  ...  zz:  o.  (6) 

Ich  multipliciere  diese  Gleichung  mit  p,  und  erhalte^  mit 
Berücksichtigung  der   Gleichungen  (a), 

Ph  +  Pli'  +  P"h"  +  ...  =  o,  (c) 

welche  Gleichung  aus  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten entspringt,  wenn  dieses  auf  die  Kräfte  P^  P\  P",., 
und  die  Verrückungen  Ä,  A',  /*"...  ihrer  Angrüfspunkte  an- 
gewandt wü'd. 

Die  Bedingung  des  Systems,  welche  hier  die  Unveränder- 
lichkeit  des  Volumens  der  Flüssigkeit  ist,  wird  durch  die 
Gleichung  (6)  ausgedrückt.  Diese  Bedingung  wird  nicht  blos 
durch  die  Verrückungen  /;,  A',  A". ..,  sondern  auch  durch  die 
entgegengesetzten  Verrückuugen  — A,  — A',  — A",...  erfüllt, 
wie  es  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  verlangt 
(§.331).  Die  Grofsen  7i,  h\  A". . .  können  endliche  Gröfsen 
haben,  wenn  nur  keiner  der  Stempel  in  das  Gefafs  tritt,  oder 
aus  dem  Cylinder,  in  welchem  er  enthalten  seyn  mufs,  heraus 
geht. 

580. 
Das  Princip  des  nach  allen  Pachtungen  gleichen  Druckes 
gilt  für  die  elastischen  Flüssigkeiten  ebensowohl,  wie  für  die 
tropfbaren;  in  Beziehung  auf  die  ersten  ist  es  >edoch  nicht 
nothwendig,  dafs  die  bewegenden  Kräfte  auf  ihre  Molecule 
wirken,  oder  dafs  man  auf  ihre  Oberflächen  einen  Druck 
ausübe,  wenn  sie  selbst  die  Wände  der  Gefdfse,  in  welchen 
sie  enthalten  sind,  drücken  sollen ;  es  genügt  hierzu  ihre  Elasti-    * 
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cität,  in  Folge  deren  diese  Flüssigkeiten  beständig  das  Bestre- 
ben haben  ^  einen  gi^öfseren  Raum  eiuztmehmen.  Nimmt  man 
daher  an,  dafs  eine  Luft-,  Gas-  oder  Dampfmasse  in  einem 
völlig  verschlossenen  Gefafse  enhallen  ist,  und  lafst  man  die 
Schwere  der  Flüssigkeit  unberücksichtigt,  so  werden  die  Wände 
des  Gefäfses  in  allen  Punkten  gleirlien  Druck  erleiden,  der 
von  innen  nach  aufsen  nach  den  auf  diesen  Wänden  senkrecht 
stehenden  Linien  gerichtet  ist.  Der  auf  die  Einheit  der  Ober- 
flache  bezogene  Druck  wird  in  der  ganzen  Ausdehnung  des 
Gefäfses  derselbe  seyn;  um  ihn  zu  bestimmen,  mache  man  an 
einer  beliebigen  Stelle  des  Gefäfses  ein  Loch,  bringe  dort 
einen  Stempel  und  an  diesen  eine  hinreichende  Kraft  an,  um 
ihn  im  Gleichgewichte  zu  halten.  Dividifert  man  diese  Kraft 
durch  den  Flächeninhalt  der  Grundfläche  des  Ste^npels,  die 
die  Flüssigkeit  berührt,  so  hat  man  den  verlangten  Druck, 
und  man  findet  immer  denselben  Quotienten,  welches  auch  die 
Stelle  sey,  an  welche  der  Stempel  angebracht  worden  ist.  Ist 
z.  B.  das  durch  Figur  35  angedeutete  Gefäfs  mit  einer  elasti- 
schen Flüssigkeit  angefüllt,  so  werden  die  Kräfte  P,  P',  P'  ..#, 
die  man  an  die  Stempel,  welche  die  Cylinder  verschliefseni 
anbringen  mufs,  um  sie  am  Gleiten  zu  hindern,  den  Grund- 
flächen a,  a\  a"...  proportional  seyn;  das  Verhällnifs  jeder 
Kraft  zu  der  entsprechenden  Grundfläche  ist  für  alle  Stempel 
dasselbe,  und  die  Gleichung  (c)  hat  noch  immer  statt,  jedoch 
nur  für  die  Bewegungen  des  Systems,  bei  welchen  sich  das 
ganze  Volumen  der  Flüssigkeit  nicht  ändert. 

Dieser  beständige  Druck,  den  eine  elastische  Flüssigkeit 
auf  die  Wände  des  Gefäfses,  das  sie  enthält,  ausübt,  hangt 
von  seinem  Stoffe,  seiner  Dichtigkeit  und  Temperatur  ab. 
Man  nennt  ihn  auch  die  elastische  Kraft  der  Flüssigkeit. 
Die  Erfahrung  lehrt,  dafs  die  elastische  Kraft  für  dieselbe  Flüs- 
sigkeit bei  unveränderter  Temperatur,  der  Dichtigkeit  pro- 
portional ist,  so  dafs,  wenn  man  durch  p  das  Maafs  der 
elastischen  Kraft,  d.  h.  den  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
bezogenen  Druck,  und  durch  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet, 
bei  jeder  Flüssigkeit 

p  =  iQ 
ist,    wo    k  einen    Coefficienteu    bedeutet,    der   nur    von    dem 
Stoffe  und  der  Temperatur  der  Flüssigkeit  abhängt. 
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Weun  man  die  Schwere  der  Flüssigkeit  berücksiclidgt, 
oder  allgemeiner,  wenn  ihre  Molecule  durch  gegebene  Kräfte 
getrieben  werden,  so  ändert  sich  der  Druck  p  Yon  einem 
Punkte  des  Gefafses  zum  anderen,  nach  einem  Gesetze,  das 
Yoo  diesen  Kräften  abhängt  und  in  der  Folge  bestimmt  wer- 
den soll. 


401 


Zweites    Kapitel. 

9  y 

Allgemeine   Gleichungen    des   Gleichgewichtes   der 

Flüssigkeiten. 

581. 
Um  die  Frage  auf  die  aligemeliiste  Weise  zu  bebandeloi 
betrachte  man  eine  flüssige  Masse  jiBCD  (Fig..  36)^  die  gleich- 
artig oder  ungleichartig  9  zusammendrückbar  oder  nicht  zusam- 
mendrückbär  seyn  kann,  und  deren  materielle  Punkte  sammt« 
lieh  von  gegebenen  Kräften  getrieben  werden,  und  suche  nun 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  durch  Gleichungen  aus« 
zudrücken. 

Seyen  x^y^  je,  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
il/  dieser  Masse,  die  den  rechtwinkligen  Axen  Oa?,  Oy^  Oz 
parallel  sind.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme 
ich  an,  dafs  die  Ebene  der  x  und  y  horizontal,  die  Axe  Oz 
im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  und  die  Masse  AßCD  unter 
der  Ebene  der  x  und  y  in  dem  durch  die  drei  Ebenen  der 
positiven  Coordinaten  gebildeten  körperlichen  Wjnkel  enthal- 
ten ist.  Man  theile  die  flüssige  Masse  in  Theile,  die  wir  als 
unendlich  kleine  Elemente  betrachten  werden,  nach  dem,  was 
früher  (f.  574)  gesagt  worden  ist.  Man  nehme  an,  diese 
Elemente  seyen  zwischen  Ebenen  enthalten,  die  einen  unend- 
lich kleinen  Winkel  einschliefsen  und  den  Coordinatenebeuen 
parallel  sind,  so  dafs  diese  Elemente  rechtwinklige  Paralle- 
lopipeda  bilden,  deren  zusammenstofsende  Seiten  den  Axen 
parallel  und  den  Differentialen  der  Coordinaten  gleich  sind. 
Die  beiden  horizontalen  Grundflächen  desjenigen  Elements,  das 
einem  Punkte  M  entspricht  und  in  der  Figur  dargestellt  ist, 
werden  gleich  clxdy  seyn,  die  verticale  HöIie  :MM'  wird 
dz   und  dxdydz  sein  Volumen  seyn. 

Nennt  man  q  die  Dichdgkeit  der  Flüssigkeit  in  diesem 
Punkte  My  wie  sie  in  §.-  98  definiert  worden  ist,  und  bezeich- 
net durch  dm  das  Difl*ereutialelement  der  diesem  Punkte  ent- 
sprechenden Masse,  so  hat  man  daher 

dm  =:  gdx  dydz. 

26 
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Der  Factor  g  ist  eine  beständige  Gröfee  in  den  gleichartigen 
rlÜ88i"keiten,  wenn  man  Von  den  kleinen  Ziisamnieudrückun- 
gen ,  die  sie  erleiden  und  die  in  den  verscliiedenen  Punkten 
ungleich  s^yn  können,  absieht;  g  ist  eine  bekannte  oder  un- 
bekannte Function  der  Coordinaten  x^y,  «,  bei  den  ungleich- 
artigen Flüssigkeiten  und  ebenso  bei  den  elastischen  Flüssig- 
keiten,    die   nicht  überall  auf  gleiche  Weise   coiffprimiert  sind. 

Seyen  auch  Xdwy  Ydiriy  ^dm,  die  den  Axen  der 
Xf  y,  z  parallelen  Seitenkräfte  der  gegebenen  bewegenden  Kraft, 
die  auf  das  Element  dm  wirkt,  so  dafs  X,  Yy  Z  die  Seiten- 
kräfte dieser  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogenen  Kraft,  oder 
der  auf  den  Punkt  M  bezüglichen  beschleunigenden  Kraft 
sind.  Jede  dieser  drei  Grüfsen  ist  eine  Function  von  x,  y,  Zy 
deren  Werthe  man  als  positive  oder  negative  betrachtet,  je 
nachdem  die  Kraft  die  ihr  parallele  Coordinate  zu  vermehren 
oder  zu  vermindern  strebt  Das  Element  dm  wird  aiifserdem 
von  innen  nacli  aufsen  durch  die  umgebende  Flüssigkeit,  einen 
Druck  auf  seine  sechs  Flächen  erleiden,  und  damit  es  in  Ruhe 
bleibe,  müssen  die  äufseren  Drucke  den  inneren  Kräften  Xdm 
Ydm,  Zdm  das  Gleichgewicht  halten. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  pdxdy  der  verlicale  Druck,  der 
auf  die  obere  Fläche  dxdy  im  Sinne  der  Schwere  ausgeübt 
wird ,  so  dafs  p  den  auf  die  Einheit  der  Oberllache  bezoge- 
nen Druck  angiebt,  der  dieser  unendh'ch  kleinen  GrundHäche 
entspricht  (f.  577).  Diese  Gröfse  p  ist  eine  unbekannte  Func- 
tion der  Coordinaten  ^ ,  y,  z\    im  Punkte  M' y   dessen  Coor- 

dinaten  at,  r,  z  -^  dz  sind,    wird  sie  p-j-  - — dz,  und  giebt 

dz 

den  verticalen  Druck  an ,  der  sich  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche und  die  untere  Grundfläche  von  dm  bezieht.  Diese 
zweite  Grundfläche   erleidet    daher,    im    §inne   der  Schwere, 

einen  Druck,  der  gleich  Tp  -f-  -^  dz  j  dxdy  ist.  Der  Wi- 
derstand der  Flüssigkeit,  auf  welche  sich  das  Element  dm 
stützt,  ist  eine  Kraft,  die  diesem  Drucke  gleich  und  entgegen- 
gesetzt  ist ,   so    dafs    dieses  Element   verlical   durch   die  zwei 

entgegengesetzten  Kräfte  pdxdy  und    fp  -|-  --^  dz  j  dxdy 
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oder  durch  eine  Kraft,   die  ihrem  Uolerschiede  -^dxdvdz 

dz  ^ 

gleich  und  von  unten  nach  oben  gerichtet  ist,  gelriebeii  wird. 
Damit  aber  dieses  Element  d/n  sich  weder  hebt  noch  senkt 
mufs  diese  Kraft  der  verticalen  Scitenkraft  j^d/n  der  bewe- 
genden Kraft,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt,  gleich 
seyn.     Daher  hat  man  zuerst 

-rr-  dxdydz  =   Zdm, 

dz  ^ 

Ebenso  findet  man  die  Gleichungen 
--^  dx  dy  dz  =   Ydm ,     —  dx  dy  dz  =  'Xdm , 

CL  P  ClX 

welche  erforderlich  sind,  damit  das  Element  dm  sich  weder 
in  dem  Sinne  der^,  noch  in  dem  Sinne  der  x  bewegt,  und 
in  welchen  q  und  r  die  auf  die  Einheit  der  Oberflächen  be- 
zogenen Drucke  angiebt,  die  den  Flächen  von  rfrw  enlsjjrechen, 
welche  den  Ebenen  der  x  und  z  und  der  y  und  z  parallel 
und  diesen  Ebenen  ain  nächsten  sind.  Substituiert  man  in 
diesen  drei  Gleichungen  den  yorhergehenden  Werth  von  rf/w, 
und  läfst  den  gemeinschaftlichen  Factor  dxdydz  weg,  so 
werden  sie 

dp  r^       da  __       dr 

582. 
Man  bemerke  nun,  dafs,  wenn  die  Elemente,  in  welche 
wir  die  Masse  ABCD  getheilt  haben,  feste  waren,  so  dafs 
diese  Masse  eine  Sammlung  rechtwinkliger,  fester,  uebencinan- 
der  liegender  Parallelopipeda  wäre,  so  wäre  zwischen  den 
Drucken ,  welche  jedes  Parallelopipedum  auf  seine  nicht  pa- 
rallelen Flächen  erleiden  würde,  gar  kein  nothwendiger  Zu- 
sammenhang. Das  Element  dm  z.  B.  könnte  einen  beliebigen 
Druck  auf  seine  horizontalen  Grundflächen  erleiden,  während 
seine  verticalen  Flächen  gar  nicht  gedrückt  würden.  Da  man 
aber  dieses  unendlich  kleine  Element  als  flüssig  ansehen  mufs, 
ebensowoM  wie  alle  Theile  der  ganzen  Masse,  die  eine  end- 
liche Gröfse  hätten  (^-574),  so  folgt  aus  der  Grundeigenschaft 
der  Flüssigkeiten,  dafs  die  drei  Grofsen  p,  y,  r,  gleich  seyn 
müssen,    oder    wenigstens,     dafs    nur    ein    unendlich    kleiner 

26* 
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Unterschied    zwischen  deuselben   sejrn  kaun^   deu  man  iu  den 
Gleichungen  (1)  vernachlässigen  kann. 

Denn  der  Druck,  den  die  umgebende  Flüssigkeit  auf- jede 
der  Flächen  des  Parallelopipedum  dxdydz  ausübt,  pflanzt 
sich,  vernültelst  der  Flüssigkeit,  aus  welcher  das  Element  dm 
besteht,  anf  die  anderen  Flächen  fort.  Diese  Fortpflanzung 
geschieht  auf  die  Weise,  die  früher  erklärt  worden  ist,  und 
aus  welcher  sich  ergiebt,  dafs,  wenn  man  pdxdy  den  Druck 
genannt  hat,  der,  von  aufsen  nach  innen,  auf  die  obere  hori- 
zontale Grundfläche  ausgeübt  wird ,  man  zu  gleicher  Zeit 
pdxdz  und  pdydz  die  auf  die  Seitenflächen  fortgepflanzten 
Drucke  nennen  mufs,  die  von  innen  nach  aufsen '  wirken. 
Aufserdem  mufs  man  zu  diesen  fortgepflanzten  Drucken  noch 
diejenigen  hinzufügen,  die  sich  aus  der  bewegenden  Kraft  der 
Flüssigkeit  dm  ergeben.  Nennt  man  daher  y  den  von  dieser 
Kraft  herrührenden  Druck,  der  z,  B.  auf  die  Fläche  dydz^ 
die  der  Ebene  der  y  und  z  am  nächsten  ist,  ausgeübt  wird, 
80  hat  man  pdydz  -j-  y  für  den  ganzen  Druck,  der,  von  innen 
nach  aufsen,  oder  von  der  Rechten  zur  Linken,  auf  diese 
Fläche  ausgeübt  wird.  Von  der  anderen  Seite  ist  der  von 
der  umgebenden  Flüssigkeit  herrührende  Druck,  der  von  aufsen 
nach  innen,  oder  von  der  Linken  zur  Rechten,  auf  diese 
Fläche  dydz  wirkt,  durch  rdydz  dargestellt  worden.  Diese 
Kraft  ist  der  Widerstand,  den  die  umgebende  Flüssigkeit  dem 
inneren  Drucke  pdydz  -{-  y  entgegensetzt,  daher  mufs  man 
haben.  rdydz  =  pdydz  ^  y 

Wiewohl  aber  der  Werlh  von  y  unbekannt  ist,  so  wissen 
wir  wenigstens  mit  Bestimmtlieit,  dafs  diese  Gröfse  nur  ein 
unendlich  Kleines  von  der  dritten  Ordnung  se^n  kann,  eben 
80  wie  die  bewegende  Kraft   dnij   aus  welcher  sie  entspringt. 

Vernachlässigt  man  daher  y  im  Verhältnisse  zu  pdydz  ^ 
so  hat  man  rzizp,  und  kann  ebenso  beweisen,  dafs  man  auch 
g  :^  p  haben  mufs. 

Der  Schlufs  wäre  noch  derselbe,  wenn  das  Element  dm 
kein  rechtwinkliges  Parallelopipedum,  sondern  ein  beliebiges 
Polyeder  wäre,  dessen  Dimensionen  immer  unendlich  klein 
wären^  und  man  würde  ebenso  beweisen,  dafs  der  äufsere 
Druck,  den  die  Flüssigkeit  senkrecht  auf  alle  Flächen  ausübt. 
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ihrem  beziigliclien  Flächeninlialte  proportional  und  von  der 
bewegenden  Kraft  des  Polyeders  unabhängig  ist.  Hieraus  folgt 
alsO;  dafs  alle  Elemente  der  Oberfläche  ^  die  durch  den  Punkt 
M  gellen^  denselben  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogenen 
Druck  erleiden,  und  dafS;  wenn  o)  der  Flächeninhalt  eines 
derselben  ist,  der  senkrechte  Druck,  den  es  auf  der  einen 
oder  der  anderen  seiner  beiden  Seiten  erleidet,  gleich  pm  ist, 
wie  auch  die  Richtung  der  Ebene,  in  welcher  es  liegt,  be- 
schaffen sey.  Vermöge  der  Bedingungen  r  :=  g  =  /)  werden 
die  Gleicliungen  (l) 

TTx-^^'    dj-^^'     Tz-^^^         ^^^ 

und  sie  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Hydrostati]^^  die 
gefunden  werden  sollten«  ^ 

583«  «  > 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  die  sie  ausdrücken, 
reducieren  sich  in  jedem  besonderen  Falle  darauf,  dafs  man 
für  p  eine  Function  von  x^y^  z  finden  kann,  die  zugleich 
diesen  drei  Gleichungen  genügt«  Addiert  man  sie  aber  zusam- 
men, nachdem  man  sie  mit  dx^  dy^  dz  multipliciert  hat,  so 

erhält  man  * 

dp  —  Q^Xdx  4-  Ydy  +  Zdz);  (3) 

daher  mufs,  wenn  der  Werth  von  p  möglich  seyn  soll,  das 
Produkt  aus  ^  in  die  Formel  Xdx  -^  Ydy  -^  Zdz  ein 
genaues  Differential  einer  Function  der  drei  unabhängigen 
Veränderlichen  x,  y,  z  seyn«  Ist  umgekehrt  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  nimmt  man  für  p  das  Integral  dieses  Produktes, 
und  leistet  auf  diese  Weise  den  Gleichungen  (2)  Genüge. 

Setzt  man  in  diesem  Wertlie  von  p,  an  die  Stelle  von 
x^yfZ  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ober- 
fläche von  ^B  CD ,  ao  hat  man  den  Drück ,  der  in  diesem 
Funkte  auf  die  Wand  des  Gefäfses  ausgeübt  wird,  in  welchem 
diese  flüssige  Masse  enthalten  seyn  wird,  welcher  Druck  immer 
aufgehoben  wird,  sobald  diese  Wand  fest  ist  und  einen  un- 
begränzten  Widerstand  leisten  kann.  In  den  Stellen  aber,  wo 
das  Gefafs  offen  öder  die  Flüssigkeit  völlig  frei  ist,  kann  nichts 
den  Druck  p  aufheben.  Daher  mufs  sein  Werth  für  alle 
Punkte  der  freien  Oberfläche  einer  flüssigen  Masse,  die  im 
Gleichgewichte  ist,  Null  seyn,  woraus  sich 
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Xdx  4-  Ydy  +  Zdz  =  o  (4) 

iiir  die  DiflFerentialgleicfaung  dieser  Oberfläche  ergiebt« 

Diese  Gleichung  besteht  auch  noch,  ^vrenn  man  einen  be- 
ständigen Druck  auf  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  aus- 
übt,  denn  alsdann  mufs  für  alle  ihre  Punkte  dp  ==  o  sey^n, 
und  da  die  Dichtigkeit  o  nicht  Null  ist,  so  ergiebt  sich  als- 
dann die  Gleichung  (4)  aus  der  Formel  (3).  Wenn  man,  durch 
irgend  ein  ÜNlittel ,  einen  Druck ,  der  von  einem  Punkte  der 
freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  zum  anderen  veränderlich 
wäre,  ausüben  würde,  und  würde  dieser  auf  die  Einheit  der 
Oberfläche  bezogene  Druck-  durch  f  {pCy  y^)  z)  bezeichnet,  so 
müTste  der  aus  der  Gleichung  (4)  abgeleitete  Werlh  von  p 
mit  dieser  gegebenen  Function  von  x^y^z  für  alle  Punkte 
der  freien  Oberfläche  zusammen  fallen,  und  in  diesem  Falle 
vräre  die  Diflerentialgjeichung  dieser  Oberfläche 

Q{Xdx  +   Ydy  4-  Zdz)  =  df{x,y,  ä). 

In  der  Folge  werden  wir  immer  annehmen,  dafs  der 
äufsere  Druck  Null  oder  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  freien 
Oberfläche  einer  im  Gleichgewichte  befindlichen  Flüssigkeit 
constant  ist. 

Da  der  Druck  p,  bei  den  elastischen  Flüssigkeiten,  der 
Dichtigkeit  proportional  ist  ($.  580),  so  folgt  hieraus,  dafs 
dieser  Druck  nie  bei  einer  Flüssigkeit  dieser  Art  Null  werden 
kann,  so  lauge  die  Dichtigkeit  niclit  Null  ist,  d.  h.  so  lange 
die  Flüssigkeit  vorhanden  ist,  und  nicht,  durch  die  Kälte, 
ihre  ganze  elastische  Kraft  verloren  hat.  Eine  elastische  Flüs- 
sigkeit kann  daher  nur  dann  im  Gleichgewichte  seyn,  wenn 
sie  in  einem  Gefafse  enthalten  ist,  das  von  allen  Seiten  ge- 
schlossen ist,  oder  wenn  man  auf  ihre  Oberfläche  einen  von 
aufsen  nach  innen  gerichteten  Druck  ausübt. 

584. 
Aus  der  Gleichung  (4)  folgt,  dafs  die  Mittelkraft  der  be- 
schleunigenden Kräfte  X,  Yy  Z^  die  auf  Jeden  Punkt  einer 
im  Gleichgewichte  befindlichen  Flüssigkeit  wirken,  welcher  in 
der  freien  Oberfläche  liegt,  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht 
sleli^,  sey  es  nun,  dafs  gar  kein  Druck  von  aufsen  dort  vor- 
handen ist,  oder  dafs  man  auf  diese  Oberfläche  einen  in  allen 
Punklen   gleichen   Druck   ausübt.      Denn   nian    ziehe   auf   der 
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freien  Oberfläche   eine   beliebige  krumme  Linie,   und   es  $ej 

ds  das  Differentialelement  dieser  krummen  Linie,  welches  dem 

Funkte  entspridit,   dessen  Coordinaten  x^y^  z  sind,  so  dafs 

dx    dy    dz 

-T-^  nr">  T-?  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Tan- 

as     ds    ds 

gente  der  krummen  Linie  in  diesem  Funkte,  mit  Linien  ein- 
schliefst, die  den  Coordinatenaxen  parallel  sind.  Man  nenne 
R  die  Millelkraft  der  Kräfte  X,  F,  Z\  so  werden  die  Co- 
sinus  der  Winkel,    welche  ihre  Richtung  mit  diesen  Farallel- 

X     Y    Z 

liuien  einscliliefst,  sj  "ny  'n   «eyn.      Dividiert  man  aber  die 

XL         It        XL 

Gleichung  (4)  durch  Rds^  so  hat  man 

R  ds  '^  R  ds  '^  R  ds  ~  ""' 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Richtung  der  Kraft  R  und  die 
Berührungslinie  der  krummen  Linie,  die  man  willkührlich  auf 
der  Oberfläche  gezogen  hat,  auf  einander  senkrecht  stehen 
und  dafs  daher  diese  Richtung  mit  der  in  dem  betrachteten 
Funkte  senkrecht  stehenden  Linie  zusammenfällt.  Diese  Kraft 
wirkt  lAi  Allgemeinen  von  aufsen  nach  innen;  wenn  aber  der 
äufsere  Druck  nieht  Null  ist,  so  kann  er  im  Gegentheile  von 
innen  nach  aufsen  gerichtet  seyn. 

Integriert  man  die  Gleichung  (4),  und  giebt  der  in  ilirem 
Integrale  eothaltenen  willkührlich en  Constanten  so  viel  beson- 
dere Werthe,  als  man  will,  so  werden  die  sich  daraus  er- 
gebenden bestimmten  Gleichungen  eben  so  viel  Oberflächen 
angehören,  von  welchen  jede  die  Gleichung  (4)  zur  Differen- 
tialgleichung hat,  und  daher  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  sie 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  gleiche  Weise  gedrückt  wird 
und  in  allen  Punkten  die  Richtung  der  Mittelkraft  der  Kräfte 
Xy  Yy  Z  unter  rechten  Winkeln  sclmeidet* 

Diejenigen  unter  diesen  Oberflächen,  welche^  vermöge  des 
Werthes  der  willkührlichen  Constanten,  durch  das  Innere  der 
Flüssigkeit  gehen,  nennt  man  Oberflächen  des  Gleich- 
gewichtes. Läfst  man  diese  Constantc  durch  unendlich  kleine 
Stufen  wachsen ,  so  theilt  man  die  flüssige  Masse  in  eine  un- 
endliche Anzahl  unendlich  dünner  Schichten,  die  zwischen 
zwei   auf  einander  folgenden  Oberflächen  des  Gleichgewichtes 
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.enthalten  ünä,  und  die  man  daher  Schichten  des  Gleich- 
gewichtes nennt» 

Der  der  äufseren  Oherflache  entsprechende  Werlh  der 
Coustanten  -wird^  in  jedem  Falle,  aus  dem  gegebenen  Volumen 
der  Flüssigkeit  bestimmt,  so  dafs  der  äufsere  Druck  weder 
auf  die  Gestalt  des  Gleichgewiclites,  noch  auf  die  Dimensioaen 
der  als  unzusammendrückbar  angenommenen  Flüssigkeit  irgend 
einen  Einflufs  hat.  Das  Gleichgewicht  wird  nicht  gestört,  wenn 
die  Flüssigkeit  in  feste  Form  übergeht.  Hieraus  folgt  also,  dafs 
ein  beständiger  senkrechter  Druck,  der  von  aufsen  nach  innen 
auf  alle  Elemente  der  Oberfläche  eines  festen  oder  flüssigen 
Körpers  ausgeübt  wird,  sich  von  selbst  aufhebt  und  diesem 
Körper  keine  fortschreitende  oder  drehende  Bewegung  nutthei- 
len kann.  Für  eine  Flüssigkeit  ergiebt  sich  das  Gleichgewicht 
der  äufseren  Drucke  aus  der  characteristischen  Eigenschaft  der 
Flüssigkeiten,  dafs  sie  die  auf  ihre  Oberfläche  ausgeübten  Drucke 
nach  allen  Richtungen  auf  gleiche  Weise  fortpflanzen  (f.  577). 
In  der  Folge 'wird  gezeigt  werden,  dafs  dies  von  dieser  Eigen- 
schaft unabhängig  ist  und  ebenso  bei  einem  festen  Körper  von 
beliebiger  Gestalt  statt  hat. 

585. 

Man  nehme  nun  an ,  die  im  Gleichgewichte  befindliche 
Flüssigkeit  sey  aus  einem  gleichartigen  StoiTe  gebildet  und 
habe  überall  dieselbe  Temperatur  und  dieselbe  Dichtigkeit.  Da 
die  Gröfse  q  constant  ist,  so  mufs  die  Formel  Xdx  -^  Ydy  -}* 
Zdzf  vermöge  der  Gleichung  (3),  das  vollständige  Differential 
einer  Function  dreier  unabhängiger  Veränderlichen  seyn.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  kann  die  flüssige  Masse  nicht  im  Gleich- 
gewichte seyn,  welche  Gestalt  sie  auch  habe,  und  selbst,  wenn 
sie  in  einem  von  allen  Seiten  geschlossenen  Gefafse  enthal- 
ten ist. 

Die  Bedingung,  dafs  diese  Formel  integriert  werden  kann, 
ist  aber  immer  bei  den  Naturkräf^en  erfüllt,  die  Anziehungen 
oder  Abstofsungen  sind,  deren  Intensitäten  sich  nach  Func- 
tionen der  Abstände  von  den  Mittelpunkten,  aus  welchen  sie 
ausgehen,  ändern  {§.  168).  Das  Gleichgewicht  einer  gleich- 
artigen Flüssigkeit,  die  ähnlichen  Kräften  unterworfen  ist,  ist 
daher  möglich,  und  damit  es  wirklich  statt  habe,  muls  man 
der   Flüssigkeit   eine  Gestalt   geben,    der  Art>^  dafs  ihre  freie 
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Oberfläche,  in  üirer  ganzen  Ansdelmnng,  die  Mitlelkraft  dieser 
anziehenden  oder  abstofseuden  Kräfte  schneidet. 

Ist  z.  B.  die  flüssige  Masse  völlig  frei,  übt  man  auf  ihre 
Oberflache  einen  beständigen  Druck  aus  und  ist  nur  eine  nach 
einem  festen  Mittelpunkte  gerichtete  Kraft  vorhanden,  so  wird 
die  Gestalt  der  Masse  jJBCIJ,  die  um  diesen  Punkt  im  Gleich- 
gewichte ist,  eine  Kugel  seyn,  deren  Mittelpunkt  dieser  Punkt 
ist,  und  deren  Halbmesser  aus  dem> gegebenen  Volumen  dieser 
Masse  gefunden  wird.  Nimmt  man  an,  dafs  die  gegen  den 
festen  Mittelpunkt  gerichtete  Kraft  eine  Anziehung  ist,  die  sich  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  ändert, 
bezeichnet  durch  g  die  Intensität  dieser  beschleunigenden  Kraft 
an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,   durch  a  ihren  Halbmesser 

und  durch  U  den  äufseren  Druck;  so  ist  — ^'  die  Anziehung 

in  dem  Abstai\de  r,  und  man  findet  aus  der  Gleichung  (4), 

TT        I        ffQ^^ 

p  =  n  +  ^ gQa 

für  den  Druck  in  demselben  Abstände.  Dasselbe  hat  auch 
statt,  wenn  man  den  festen  Mittelpunkt  durch  eine  feste  Kugel 
ersetzt,  deren  sämmtliche  Punkte  die  der  Flüssigkeit,  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  auzie* 
hon,  Ist  aber  alsdann  c  der  Halbmesser  dieser  Kugel,  so  kann 
der  Werth  von  p  nur  auf  die  Werthe  von  r  angewandt  wer- 
den ,  die  zwischen  r  :=€  und  r  z=z  a  enthalten  sind.  Geht 
die  Anziehung  in  eine  Abstofsung  über,  so  braucht  man  nur 
das  Zeichen  von  g  zu  ändern^  so  dafs  man 

p  =  n+gga  —  ^^ 

hat.    Der  kleinste  Werth  von  p  entspricht  r  ziz  c  und  ist 

'—    TT  g-^^C^  — C) 

p  ^z:  11  —   . 

c 

.  Er  mufs  positiv  seyu,  weil  sonst  die  flüssige  Schichte  sich 
vondem  festen  Körper  trennen  und  im  Räume  zerstreut  würde. 

Daher  mufs   der  äufsere  Druck    Jl  gröfser   als    

c 

seyn.  Im  Allgemeinen  ist  es  bei  dem  Gleichgewichte  einer 
Flüssigkeit    nothwendig,    dafs    der    Druck  p,   in    ier   ganzen 
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Ausdehnung  seiner  Masse,  einen  positiven  Werth  bat,  damit 
die  zusamnienstofsenden  Theile  sich  überall  gegen  einander 
stützen,  und  die  Flüssigkeit  sich  nicht  theilt. 

Ist  der  Halbmesser  c  sehr  grofs,  so  ist  die  gegen  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  gerichtete  Anziehungskraft  fast  parallel, 
und  die  Oberüäche  der  Flüssigkeit  fast  eine  Ebene  und  ia 
einer  geringen  Ausdehnung  auf  der  Richtung  dieser  Kraft 
senkrecht.  Dies  ist  bei  einer  schweren  Flüssigkeit  der  Fall, 
die  wir  im  folgenden  Capitel  besonders  betrachten  werden* 

586. 
Wie  auch   die  nach    festen  Mittelpunkten  gerichteten  an- 
ziehenden oder  abstofsenden   Kräfte  beschaffen  seyen,   die  auf 
alle  Punkte  einer  flüssigen  Masse  ABCD  wirken,  so  setze  mao 

Xdx  -[-   Ydy  ^-  Zdz  =  rf^?, 

wo  (p  eine  f'unction  der  Coordinaten  x^y^  z  bezeichnet,  die 
von  den  Gesetzen  der  als  Functionen  der  Abständen  gegebenen 
Kräfte  abhängt. 

Die  Gleichung  (3)  .wird   alsdann 

dp  n:  gdq),   > 

Damit  sie  statt  habe,  wenn  die  Dichtigkeit  q  veränderlicli 
ist,  so  mufs  diese  Dichtigkeit  eine.  Function  der  Grüfse  ^  seyn, 
und  ist  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  immer 
einen  Werth  von  p,  der  dieser  Gleichung  des  Gleichgewichtes 
Genüge  leistet.  Vermöge  der  Gleichung  (4)  ist  aber  die  Grüfse 
fp  in  der  ganzen  Ausdehnung  jeder  Schichte  des  Gleichgewich- 
tes, eine  beständige.  Daher  ist  es  bei  einer  ungleichartigen 
Flüssigkeit  und  einer  zusammendrückbaren  Flüssigkeit  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  nothwendig ,  dafs  die  Dichtigkeit 
in  der  ganzen  Ausdehnung  derselben  Schichte  constant  ist, 
und  da  die  oberste  Schichte,  die  einem  beständigen  gegebeneu 
Drucke  unterworfen  ist,  eine  Schichte  des  Gleichgewichtes  ist, 
so  mufs  sie  in  ihr^r  ganzen  Ausdehnung  dieselbe  Dichtigkeit 
haben. 

Ist  die  Flüssigkeit  nicht  zusammendrückbar,  so  kann  die 
Dichtigkeit^  eine  beliebige  continuierliche  oder  discontinuier- 
licUe  Function  von  (p  seyn.  Ist  sie  gegeben,  so  findet  man 
daraus  den  Werth  von  p  als  Function  von  q^   wenn  man  die 
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Formel  Qd(p  integriert  uod  die  willktilirliche  Coiistante  ver- 
möge der  coustanten  und  gegebenen  Gröl'se  des  äufseren 
Druckes  bestimmt. 

Ist  die  Flüssigkeit  eine  ungleichartige,  die  einer  Central- 
kraft  unterworfen  ist,  so  mufs,  wenn  Gleicbgewiclit  vorhan« 
den  seyn  soll,  ihre  Masse  aus  kugelförmigen  concentrischen 
Schichten  bestehen,  deren  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung 
einer  jeden  derselben  dieselbe  ist  und  von  einer  Schichte  zur 
audereu  sich  willkührlich  ändern  kann.  Sind  mehrere  schwere 
Flüssigkeiten  in  einem  Gefalse  enthalten,  so  mufs,  wenn  Gleich- 
gewicht vorhanden  seyn  soll,  jede  horizontale  unendlich  dünne 
Schichte  nur  eine  Flüssigkeit  enthalten,  welche  Bedingung  erfüllt 
ist,  wenn  die  obere  Oberfläche^  von  der  man  annimmt,  dafs 
sie  einem  beständigen  Drucke  unterworfen  ist,  und  die  Tren- 
nungslläche  zweier  arf  einander  folgender  Flüssigkeiten  alle 
horizontale  Ebenen  sind.  Die  Dauer  des  Gleichgewichtes  er- 
fordert aufserdem ,  dafs  die  Dichtigkeiten  der  über  einander* 
liegenden  Flüssigkeiten  von  der  tiefsten  bis  zur  höchsten  Flüs- 
sigkeit abnehmen,  damit  der  Schwerpunkt  dieses  Systems 
schwerer  Körper,  so  tief  als  möglich  liege  (\.  348). 

587. 
In  einer  elastischen  Flüssigkeit  ist  die  Dichtigkeit  mit  dem 
Drucke  verbunden  und  kann  nicht  willkührlich  gegeben  seyn, 
wie  bei  einer  unzusammendrückbaren  und  ungleichartigen  Flüs- 
sigkeit. Dividiert  man  die  Gleichungen  dp  z=.  Qd(p  und  p  zzzig 
durch  einander,  so  erhält  man 

dp    dq> 

P      ~ 

Ist  die  Temperatur  überall  dieselbe,  so  ist  t  eine  bestän- 
dige Gröfse^    und;  wenn  , man  integriert ^  so  hat  mau 

^  TT    -^ 

p  =  ne'^,     ^  =  -e^•  (6) 

um  die  Gesetze  des  Druckes  und  der  Dichtigkeit ,  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  der  Flüssigkeit  auszudrücken ,  wo  e  die 
Basis,  der  natürlichen  Logarithmen  und  Fl  eine  wiilkqhrliche 
Constante  ist,  die  einen  gewissen  Druck  bezeichnet  und  aus 
dem  Drucke,,  der  in  einem  gegebenen  Punkte  sMlt  hat,  be- 
stimmt wird. 


T'  (•^) 
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Aendert  sich  die  Tcmperatup  von  eliiein  Punkte  zum  an- 
deren, 80  ändert  eich  auch  ly  damit  aber  die  Gleichung  (5) 
statt  habe,  mufe  diese  Grüi'se  eine  Function  von  rp  seyn,  die 
-willkührlich  gegeben  seyn  kann.  Die- Temperatur  mufs  daher 
ebenfalls  eine  Function  von  (p  seyn  und  ist  mithin  in  der 
ganzen  Ausdehnung  jeder  Schichte  des  Gleichgewichtes  einer 
im  Gleichgewichte  befindlichen  elastischen  Flüssigkeit  dieselbe. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  mufs  man  die  Gleichungen  (6) 
durch  folgende 

ersetzen.  '^ 

Abgesehen  von  der  Centrifngalkraft  und  der  Abplattung 
der  Erde ,  ist  die  Schwere  der  Lufttheilchen  gegen  den  Mit- 
telpunkt der  Erde  gerichtet  und  die  Schichten  des  Gleichge- 
wichtes der  Erde  sind  kugelförmig  und  concentrisch.  Sollte 
daher  die  Atmosphäre  im  Gleichgewichte  bleiben,  so  müTste  die 
.Temperatur  überall,  in  derselben  Höhe  über  deV  Oberfläche  der 
Erde ,  dieselbe  se^n  und  sich  nur  mit  der  Höhe  der  concen- 
trischen  Schichten  ändern.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und 
die  Sonne  erhitzt  die  verschiedenen  Punkte  der  Oberfläche 
der  Erde  und  jeder  atmosphärischen  Schichte  auf  ungleiche 
"Weise.  Da  die  Temperatur  von  der  Breite  abhängt,  so  ver- 
hindert dieser  Umstand,  dafs  das  Gleichgewicht  statt  hat,  und 
bringt  die  beständigen  Winde  hervor,  die  man  wirklich  in 
der  Nähe  des  Aequators  beobachtet.  Uebrigens  könnte  uns  die 
Bedingung  des  Oleichgewichtes  der.  atmospliärischen  Schichte 
über  die  Aenderung  der  Temperatur  in  verticalem  Sinne  gar 
keinen  Aufschlufs  geben.  Denn  die  Gleichung  (5)  hat  statt, 
wie  auch  der  Wertli  von  h  ,  der  als  Function  von  q  gegebcil 
ist,  und  wie  daher  auch  das  Gesetz  dieser  Aenderung  be- 
sch äffen  sey. 

Ist  die  Masse  AB  CD  aus  mehreren  Gasarten  von  ver- 
schiedener Art  zusammengesetzt)  so  können  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  auf  zwei  verschiedene  Arten  erfüllt  wer- 
den, w^enn  diese  Gasarten  nemlich  vollkommen  unter  einander 
gemischt  sind,  so  dafs  sie  eine  in  allen  Theileu  gleichartige 
Flüssigkeit  bilden,  oder  wenn  sie  in  übereinander  liegenden 
Schichten    geordnet   sind,    deren    Trennungsflächen    sammtlich 
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Oberflächen  des  Gleictigewicliles  sind.  Der  erste  Fall  bat  ii< 
der  Atmospbärc  statte  deren  Zusammensetzung  in  allen  Höbci 
dieselbe  ist.  Dieser  Zustand  einer  vollkouininen  Misclnin; 
ist  der  des  dauernden  Gleichgewichtes,  und  wenn  die  verscliic« 
denen  Gasarien  in  einem  von  allen  Seiten  verschlossenen  Ge- 
fafse  über  einander  gelagert  sind,  so  werden  sie  sich  zuletzt 
genau  mischen,  wenn  man  das  diese  Flüssigkeiten  enthaltende 
Gefafs  nicht  vor  den  kleinsten  Bewegungen  schützt, 

588. 
Die  Mittelpunkte  der  anziehenden  oder  abstofsenden  Kräfte, 
die  auf  jeden  Funkt  M  der  flüssigen  Masse  ABCD  wirken, 
können  alle  übrigen  materiellen  Punkte  dieser  Masse  scyn. 
In  diesem  Falle  sind  die  Seitenkräfte  X ^Yj  Z  der  ganzen 
beschleunigenden  Kraft  des  Punktes  M  aus  einer  unendlichen 
Anzahl  von  Gliedern  zusammengesetzt.  Demungcachtet  kön- 
nen sie  gewisse  Functionen  von  x,y^z  seyn,  die  allen  Punkten 
der  Flüssigkeiten  gemeinschaftlich  sind,  indem  man  annimmt, 
dafs  das  Naturgesetz,  dafs  die  Wirkung  der" Gegenwirkung 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  bei  den  wechselseitigeu  Anzie- 
hungen und  Abstofsungen  statt  hat,  und  alle  Punkte  aufserdem 
denselben  fremden  Kräften  unterworfen  sind. 

In  der  Natur  sind  diese  wechselseitigen  Wirkungen  von 
zwei  verschiedenen  Arten.  Die  einen  ändern  sich  im  jumge- 
kehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  und  die 
Intensitäten  der  anderen  werden  durch  Functionen  ausgedrückt, 
die  mit  grofser  Schnelligkeit  abnehmen  und  nur  in  unmefs- 
baren  Absländen  mefsbare  Werlhe  haben.  Die  Seitenkräfle 
Xy  Yy  Z  der  Kräfte  der  ersten  Art  findet  man,  wenn  man 
die  Masse  von  ABCD  in  unendlich  kleilie  Elemente  theilt 
({.  98)  und  alsdann ,  vermittelst  Aey  Integralrechnung ,  die  Sum- 
men der  Anziehungen  oder  Abstofsungen  aller  Punkte,  nach 
jeder  Richtung  nimmt.  Was  die  Wirkungen  der  zweiten 
Art  betriillt,  die  man  eigentlich  die  Molecularkräfte  nennt 
und  die  anziehende  oder  abstofsende  sind,  je  nachdem  die 
Anziehung  des  wägbaren  Stoffes  gröfser  oder  kleiner  ist  als 
die  Abstofsung  durch  die  Wärme,  so  darf  man  sie  bei  der 
Berechnung  der  Kräfte  Xy  Y^  Z^  die  sich  auf  einen  inneren 
Punkt  M  beziehen ,   nicht    mit   in   Erwägung  bringen ;    denn 
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gerade  diese  Molecularkräfte  sind  es,  welche  den  nach  allen 
RicliUingen  um  31  gleichen  Druck  p  hervorbringen ,  den  man 
schon  berücksichligle;  .als  man  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes bildete. 

Aus  dieser  letzten  Betrachtung  erglebt  sich ,  dafs  die 
Gleichungen  (2)  die  nqth wendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  aller  Kräfte  sind^  die  Mole- 
cularkäfte,  die  auf  ein  beliebiges  Element  dm  der  flüssigen 
Masse  wirken ,  mit  eingeschlossen ;  so  dafs  das  Gleichgewicht 
sicher  statt  hat,  wenn  ein  Werth  von  p  vorhanden  ist,  der 
diesen  Gleichungen  für  alle  Punkte  der  Flüssigkeit  Genüge 
leistet ,  welcher  mit  dem  direct  gegebenen  Werthe  des  Druckes 
auf  die  freie  Oberfläche  zusammen  fällt  und  der  in  keinem 
Punkte  negativ  wird,  damit  die  Theile  der  Flüssigkeit  im 
Zusammenhange  bleiben. 

Wäre  das  als  Function  des  Abstandes  ausgedrückte  Ge- 
setz der  Molecularkräfte  gegeben  und  könnte  man  aus  diesen 
Kräften  den  Ausdruck  der  Gröhe  p  als  Function  des  mittleren 
Zwischenraums  der  Molecule  flnden  ((•98),  so  würde  man  die- 
sen Ausdruck  in  die  Gleichungen  (2)  substituieren.  Eine  der- 
selben würde  die  Gröfse  dieses  Zwischenraums  bestimmen, 
welcher,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  um  den  Punkt  M 
statt  haben  würde,  \ind  die  beiden  anderen  würden  die  Be- 
dingungen dieses  Gleichgewichtes  ausdrücken.  Der  numerische 
Werth  von  p  würde  sich  alsdann  aus  dem  des  mittleren 
Zwischenraums  oder  aus  dem  entsj)rechenden  Werthe  der 
Dichtigkeit  ergeben,  und  ich  habe  in  der  oben  angeführten 
Abhandlung  (f.  576),gezeigt,  wie  dieser  Druck  p  sich,  in  sehr 
grofsen  Verhältnissen,  für  sehr  kleine  Aenderungen  in  der 
Dichtigkeit,  die  man  bei  den  Flüssigkeiten  bemerkt,  ändern 
kann.  Da  aber  die  directe  Bestimmung  des  Druckes  p  un- 
möglich ist,  so  ist  man  gezwungen,  seinen  Werth  aus  den 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  selbst,  oder  aus  der  Formel 
(3),   die  daraus  folgt,    abzuleiten. 

Liegt  der  Punkt  M  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit, 
oder  ist  er  um  weniger  als  dej  Halbmesser  der  Wirkung  der 
Molecularkräfte  davon  entfernt,  so  mufs  man  diese  Kräfte  und 
die  schnelle  Aenderung  der  Dichtigkeit  an  der  Oberfläche,  bei 
der  Berechnung    dei:  Seitenkräfte  X,  Y,  Z,   und  daher  auch 
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des  aus  der  Formel  (3)  abgeleiteten  Werlhes  von  p  berück- 
sichtigen. Es  ergiebt  sich  daraus  ein  Einflufs  der  Molecular- 
kräfte  auf  die  Gestalt  der  im  Gleichgewichte  befindlichen  Flüs- 
sigkeit, welcher  im  Allgemeinen  nicht  merklich  ist  und  es  nur 
bei  den  Wirkungen  der  Haarröhrchenkraft  wird.  Man  wird  dies 
jedoch  in  diesem  Lehrbuche  unberücksichtigt  lassen,  und  ich 
verweise  in  Beziehung  auf  Alles,  was  die  Erscheinungen  der 
Haarröhrchenkraft  betriflPit,  auf  meine  Neue  Theorie  der 
Haarröhrchenkraft. 

589. 
Dreht  sich  eine  gleichartige  oder  ungleicharfige  Flüssigkeit 
gleichförmig  um  eine  feste  Axe,  so  geben  die  vorhergehenden 
Formeln  die  Beding4mgeu  an,  die  nothwendig  und  hinreichend 
sind,  damit  sie  eine  beständige  Gestalt  behalte  und  sich  wie 
ein  fes.ter  Körper  bewege.  Es  ist  hierzu  hinreichend,  mit  den' 
SeitenkrUften  X  y  Yj  Z  die  der  aus  dieser  Umdrehung  ent- 
springenden Gentrifugalkraft  zu  verbinden. 

Man  nehme  alsdann  die  Umdrehungsaxc/  für  die  der  z. 
Sey  r  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  M  von  dieser 
Linie,  so  dafs  man 

r2  =  x^  +  jK* 
hat.  Sey  a  die  beständige  Winkelgeschwindigkeit,  die  allen 
Punkten  der  Flüssigkeit  gemeinschaftlich  ist;  ra  wird  die  ab- 
solute Geschwindigkeit  des  Punktes  M  seyn,  und  da  er  einen 
Kreis  beschreibt,  dessen  Halbmesser  r  ist,  so  ist  der  Werth 
der  Gentrifugalkraft  ra^  (§.  174).  Da  diese  Kraft  nach  der 
Verlängerung  von  r  gerichtet  ist,  so  erhält  man  ihre  mit  den 

Axen  der  x  und  y  parallelen  Seitenkräfte,  wenn  man  sie  mit  — 

r 

und  —   multipliciert,    was   x a^   und  y a^  giebt,    und   diese 

Gröfsen  mufs  man  zu  den  Kräften  X  und   Y  addieren,   und 
da  die  Kraft  Z  sich  nicht  ändert,    so  wird  die  Formel  (3) 

dp  =  Q  (Xdx  -}-  Ydy  -}-  Zdz  +  a^xdx  -}-  a^ydy).    (a) 

Die  in  den  Klammern  eingescldossene  Grö'fse  ist  noch 
immer  ein  genaues  Differential,  nemlich  das  Differential  der 
Function  tp  des  §.5S6y  welche  um  Ja^(jp^+J^)  oder  ia^r^ 
vermehrt   ist.    Daher  wird  die  beständige  Gestalt  der  Flüssig- 
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keit  möglich  8eyn,  und  wenn  die  freie  Oberfläche  derselben 
iu  ihrer  ganzen  Ausdehnung  einen  conslanten  Druck  erlädel^ 
so  \Yird  die  dieser  Oberfläche  und  allen  Oberflächen  des  Gleidi- 
gewichtes  gemeinschaftliche  Gleichung 

Xdx  +  Ydy  +  Zdsi  +  «» {xdx  -^-ydy)  =  0      (B) 
seyn. 

Ist  die  Flüssigkeit  gleichartig,  so  ist  es  lünreichend;  wenn 
die  freie  Oberfläche  durch  das  Integral  dieser  DifTerentialglei« 
chung  bestimmt  ist,  dessen  willkührliche  Constante  man  ver- 
mittelst des  ganzen  Volumens  der  Flüssigkeit  bestimmt,  wie 
sogleich  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soll.  Ist  die 
Flüssigkeit  ungleichartig,  so  mufs  sie  aufserdem  aus  gleichar- 
tigen Schichten  zusammengesetzt  seyn,  deren  Gestalt  ebenfalls 
durch  das  Integral  derselben  Gleichung  bestimmt  ist  und  von 
der  äiilseren  Gestalt  nur  durch  die  Werthe  der  willkührlichen 
Constanten  verschieden  ist. 

590. 

Man  wende  die  Gleichung  (6)  auf  den  Fall  einer  gleich- 
artigen Flüssigkeit  an,  die  der  Schwerkraft  unterworfen  ist, 
sich  um  eine  verticale  Axe  dreht  und  in  einem  Gefäfse  ent- 
halten ist,  das  an  seinem  oberen  Theile  offen  ist. 

Kennt  man  g  die  Schwere  und  zählt  die  positiven  z  in 
dem  dieser  Kraft  entgegengesetzten  Sinne,   so  hat  man 

X=    O,        Y   —    Oy        Z——g. 

Die  Gleichung  (6)  wird  daher 

gdz  =  a^[xdx  -j-  ydy)y 
woraus  man,    wenn  man   integriert,    und    durch   c   die   will- 
kührliche Constante  bezeichnet, 

o 

findet,  woraus  hervorgeht,  dafs  die  freie  Gestalt  der  Flüssig- 
keit ein  Rotationsparaboloid  ist,  dessen  Axe  die  Umdrehungs- 
axe  ist. 

Um  die  Constante  0  zu  bestimmen,  sey  das  Gefäfs  ein 
verticaler  Cylinder  mit  kreisrunder  Grundfläche  y  dessen  geo- 
metrische Axe  mit  der  Axe  der  z  oder  der  Umdrehungsaxe 
zusammenfällt.  Sey  sein  Halbmesser  a  und  h  die  zu  der  ab- 
soluten Geschwindigkeit  aa  gehörende  Höhe  //,  so  dafs  man 
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a^a*  =  2gh   und  daher  z  =  — r-  +  c  haL      8ey  auch  b 

die  Höhe  des  Wassers  vor  der  Bewegung,  so  A/vird  na^b  das 
Volumen  der  Flüssigkeit,  seyn,  welches  sich  während  der 
Umdrehung  nicht  ändert.  Theilt  man  aber  das  Paraboloid  In 
cylindrische  unendlich  dünne  Schichten,  deren  gemeinschart- 
liehe  Axc  die  der  z  ist,  so  hat  man  2nrdr  für  den  Werlh 
der  Grundfläche,  und  2nzrdr  für  den  Werlh  des  Volumens 
der  Schichte,  deren  Halbmesser  V  und  deren  Dicke  dr  ist. 
Das  ganze  Volumen  erhält  man  daher,  wenn  man  2nzrdr 
von   r  =  o   bis  r  =  a   integriert,    woraus  man 

a^b  =z  2  /     zrdr 


=v: 


findet.     Substituiert   man  für  r  seinen  Werth    und  führt  die 

Integration  aus ,  so  findet  man 

c  =  b  —  ih 
für  den  Werth  von  c. 

Die  Gleichung  der   oberen  Oberfläche  der  Flüssigkeit   ist 

daher   ' 

z  zu  —  ^  b  ^  ih. 

Der  kleinste  und  gröfste  Werth  von  jk,  welcher  bezüg- 
lich r  z=:  d  und  r  z=:  a  entspricht ,  ist  6  — •  J  Ä  und  6  -f-  i  A, 
so  dafs  die  aus  der  Umdrehung  entspringende  Senkung  der 
Flüssigkeit  in  der  Axe  und  Erhebung  derselben  im  Umkreise 
dieselben  sind,  und  ihr  Werlh  die  Hälfte  der  zu  der  Geschwin- 
digkeit des  Umkreises  gehörenden  Höhe  ist« 

591. 
Wenn  die  Kräfte,  deren  Seitenkräfte  X,  Y",  Z  sind,  von 
den  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Abstände, 
oder  nach  anderen  Gesetzen,  wirkenden  Anziehungen  aller 
Punkte  der  Flüssigkeit  herrühren ,  so  hängen  die  völligen 
Werlhe  von  X,  Y,Zf  im  Allgemeinen,  von  der  Gestalt  der 
Flüssigkeit  und  ilirer  Schichten  des  Gleichgewichtes  ab,  und 
umgekehrt  hangt  diese  Gestalt  von  den  Werthen  dieser  Seiten- 
kräfte ab*  Wegen  dieser  wechselseitigen  Abhängigkeit  der 
Anziehungen  der  Flüssigkeit  und  ihrer  Gestalt  wird  die  Be- 
stimmung der  letzteren,   vermittelst  der  Gleichungen  (6),  sehr 

2,7 
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schwierig.  Selbst  wenn  die  Flüssigkeit  gleichartig  ist,  ist  es 
bis  jetzt,  bei  dem  gewöhnlichen  Falle ,  dafs  die  Anziehung  im 
iimgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Abstände  steht, 
nur  dann  möglich,  die  Frage  aufzulösen,  wenn  man  annimmt, 
dafs  die  Cenirifugalkraft  unbeträchtlich  ist,  so  dafs  sich  die 
Flüssigkeit  wenig  von  der  Kugelgestalt  entfernt,  die  sie  an- 
nehmen würde,  wenn  diese  Kraft  völlig  Null,  d.  h.  wenn 
die  Flüssigkeit  in  Ruhe  wäre.  Man  beweist  alsdann  durch 
eine  auf  die  Betrachtung  der  Reihen^ gegründete  Analyse,  die 
hier  nicht  Platz  finden  kann,  dafs  die  Gestalt  der  Flüssigkeit 
noth wendig  die  eines  Rotationsellipsoids  ist,  dessen  Abplattung 
man  aus  dem  Vergleiche  der  Gröfse  der  Centrifugalkraft  am 
Aequator  mit  der  Anziehung  der  Flüssigkeit*  in  demselben 
Funkte  bestimmt. 

Es  ist  aber  leicht,  zu  beweisen,  dafs  die  elliptische  Gestalt 
immer  der  Gleichung  (6)  Genüge  leistet,  wenn  die  Geschwin- 
digkeit a  nicht  über  eine  gewisse  Granze  hinausgeht  und  dafs 
es  alsdann  zwei  Rotationsellipsoide  giebt,  die  demselben  Werthe 
dieser  Umdrehungsgeschwindigkeit  entsprechen.  Man  nehme 
an,  die  Gleichung  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  ihrem  per- 
manenten Zustande  sey 

welches  die  Gleichung  eines  Rotationsellipsoids  ist,  dessen 
geometrische   Axe   2  c    ist ,    während    der    Durchmesser   ihres 

Aequators  2  c  V^l  -|-y2  jgt.  Man  nenne  X,  F,  Z  die  Sei- 
'tenkräfte  der  beschleunigenden  Kraft ,  die  von  der  ganzen  An- 
ziehung, welche  dieser  Körper  auf  den  den  Coordinaten  Xyy  ,Zy 
entsprechenden  t^unkt  der  Oberfläche  ausübt,  herrührt,  welche 
Seitenkräfte  nach  den  Verlängenmgen  dieser  Coordinaten^  d.  h, 
im  entgegengesetzten  Sinne  der  Seitenkräfte,  deren  Ausdrücke 
in  f.  106  gegeben  worden  sind,  gerichtet  sind.  Aendert  man 
die  Zeichen  dieser  Ausdrücke,  und  bemerkt,  dafs  fnQc^^i-^y^) 
die  Masse  des  Ellipsoids  ist,  so  hat  man 

^  _  2n^  [y  -  (1  +  y^)  arc  (lang  =  y)], 
y 

Y  ^  25^^  Iy_(j^y2)  arc  (lang  =  y)] , 
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^  =         \7        f*"  ('«"s  =  y)  -  yl . 

Tvo /*;  Wie  in  dem  erwähnten  (.,  die  Intensität  der  Anziehung 
in  der  Einheit  des  Abstandes  und  zwischen  Massen,  deren  jede 
der  Einheit  gleich  ist,  bedeutet.  Es  mufs  bewiesen  werden, 
dafs  diese  Werlhe,  verbunden  mit  der  Gleichung  (c),  der 
Gleichung  (h)  Genüge  leisten.  Substituiert  man  sie  in  diese 
Gleichung,  multipliciert  alle  Glieder  mit  y^^  was  voraussetzt, 
dafs  y  nicht  Null  ist,  und  setzt  zur  Abkürzung 


so  erhält  man 

[i  y  —  5  (*  +  y^)  arc  (tang  =  ;^)  +  «y']  {xdx  +  ydy) 

-}-  (^  +  Y^)  [^c  (*^^S  =  y)  —  y]  ÄC?«  =  o. 
Differentiiert  man  die  Gleichung  (c) ,   so  hat  man 
xdx  -f-  j'dfy  4"  {i-^-y^)  zdz  =  o, 
lind  damit  diese  Differentialgleichung  mit  der  vorhergehenden 
zusammenfalle^   ist  es  hinreichend  und  nothwendig,   dai's  man 

iy  —  i{i-\-y^)ärc  (tang  =  y)+$y^  =  arc  (tang  =:y)— -  y, 
oder,  wenn  man  reduciert, 

'^ZrrZt '^'^  ^^^  =  y)  =  o  (d) 

hat,  so  dafs  man  sich  nur  noch  zu  überzeugen  braucht,  ob 
diese  Gleichung  reelle  Wurzeln  hat,  und  ihre  Zahl  zu  be- 
stimmen. 

Zu  diesem  Ende  sey  ß  dex  erste  Theil  und  man  zeichne 
eine  krumme  Linie,  deren  unbestimmte  Coordinaten  y  und  ß 
sind.  Diese  krumme  Linie  schneidet -die  Abscissenaxe  im  An^ 
fangspunkte  der  Coordinaten;  die  Wurzel  ^^  ==  o  ist  aber  der 
Frage  fremd,  so  lange  die  Geschwindigkeiten  und  daher  £  nicht 
Null  ist.  Die  anderen  Wurzeln  der  Gleichung  (ß)  sind  paar- 
weise gleich  mit  entgegengesetzten  Zeichen;  es  ist  jedoch  hin- 
reichend nur  die  positiven  Wurzeln  z.  B.  zu  betrachten,  da 
die  Gleichung  (c)  nur  das  Quadrat  von  y  enthält. 

Dies  vorausgesetzt,  setzt  man  nun  das  Differential  von 
ß  gleich  Null,  so  findet  man 

ey*  -]-  2(5c  —  i)y^"{-9  €  =  o,  (e) 

27*    ^ 
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um  die  den  Maxinns  und  Minimis  dieser  Ordinate  entsprechen- 
den Abscissen  zu  bestimmen.  Da  aber  diese  Gleichung,  in  Be- 
ziehung auf  y^,  vom  zweiten  Grade  ist,  so  folgt  hieraus,  dafs 
nur  ein  Maximum  und  ein  Minimum  auf  jeder  Seite  des  An- 
fangspunktes der  Abscissen  seyn  kann ,  woraus  man  zuerst 
den  Schlufs  zieht,  dafs  die  krumme  Linie  die  Axe  der  posi- 
tiven Abscissen  nur  in  zwei  Punkten  jenseits  dieses  Anfangs- 
punktes schneiden  kann,  so  dafs  die  Gleichung  (d)  höchstens 
zwei  relle  positive  Wurzeln  hat.  Man  bemerke  aufserdem, 
dafs,  wenn  die  Gleichungen  (rf)  und  (e)  für  denselben  Werlh 
von  y  statt  haben ,  die  krumme  Linie  die  Abscisseuaxe  in 
einem  Punkte  berühren  wird,  der  einer  doppelten  Wurzel 
der  Gleichung  (d)  entspricht.  Man  findet  aber  aus  der  Glei- 
chung (e) 

6   =-  '  ^ 


substituiert  man  dieserf  Werth  in  Ate  Gleichung  (d) ,  so  findet 
man 

welche  Gleichung  nur  eine  positive  Wurzel,  aufser  y  =z  o^ 
haben  kann.  Diese  Wurzel  ist  wirklich  vorhanden,  imd  durch 
Versuche  findet  man  als  Näherungswerth  derselben 

y  =  2,5293. 
Der  entsprechende  Werlh  von   e  ist 

e  =  0,1123, 
woraus  wir  schliefsen  können ,  dafs  für  kleinere  Werlhe  von  e, 
als  dieser  Bruch  ist,  zwei  verschiedene  Durchschnitte  der  Axe 
der  positiven  Abscissen  und  zwei  ungleiche  Wurzeln  der  Glei- 
chung (d)  vorhanden  sind;  dafs  sich,  für  diesen  Werth  von  e, 
diese  Durchschnitte  in  eine  Berührung  verwandeln  und  alsdann 
die  Wurzeln  gleich  werden,  und  dafs  endlich^  für  gröfsere 
Werthe  von  c,  die  Durchschnitte  nicht  mehr  statt  haben ,  eben 
so  wenig  wie  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  (d).  Es  ist 
gewifs,  dafs  diese  Wurzeln  den  kleinsten  und  nicht  den  grofsten 
Werthen  von  e  entsprechen.  Denn  für  c  =  OOj  hat  -die 
Gleichung  (d)  keine  von  Null  verschiedene  Wurzel ,  wenn  da- 
gegen €  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  bestimmt  man  leicht 
die  zwei  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung. 
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Hat  man ,  vermittelst  der  Gleichung  (d)  y  die  zwei  Nähe- 
rungswertlie  von  y  bestimmt^  die  einem  gegebenen  Werthe 
von  €j  der  kleiner  als  der  vorhergehende  Bruch  ist,  entsprechen, 
so  geben  die  vorhergehenden  Werthe  von  X,  Y ^  Zy  die  An- 
ziehung der  Flüssigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  im  Inneren 
derselben  oder  auf  ihrer  Oberfläche  an ,  und  man  findet  die 
Werthe  von  c  aus  dem  gegebenen  Volumen  der  Flüssigkeit. 
Ist  der  Werth  von  «  gröfser  als  dieser  Bruch,  so  darf  man 
nicht  daraus  schliefsen,  dafs  die  permanente  Gestalt  der  Flüs- 
sigkeit unmöglich  sey,  sondern  blofs,  dafs  sie  kein  Rotations- 
ellipsoid seyn  kann.  Denn  nimmt  man  den  Fall  aus,  in  wel- 
chem diese  Gestalt  wenig  von  einer  Kugel  verschieden  ist,  so 
ist  noch  nicht  bewiesen  worden^  dafs  die  Gestalt  des  Rota- 
tionsellipsoids die  einzige  sey,  welche  dem  Gleichgewichte  der 
Centrifugalkräfte  und  der  wechselseiligen  Wirkungen  der  Mo- 
lecule  entspricht.  Man  hat  nicht  einmal  bewiesen,  dafs  die 
Kugel  die*  einzige  Gestalt  ist,  welche  eine  in  Ruhe  befindliche 
flüssige  Masse ,  deren  Molecule  sich  wechselseitig  anziehen, 
annimmt,  wie-  natürlich  dies  auch  erscheint. 

592. 
Ist  E  ein  sehr  kleiner  Bruch ,  so  leistet  man  der  Gleichung 
(d)  Genüge,  wenn  man  für  y  eine  sehr  kleine  Grüfse  nimmt. 
Man  hat  alsdann 

arc  (tfingy)  =  y  —  |  y 3  ^  .. . 

^      _  .     vi. 

3~+y2-  T-  9  +•'• 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichuog  {d)  substituiert, 
den  Factor  y  wegläfst,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  ist, 
uud  alsdann  die  Potenzen  von  y,  die  höher  als  die  erste  sind, 
vernachlässigt,    so  findet  man 

15  c 

was  einem  sehr  wenig  abgeplatteten  Ellipsoide  ent8i)richt.  Die 
Abplattung  ist  beinahe  iy^,  weü  die  zwei  Halbaxen  c  und 
e^r+rp  sind.  Man  kann  u^  c  für  die  Centrifugalkraft  am 
Aequator  und  %nfrc  für  die  Anziehung  in  einem  Punkte 
der  OberQäche   neluuen ,   welches   die   genauen  Werthe  dieser 
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zwei  Kräfte  seyn  würden,  wenn  der  Körper  genau  kugelför- 
mig wäre»  Das  VerLältnifs  des  ersten  zum  zweiten  ist  3  £ ; 
wenn  sieb  daher  eine  gleichartige  Flüssigkeit  um  eine  feste 
Axe  dreht  und  sich  wenig  von  der  Kugelgestalt  entfernt,  so 
ist  ihre  Abplattung  dem  Fünffachen  der  Gentrifugalkraft  am 
Aequator,  dividiert  durch  das  Vierfacbe  der  Anziehung  an  der 
Oberfläche,  gleiclu  Man  beweist  auch,  dafs,  wenn  die  Flüs- 
sigkeit aus  sehr  wenig  abgeplatteten .  Schichten  besteht ,  deren 
Dichtigkeiten  vom  Mittelpunkte  nach  der  Oberfläche  hin  ab- 
nehmen, alsdann  die  Abplattung  immer  kleiner  seyn  wird, 
als  wenn  die  Flüssigkeit  gleichartig  ist,  und  dennoch  gröfser, 
als  zwei  Fünftel  derjenigen ,  die  diesem  Falle  entspricht. 

Bei  der  Umdrehungsbewegung  der  Erde,   ist  das  Verhält- 

nifs  der  Gentrifugalkraft  zur  Schwerkraft,  oder  der  Anziehung 

1 

der  Erde  ungefähr (f.  177)  am  Aequator.    Ware  die  Erde 

288 

eine  gleichartige  flüssige  Masse,  so  wäre  daher  ihre  Abplattung 

1  1  1 

,  und  zwei  Fünftel  hiervon  — .     Ihr  wahrer  Werth  , 

232'  580  290 

der   sich    aus    der   Beobachtung   ergiebt,    ist   zwischen  diesen 

Gränzen  eingeschlossen,   wie   bei  dem  Falle    einer  Flüssigkeit, 

deren   Dichtigkeit  vom  Mittelpunkte  nach    der  Oberfläche  hin 

abnimmt. 

Setzt  man 

in  den  Werthen  von  Z  und  \X^  +  Y^,  und  entwickelt 
alsdann  nach  den  Potenzen  von  y,   so  findet  man 

für  die  Anziehungen,  die  an  den  Polen  und  am  Aequator  statt 
haben.     Ich  addiere  zu  der  zweiten  die  Gentrifugalkraft   «<*c, 

deren  WerihAfnoce,  oder  das  Produkt  aus  4yr/flC  ia  — ^ 
nach  dem  Vorhergehenden,  isi,  so  erhält  man, 

3      \        10        y 


I 
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für  die  Schwere  am  Aequator.  Zieht  man  die  Schwere  am 
Pole  Z  davon  ab  und  dividiert  durch  diese,  so  hat  man 

z -'^  ~  • 

so  dafs,  wenn  man  das  Quadrat  von  y^  vernachlässigt,  diese« 
Verhältnils  der  Abplattung  \y^  gleich  ist,  die  Summe  dieser 
zwei  Grüfsen  ist  daher  dem  Fünffachen  der  Centrifugalkraft, 
dividiert  durch  das  Doppelte  der  Schwere  am  Aequator,  gleich, 
was  mit  dem    in  f.  193    angeführten  Lehrsalze   übereinstimmt. 

In  demselben  Falle,  wenn  «  sehr  klein  ist,  leistet  man 
der  Gleichung  (d),  vermittelst  eines  sehr  grofsen  Werthes  von 
y ,    Genüge« 

Man  hat  identisch 

arc  (tang  =  y)  =  \n  —  arc  T tang  =  —  J ; 

für  einen  ähnlichen  Werlh  von  y  hat  man  daher,  in  einer 
convergierenden  Reihe , 

arc  (tang  =  y)  :=  \n  —  —  H-i--?— Tp-+  — 

Ebenso  hat  man 

1  _     1  5 

und  wenn  man  diese  EntWickelungen  in  die  Gleichung  (d) 
substituiert,  so  findet  man  daraus  alsdann  einen  Werth  von 
y,  der   nach    den    wachsenden  Potenzen   von  «  geordnet  ist, 

neinlich 

n  8 

was  die  zweite  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  ist. 

Ausfülu'licheres  über  diese  Theorie  und  ihre  Anwendung 
auf  die  Gestalt  der  Erde  findet  man  in  dem  zweiten  und 
fünften  Theile  der   mecanique    eilest e« 

593. 
Es  ist  -ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  Ober- 
flächen des  Gleichgewichtes,    die  im  Inneren  einer  Flüssigkeit 
gezogen  sind ,  die  der  Wechselwirkung  aller  ihrer  Punkte  un- 
terworfen  ist,    und    denjenigen,   die    in   einer  Flüssigkeit  be- 
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ftclirieben  sind,  deren  Punkte  nur  durch  fremde  Kräfte  ge- 
trieben werden,  d.  Ii.  durch  Anziehungen  und  Abstofsungen, 
die  von  festen  Mittelpunkten  ausgehen  und  Funclionen  der 
Abstände  von  diesen  Mittelpunkten  sind.  Sey  j4B  CD  (Fig.  37) 
die  freid  Oberfläche  einer  Flüssigkeit,  die  entweder  in  Ruhe 
ist,  oder,  zu  grölserer  Allgemeinheit,  sich  um  eine  feste  Axe 
dreht.  Sey  EFGH  eine  in  ihrem  Inneren  gezogene  Ober^ 
fläche  des  Gleichgewichtes  und  R  die  Mittelkraft  aller  auf 
einen  beliebigen  Funkt  M  dieser  Oberfläche  wirkenden  Kräfte. 
In  beiden  hier  unterschiedenen  Fällen,  wu'd  diese  Kraft  nach 
der  in  diesem  Punkte  senkrecht  stehenden  Linie  N  M  P  ge- 
richtet seyn.  Da  aber,  im  zweiten  Falle,  ihre  Gröfse  und 
Richtung  von  keiner  "Wirkung  der  Punkte  der  Flüssigkeit 
abhängt,  so  wird  sie  noch  auf  der  Oberfläche  EFGH  senk- 
recht bleiben,  wenn  man  die  zwischen  EFGH  und  AB  CD 
enthaltene  Schichte  der  Flüssigkeit  wegnimmt,  so  dafs  alsdann 
noch  die  durch  EFGH  begränzte  Flüssigkeit  in  Ruhe  bleibt. 
Wenn  aber  die  Punkte  des  Systems  eine  wechselseitige  Wir- 
kung ausüben,  so  hängt  die  Kraft  -R  von  der  Wirkung  die- 
ser inneren  Flüssigkeit  und  der  der  äufseren  Schichte  ab.  Sie 
ändert,  im  Allgemeinen,  ihre  Gröfse  und  Richtung,  wenn 
man  die  zwischen  AB  CD  und  EFGH  enthaltene  Schichte 
wegläfst,  und  das  Gleichgewicht  der  durch  EFGH  begränz- 
teu  Flüssigkeit  hat  nicht  mehr  statt.  Damit  es  sich  herstelle, 
mtifs  sich  die  Oberfläche  EFG  H  ändern  und  in  jedem 
Punkte  Jtf,  bl'ofs  auf  dem  bleibenden  Theile  der  Kraft  i?, 
senkrecht  seyn. 

Die  Wirkung  der  äufseren  zwischen  ABCD  und  EFGH 
enthaltenen  Schichte  w^ird  bei  allen  Punkten  der  inneren  Flüs- 
sigkeit und  der  Oberfläche  EFGH  Null  seyn,  wenn  die 
ganze  Masse  der  Flüssigkeit  gleichartig  ist,  sich  wenig  von  der 
Kugelgestalt  entfernt  und  ihre  Punkte  nur  durch  ihre  wechsel- 
seitigen im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  ihrer  Ab- 
slände wirkenden  Kräfte  und  durch  die  Centrifugalkraft  getrieben 
weixlcn.  Denn  alsdann  sind  alle  Oberflächen  .des  Gleichge- 
wichtes ähnliche  EUipsoide,  und  daher  übt  die  zwischen  zwei 
solchen  Oberflächen  ABCD  und  EFGH  enthaltene  Schichte 
keine  Wirkung  auf  die  im  inneren  Räume  gelegenen  Punkte 
aus  (J.  105).      Diese  Unwirksamkeit    einer   durch   zwei  Ober- 
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flächeii  des  Gleichgewichtes  begränzten  Schichte  auf  die  inuere 
Flüssigkeit^  ist  keine  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der  Flüs- 
sigkeiten. Bleiben  z.  B.  die  Kräfte  dieselben ,  wie  sie  hier 
angenommen  wurden,  so  hat  sie  z.B.  nicht  mehr  stajt,  wenn 
die  Flüssigkeit  ungleichartig  ist,  wodurch  die  Oberflächen  des 
Gleichgewichtes  unähnlich  werden,  indem  sie  noch  immer 
elliptisch  und  so  beschaiTen  sind,  dal's  die  Ellipticität  einer 
beliebigen  Oberfläche  EFGH  von  der  Dicke  und  Beschaffen- 
heit der  äufseren  Schichte  abhängt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Flüssigkeit  gleich- 
artig ist,  kann  man  nach  Belieben  die  zwischen  ji B  C D 
und  EFGH  enthaltene  elliptische  Schichte  wegnehmen  oder 
wieder  herstellen ,  ohne  dafs  hierdurch  das  Gleichgewicht 
gestört  oder  die  Gestalt  der  inneren  Flüssigkeit  geändert  wird, 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  im- 
mer dieselbe  ist.  .  £s  giebt  aber  auch  andere  Schichten,  die 
man  zu  der  durch  EFGH  begränzten  Flüssigkeit  hinzu 
setzen  kann  und  die  das  Gleichgewicht  nicht  stören,  wiewohl 
die  Anziehung,  die  sie  auf  die  Punkte  dieser  Flüssigkeit  aus- 
üben, nicht  Null  ist.  Es  ist  einleuchtend,  dafs  die  äufsere 
Oberfläche  der  hinzukommenden  Schichte  ein  Ellipsoid  seyn 
kann,  das  EFGH  ähnlich  ist  und  dessen  Mittelpunkt  ein 
vom  Punkte  O  verschiedener  Punkt  der  Umdrehun^saxe  ist. 
Die  äufsere  Oberfläche  dieser  krummen  Linie  kann  auch  diesen 
Punkt  zum  Mittelpunkte  haben ,  und  ein  Ellipsoid  seyn,  dessen 
'  .Abplattung  von  der  der  inneren  Oberfläche  verschieden  ist. 
Um  dies  zu  beweisen,  seyen  j4BCD  und  AB' CD'  (Fig.  38) 
die  zwei  verschiedenen  EUipsoide,  welche  der  Bedingung  des 
Gleichgewichtes  einer  und  derselben  gleichartigen  Flüssigkeit, 
die  sich  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  um  eine 
feste  Axe  dreht  (f.  591),  entspricht.  Seyen  auch  EFGH  und 
E' F' G' H'  zwei  Oberflächen  des  Gleichgewichtes,  die  im 
Inneren  dieser  EUipsoide  gezogen,  den  äufseren  Oberflächen 
ähnlich  sind,  denselben  Mittelpunkt  O,  wie  diese  haben  und 
sich  im  Punkte  M  schneiden.  Man  kann,  ohne  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeit  zu  stören,  dte  Aiirch  EFGH  bcgränzt 
ward  j  noch  die  zwischen  den  zwei  Oberflächen  EFGH  und 
^  B  O  1)  p  die  unähnlich  und  concentrisch  sind,  enthaltene 
Schichte  hinzu  addieren.     Man  bemerke ,    dafs  nicht  blofs  die 
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Wirkung  dieser  ^hichte  auf  die  Paukte  der  inneren  Flüssig- 
keit und  der  Oberfläche  JEFGH  nicht  Null  ist,  sondern 
dals  die  Wirkung  auf  jeden  Punkt  der  Oberfläche  nicht  nach 
der  Normalen  gerichtet  ist.  So  ist  im  Punkte  M,  die  Wirkung 
der  Irischen  den  Oberflächen  EFQH  xmA  ui'  B' C  ü'  ent- 
haltenen Schichte  nicht  nach  der  Normalen  NMP  der  ersten 
OberOäche  gerichtet.  Denn  es  ist  schon  die  Wiikung  der 
inneren,  durch  diese  Oberfläche  begräuzten,  Flüssigkeit  nach 
NMP  gerichtet,  und  wenn  die  Wirkung  der  hinzukommen- 
den Scliichte  ebenfalls  diese  Richtung  halte,  so  'wäre  die 
Wirkung  der  ganzen  durch  die  Obei-fläche  A'  B'  C  D'  be- 
gränzten  Flüssigkeit,  noch  nach  dieser  Normalen  gerichtet/ 
während  sie  nach  der  Normalen  N'M'P'  der  anderen  Ober- 
fläche des  Gleichgewichtes  JE'  F*  G'  H'  gericiuet  seyn  mul's. 

Wie  auch  die  Kräfte  beschaffen  seyen,  welche  auf  eine 
gleichartige  oder  ungleichartige  Flüssigkeit  wli'ken,  die  sich 
um  eine  feste  Axe  dreht,  so  darf  man  nie  vergessen,  dafs 
die  einzige  Bedingung  de^  Gleichgewichtes  das  Vorhandenseyn 
einer  Gröfse  p  ist,  welche  der  -Gleichung  (a)  genügt  und  an 
lief  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  Null  oder  constant  ist. 
Jede  andere  Bedingung,  die  man  noch  hinzu  fügen  würde, 
ist  schon  in  dieser   enthalten,   oder  ist  unrichtig. 

594. 

Unter  den  v^schiedenen  Gesetzen  der  Anziehung  giebt 
es  eins,  das  nicht  in  der  Natur  vorkommt,  aber  eine  merk- 
würdige Eigenschaft  hat.  Dieses  Gesetz  ist  das  der  Anziehung 
im  geraden  Verhältnisse  des  Abslandes,  und  die  erwähnte 
Eigenschaft  besteht  darin,  däfs  die  Mittelkraft  der  Wirkungen 
aller  Punkte  eines  Körpers  auf  einen  beliebigen  Punkt,  von 
der  Gestalt  und  Beschaffenheit  dieses  Körpers,  der  gleichartig 
oder  ungleichartig  seyn  kann,  abhängt  und  dieselbe  ist,  als 
wenn  die  ganze  Masse  in  selneni  Schwerpunkte  vereinigt  wäre. 

Denn  es  seyen  x,y,  z  die  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes,  x  ^  y  ^  z'  die  eines  anziehenden  Punktes,  n  die 
INlasse  dieses  zweiten  materiellen  Punktes,  u  der  Abstand 
dieser  zwei  Punkte,  k /iiu  die  beschleunigende  Kraft,  die  vom 
ersten  Punkte  nach  dem  zweiten  gerichtet  ist,  wo  i  einen 
Constanten  Coefflcienteu  bedeutet.    Die  Seitenkräfte  dieser  Kraft, 
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die  nach  Linien^    die  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  durch 

den  anziebeuden  Punkt  gezogen  sind,   gerichtet  sind,  werden 

i  fi{x'  —  x),    h  fi  (y  — y) ,    i  /i  (z '  —  s) ,    weil    die    Cosiinis 

der  Winkel,   die  ihre  Richtung  mit  diesen  Linien  einschliefst, 

die  Unterschiede  a;   —  jc,   y  —  y,    z    —  z,    dividiisrt    durch 

u^  sind.     Nennt  man  daher  X^  Y,  Z  die  ganzen  Seiteukräfte 

der  beschleunigenden  Kraft   des  anziehenden  Punktes  |   so  hat 

man 

X  =  hSfix'  —  kx2/Hy 

Y=i 2,,y'^   -  hy 2p , 
,Z  =  kSpz'  —  hzS/iff 
wo  sich  die  Sumiyen  2  auf  alle   Punkte   dieses    anziehenden 
Körpers  erstrecken.     Nennt  man  aber  m  die  ganze  Masse  die- 
ses .Körpers,    und  Xif  yiy   Zi    die   drei  Coordinateti   seines 
Schwerpunktes,  so  hat  man 

2/^  =  m, 
2/1^  X    z=  mxi  y 
2/ty'  =  myij 

VI  '     

2d/iiiZ    =  mzi, 
hieraus  ergiebt  sich  also 

*  X  =  Im  (^1  —  x)f 
Y=  km(y^—y), 
Z  z:z  hm  {zi  —  js) , 
welche   Gleichungen   offenbar   den   zu    beweisenden  Satz  ent- 
halten» 

Substituiert   man   diese    Werthe   von   X,    y,  ^   in  die 

Gleichung  (6),  und  setzt,  zur  Abkürzuag,  -7 —  =  *,  so  er- 
hält man 

(^1  —x)dx'{-  (yi  —y)  dy  +  (f  1  —  z)  dz 
4-  «  {xdx  '^ydy)  =0, 
woraus    man,    wenn   man   integriert    und   durdi   c   die    will- 
kührliche  Copstante  bezeichnet, 

findet.  Diese  Gleichung  ist  die  der  Oberflächen  des  Gleich- 
gewichtes' in  einer  Flüssigkeit,  die  sich  um  die  Axe  der  z 
dreht,    und  deren  Punkte  sich  im  Verhältnisse  des  Abstaudes 


I  J 
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anziehen;  sie  zeigt ^  dafs  aHe  diese  Oberflächen  conceutriscL 
und  vom  zweiten  Grade  seyn  werden,  Vei'legt  man  aufser- 
dem  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  ihrem  gemein* 
schaftlichen  Punkte,  d.  h.  nach  dem  Schwerpunkte  der  Flüs- 
sigkeit, so  müssen  die  ersten  Potenzen  der  Coordinaten  ver- 
schwinden ,  was  nicht  anderjs  seyn  kann ,  als  wenn  mau 
Xi=z  o,  yi  =zo,  zi=zo  hat.  Die  vorhergehende  Gleichung 
reduciert  sich  daher   auf 

die  Oberflächen  des  Gleichgewichtes  sind  daher  Rolations- 
lEUipsoide  oder  Hyperboloide ,  je  uachdeai  man  6  <  1  oder 
e  ]>  1  hat,  und  in  diesen  beiden  Fällen  haben  sie  alle  dieselbe 
geometrische  Axe,    welche  die  Umdrehungsaxe  ist. 

Da  das  Volumen  der  Flüssigkeit  gegeben  ist,  so  kann 
nur  dann  das  Hyperboloid'  entstehen ,  wenn  die  Flüssigkeil  in 
einem  Gefafse  enthalten  ist,  und  alsdann  palst  die  Gleichung 
(y*)  nur  auf  den  freien  Theil  der  Oberfläche.  Hat  man  daher 
£  >  1 ,  so  ist  die  permanente  Gestalt  einer  von  allen  Seilen 
freien  Flüssigkeit,  in  dem  Falle,  den  wir  betrachten,  unmög- 
lich; Hat  man  «  <  1 ,  so  sind  alle  Oberflächen  des  Gleicb- 
gewichtes  EUipsoide,  die  sich  durch  die  Werlhe  von  c  unter- 
scheiden. Um  den  Werth  dieser  Gröfse,  die  der  äufseren 
Oberfläche   entspricht,    zu  bestimmen,   setzt   man   den  Werth 

des  Volumens    des  EUipsoids,    dessen   Ausdruck  —7 — ^^  ist, 

c  3(1  — £) 

dem  gegebenen'  Volumen  der  Flüssigkeit  gleich.  Es  ist  be- 
merkenswerth,  dafs  in  diesem  Beispiele  das  Gesetz  der  Dich- 
tigkeiten der  Schichten  der  Flüssigkeit  keinen  Einflufs  auf 
seine  äufsere  Gestalt  und  auf  die  seiner  Schichten  des  Gleich- 
gewichtes hat. 
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Dritte«    Kapitel. 
lieber   das  Gleichgewicht    der  schiveren   Flüssigkeiten, 

595. 

Sey  j4BCD  (Fig.  39)  ein  an  seinem  oberen  Thelle  oife- 
nes  Gefafs,  dessen  horizontale  Grundfläche  ^B  auf  einer 
festen  Ebene  liegt.  Man  nehme  an,  eine  schwere  gleichartige 
Flüssigkeit  erhebe  sich  in  diesem  GePäfse  bis  ^' B\  Für 
das  Gleichgewicht  dieser  Flüssigkeit  ist  es  erforderlich,  dafs 
die  freie  Oberfläche  A' B*  horizontal  oder  auf  der  Richtung 
der  Schwere  senkrecht  ist,  und  dieses  Gleichgewicht  wird  nicht 
gestört  werden  ,  wenn  man  auf  diese  Oberfläche  einen  Druck 
ausübt,  der  constant  und  beliebig  grofs  ist. 

Der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogene  Druck  ist 
in  der  ganzen  Ausdehnung  jedes  horizontalen  Schnittes  der 
Flüssigkeit  derselbe.  Bezeichnet  man  ihn  in  der  Tiefe  z'  un- 
ter A* B'  durch  p,  und  nennt  q  die  constante  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit  und  g  die  Schwere,  so  hat  man  dp'zizqgdz^ 
vermöge  der  Gleichung  (3)  des  J.  583.  Integriert  man,  so 
hat  man  daher 

P  =  qgz-^Tl, 
wo  n  der  äufsere  Druck  ist,  der  im  Allgemeinen  der  at- 
mosphärische Druck  seyn  wird,  der  zzzi  o  entspricht.  Dieser 
beständige  Druck  verpflanzt  sich,  ohhe  Aenderung,  auf  alle 
Elemente  der  Wände  des  Gefäfses  und  der  Körper,  die  in  die 
Flüssigkeit  getaucht  sind ;  er  verbindet  sich  in  jedem  Punkte 
(§.578)  mit  dem  veränderlichen,  von  der  Schwere  der  Flüs- 
sigkeit herrührenden  Drucke.  Es  ist  daher  leicht^  ihn  zu  be- 
rücksichtigen,  und  zur  gröfseren  Einfachheit  können  wir  ihn 
Null  setzen  und  die  vorhergehende  Gleichung  auf 

reducieren.  Sey  h  die  Grundfläche  AB  des  Gefäfses,  P  der 
ganze  auf  diese  Grundfläche  ausgeübte  Druck,  h  der  Abstand 
A' B'  von  dieser  Grundfläche  oder  die  Höhe  der  Flüssigkeit; 
60  hat  .man  zu  gleicher  Zeit 

z  z=z  h^     P  =  bpziz  Qgbh, 
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woraus  hervorgeht  ^  dafs  der  auf  die.  horizontale  Grundfläche 
de3  Gefäfses  ausgeübte  Druck  dem  Gewichte  eines  mit  Flüs- 
sigkeit gefüllten  Gefäfses  gleich  ist,  dessen  Grundfläche  die 
des  Gefäfses,  dessen  Höhe  die  der  Flüssigkeit  ist  und  dessen 
Volumen  und  Masse  daher  b  h  und  p  6  Ä  sind.        ^ 

Dieser  Druck  P  ist  daher  von  der  Gestalt  des  Gefäfses 
unabhängig,  so  dafs  für  drei  durch  die  Figur  40  dargestellte 
Geiafse,  die  gleiche  Grundflächen  haben  und  auf  derselben 
horizontalen  Ebene  liegen ,  und  in  welchen  dieselbe  Flüssigkeit 
sich  bis  zu  einer  Höhe  erhebt,  die  ebenfalls  bei  allen  dieselbe 
ist,  die  auf  ihre  Grundflächen  ausgeübten  Drucke  dieselben 
seyn  werden ,  wiewohl  eins  der  Gefäfsä  ein  gerader  Cylinder 
ist,  ein  anderes  sich  von  der  Grundfläche  aus  erweitert  und 
das  dritte  immer  enger  wird.  Dieser  Druck  ist,  für  jede 
der  drei  Grundflächen,  das  Gewicht  der  in  dem  cylindrischen 
Gefäfse  enthaltenen  Flüssigkeit;  ein  sehr  merkwürdiges  Re- 
sultat, das  durch  die  Erfahrung  vollkommen  bestätigt  wird. 

Sind  mehrere  Flüssigkeiten  in  einem  Gefäfse  übereinander 
gelagert,  so  ist  es  für  ihr  Gleichgewicht  nothwendig  und  hin- 
reichend, dafs  die  Trennungsfläche  der  beiden  auf  einander 
folgenden  Flüssigkeiten  horizontal  ist  (^.  586),  und  wenn  dieses 
der  Fall  ist,  so  wird  jede  neue  darüber  gelagerte  Flüssigkeit 
auf  alle  Punkte  seiner  Grundfläche  einen  beständigen  Druck 
ausüben,  welcher^  das  Gleichgewicht  der  unteren  Flüssigkeit 
nicht  stört.   Man  kann  den  ganzen  auf  den  Boden  des  Gefäfses 

^ausgeübten  Druck  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

> 

596. 
Man  giefse  auf  die  im  Gefäfse  JBCD  (Fig.  39)  enthal- 
tene und  im  Gleichgewichte  befindliche  Flüssigkeit  eine  andere 
Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  q^  ist,  deren  obere  Oberfläche 
A'  B*\  wie  die  der  ersten,  horizontal  ist  und  sich  bis  zur 
Höhe  h'  über  die  Fläche  ji' B'  der  ersten  Flüssigkeit  erhebt; 
diese  beiden  Flüssigkeiten  werden  alsdann  im  Gefäfse  in  Ruhe 
bleiben.  Nennt  man  b'  den  Flächeninhalt  von  A'B\  welches 
die  Grundfläche  der  zweiten  Flüssigkeit  ist,  so  übt  sie  auf 
diese  Grundfläche  einen  Druck  aus,  der  gleich  Q* gb'h'  ist. 
Dieser  Druck  wird,  vermittelst  der  unteren  Flüssigkeit,  bis 
zum  Boden  jIB  des  Gefäfses  fortgepflanzt,  und  da  der  Flächen- 
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Inhalt  von  AB  gleich  b  ist^  80  ergieht  sich  hieraus /auf  diese 
ebene  Oberfläche,  ein  Druck,  der  gleich  Q* gJt  b'  ist  (f.  577), 
Der  ganze  Druck,  den  beide  Flüssigkeiten  auf  die  horizontale 
Grundfläche  des  Gefäfses  ausüben,  ist  daher  Qghb  •\- Q  g li  b. 

Giefst  man  in  das  Gefafs  eine  dritte  Flüssigkeit,  deren 
Oberfläche  A'" B"  noch  immer  horizontal  ist,  so  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  gestört;  ist  seine  Dichtigkeit  q'\  h"  die 
Höhe  der  Fläche  A'*'  B^*'  über  der  oberen  Oberfläche  ^"JS" 
der  zweiten  Flüssigkeit,  und  b"  der  Flächeninhalt  dieser 
zweiten  Oberfläche, «so  übt  diese  dritte  Flüssigkeit  auf  ihre 
Grundfläche  A" B"  einen  Druck  aus,  der  gleich  q" g^i^b'^ 
ist,  und  welcher,  vermillelst  der  zweiten  Flüssigkeit,  fortge- 
pflanzt und  q"  g  li' b'  auf  der  oberen  Oberfläche  A*  B'  ödef 
b'  der  unteren  Flüssigkeit  wird.  Dieser  Druck  wird  ebenso, 
vermittelst  der  unleren  Flüssigkeit,  fortgepflanzt,  und  wird 
g'gh'^b  auf  dem  Boden  des  GePafses.  Die  drei  übereinander- 
gelagerten  Flüssigkeiten  üben  also  auf  den  Boden  des  Gefäfses 
einen  Druck  aus,  der  gleich  Qghb  ^  Qgf^b  -{-  Q^'gh"b 
oder  (()  A  -}-(>'  ä'  -f-  q''  h'')  g  b  ist. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort ,  so  sieht  man ,  dafs^ 
wenn  eine  beliebige  Anzahl  verschiedener  Flüssigkeiten  über- 
ein andergelagert  und  in  einem  Gefäfse  im  Gleichgewichte  isf, 
der  Druck,  den  sie  auf  die  horizontale  Grundfläche  dieses 
Gefäfses  ausüben,  nur  von  der  Ausdehnung  dieser  Grundfläche, 
den  Höhen  dieser  verschiedenen  Flüssigkeiten  und  ihren  Dich- 
tigkeiten abhängt.  Im  Falle  eines  cylindrischen  und  verticalen 
GefUfses  ist  er  der  Summe  der  Gewichte  aller  Flüs^gkeiten 
gleich,  und  ändert  sich  nur, '  wenn  man  die  Gestalt  des  Ge- 
fäfses ändert,  vorausgesetzt,  dafs  sich  die  Ausdehnung  der 
Grundfläche  nicht  ändert,  ebensowenig,  w^ie  die  Höhe  und 
die  Dichtigkeit  jeder  Flüssigkeit. 

Dieses  Resultat  hängt  von  der  Höhe  der  horizontalen 
Schichten  nicht  ab,  es  besteht  uoch,  wenn  diese  Schichten 
unendlich  dünn  sind,  d.  h  wenn  sich  die  Dichtigkeit  der  flüs- 
sigen Masse  stetig  in  verticalem  Sinne  ändert,  und  gilt  daher 
auch  für  die  zusammendrückbaren  Flüssigkeiten.  Ebenso  wahr 
ist  es,  dafs  sich  die  Schwere  von  einer  Schichte  zur  anderen 
mit  der  Dichtigkeit  ändert,  was  der  Fall  ist,  wenn  die  Höhe 
der   Flüssigkeit   im    Yerhaltnisse    zum   Halbmesser   der   Erde 
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nicht  vernachlässigt  werden  darf.  Dies  kann  man  auch  aus 
der  Gleichung  d p  z=z  Qgdz  finden,  welche  für  das  Gleich- 
gewicht aller  schweren,  zuSammendrückbaren  oder  nicht  zu- 
sammendrückbaren, Flüssigkeiten  gilt  und  in  welcher  man  die 
Schwere  g  und  die  Dichtigkeit  q  als  Functionen  der  verticalen 
Ordinate  z  ansehen  kann. 

597. 

Man  betrachte  jetzt  das  Gleichgewicht  schwerer  Flüssig- 
keiten, die  in  verschiedenen  Gefäfsen  enthalten  sind  und  ver- 
mittelst Seitenüffnungen  von  einem  in  das  andere  fliefsen 
können.  Schliefst  man  zu  gleicher  Zeit  alle  diese  OelFnungen, 
so  wird  hierdurch  das  Gleichgewicht  nicht  gestört;  es  müssen 
dahör  die  Flüssigkeiten  anfangs  in  jedem  Gefäfse  in  horizon- 
talen Schichten  geordnet  seyn.  Diese  Bedingung  ist  jedoch 
nicht  hinreichend ,  und  es  mufs  aufscrdem ,  wenn  die  GeiTnun- 
gen  nicht  geschlossen  sind ,  ein  gewisses  Verbaltnifs  zwischen 
den  Höhen  der  Flüssigkeiten  in  den  verschiedenen  Gefäfsen 
statt  finden,  das  von  dem  Verhaltnifs  ihrer  Dichtigkeit  abhängt 

Ist  in  verschiedenen  communicierenden  Gefäfsen  nur  eine 
Flüssigkeit  enthalten,  so  mufs  das  Niveau  dieser  Flüssigkeit 
dasselbe  in  allen  diesen  Gefäfsen  seyn.  Denn  man  betrachte 
eine  in  zwei  Gefäfsen  z.  B.  enthaltene  Flüssigkeit,  welche 
durch  die  Röhre  EF  mit  einander  in  Verbindung  stehen 
(Fig.  41)  und  auf  festen  horizontalen  Ebenen  liegen.  Man 
nehme  an,  diese  Flüssigkeit  stehe  in  dem  einen  Gefäfse  bis 
jiB  und  in  dem  anderen  bis  CDj  und  diese  zwei  horizon- 
talen Schnitte  lägen  nicht  in  einer  Ebene,  so  dafs  die  Ver- 
längerung der  Ebene  des  Schnittes  CD  des  einen  dieser  Ge- 
fäfse das  andere  Gefäfs  in  aß  trifft,  welche  Ebene  in  dem 
Abstände  d  unter  jJ  B  liegt.  Findet  in  diesem  Zustande 
Gleichgewicht  statt,  so  wird  dieses  nicht  gestört,  wfenn  man 
den  Schnitt  CD  durch  eine  feste  Wand  ersetzt.     Die  zwischen 

* 

jäB  und  aß  enthaltene  Flüssigkeit  übt  auf  aß  einen  Druck 
aus,  der  gleich  QgyS  ist,  wenn  man  p  die  Dichligkeit  und  y 
den  Flächeninhalt  dieses  Schnittes  aß  nennt.  Dieser  Druck 
pflanzt  sich ,  vermittelst  der  in  beiden  Gefäfsen  enthaltenen 
Flüssigkeit ,  bis  zu  der  W^and  C  D  fort ,  und  es  entspringt  dar- 
aus  ein  Druck   auf   diese    horizontale  Ebene,   der   von  unten 
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nach  oben  gerichtet  ist  und  durch  Qgyc  ausgedrückt  -wlrdv 
wenn  man  durch  c  den  Flächeninhalt  von  CD  bezeichnet. 
Das  Gleichgewicht  hat  daher  nicht  mehr  statt ,  wenn  man  die 
Wand  CD  wegnimmt,  wenn  nicht  der  Unterschied  d  der 
Höhe  der  Flüssigkeit  in  beiden  Oeföfsen  Null  ist,  was  zu 
beweisen  war.. 

Sind  die  beiden  Schnitte  j4 B  und  CD  in  derselben 
Ebene  enthalten ,  und  man  giefst  über  ^  B  eine  Flüssigkeit, 
die  sich  bis  ji'B'  erhebt  und  deren  Dichtigkeit  q'  ist,  so 
übt  sie  auf  jiB  einen  Druck  aus,  der  gleich  g'gbh  ist,  wo 
b  und  Ä  der  Flächeninhalt  von  Jl  B  und  der  zwischen  den 
horizontalen  Schichten  u4ff  und  j4' B'  enthaltene  Abstand 
ist.  Dieser  Druck  pflanzt  sich  auf  CD  fort,  wo  er  gleich 
ggch  ist  und  von  unten  nach  oben  wirkt,  und  um  ihn 
aufzuheben,  mnfs  man  das  Gefäfs  in  CD  durch  eine  feste 
Wand  schliefsen,  oder  über  CD  eine  Flüssigkeit  giefsen, 
deren  Druck  auf  CD,  Q^gch  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 
Steht  in  diesem  letzteren  Falle  die  Flüssigkeit  bis  C  D\ 
bezeichnet  man  durch  (>,  ihre  Dichtigkeit,  und  durch  h  den 
zwisdien  Q' D^  und  CD  enthaltenen  Abstand,  so  ist  der 
Druck,  den  diese  Flüssigkeit  auf  Ci?  ausübt,  ^,;/ci,  und 
wenn  Gleichgewicht  statt  finden  soll,  mufs  ß,i  =  qh  seyn. 

Man  sieht  daher,  dafs  es  zum  Gleichgewichte  verschie- 
dener in  communicierenden  Gefäfsen  enthaltener  Flüssigkeiten 
nolhwendig  ist,  dafs  ihre  Dichtigkeiten  im  umgekehrten  Ver- 
hältnisse ihrer  Höhen  über  die  durch  dieselbe  horizontale 
Ebene  gemachten  Durchschnitte  dieser  Gefäfse  stehen.  Giefst 
man  neue  Flüssigkeiten  über  die  so  eben  betrachteten ,  so 
sieht  man, ^ dafs,  wenn  man  durch  h ,  li\  h'\..  die  Dicke 
der  einzelnen  Flüssigkeiten  in  einem  der  Gefäfse  und  durch 
q\  e",  ^'",.-  ibre  Dichtigkeiten  bezeichnet  und  durch  k,  h,, 
i./,...  Q,,  Q,n  Qun-^*  die  analogen  Gröfsen  in  einem  anderen 
Gefäfse  darstellt,  die  GlÄchung 

p7i+ß"A'+e'"Ä"  +  ...  =  Cr  * -f  ß// */  +  ?/// ^''/  +••• 

statt  hat,  aus  welcher  sich  ergiebt ,  dafs  die  auf  die  Einheit 
der  Oberflächen  bezogenen  Drucke  auf  beiden  oberen  Ober- 
flächen  AB  und  C^  der  gleicliarligen  Flüssigkeit,  die  von 
einem  Gefäfse  zum  anderen  geht,  gleich  sind,  welche  z.B.  die- 

28 
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jeQige;  deren  Dichtigkeit  (»'  oder  deren  Dichtigkeit  p/,  oder 
allgenieiaer,  irgend  eine  beliebige  Flüssigkeit  seyn  kann,  so- 
bald die  sie  begrahzenden  zwei  Oberflächen  in  derselben  ho- 
rizontalen Ebene  enthalten  sind. 

Man  bemerke ,  daf's  unendlich  dünne  Schichten ,  die  in 
verschiedenen  Gerdlsen  und  zwischen  denselben  horizontalen 
Ebenen  enthalten  siod,  denselben  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche bezogenen.  Druck  erleiden.  Ueber  der  Ebene  aber, 
welche  die  tuitere  Flüssigkeit  begräuzt,  können  sie  verschie- 
dene Flüssigkeiten  enthalten ,  so  dafs  die  Eigenschaften  der 
Schichien  des  Gleichgewichtes ,  d.h.  solcher,  die  auf  de^  Rich- 
tung der  Schwere  Senkrecht  stehen ,  wohl  in  Bezieliung  auf 
die  Gleichheit  des  Druckes,  nicht  aber  in  Beziehung  auf  die 
Gleicharligkeit  der  Flüssigkeit  statt  haben  ({.  586),  wenn  die 
Schichten  durch   feste  Wände   unterbrochen   sind. 

598. 

Die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  der  schweren  Flüssig- 
keiten in  couiniunicierenden  Rübren  sind  einer  grofsen  Auzald 
von  Anwendungen  fähig,  von  welchen  wir  nur  die  gewuhn- 
lichsten  angeben  wollen. 

Diejenige,  welche  sich  zuerst  darbietet ,  und  die  wir  nur 
audeuten  wollen ,  ist  die  Theorie  des  Nivellierens  und  der 
Inslrumeute,  die  man  Wasserwagen  nennt. 

In  dem  Heber,  dessen  zwei  Schenkel  an  ihrem  oberen 
Ende  frei  sind  und  der  Wasser  oder  eine  andere  Flüssigkeit 
euth.Hlt,  hat  das  Gleichgewicht  statt,  wenn  beide  Oberflächen 
der  Flüssigkeit  in  derselben  Ebene  liegen ,  wie  auch  die  Grüfse 
des  atmosphärischen  Druckes  an  diesen  Punkten  beschalTen 
sey.  Das  Gleichgewicht  kann  auch  in  dem  umgekehrten  He- 
ber statt  finden,  wenn  nur  alsdann  der  atmosphärische  Druck 
eine  passende  Gröfse  hat. 

Sey  JBC  (Fig.  42)  diese  umgekehrte  Rühre,  B  ilir 
höchster  Punkt,  .E  und  jP  die  Punkte,  bis  zu  welchen  die 
,  Flüssigkeit  in  beiden  Schenkeln  reicht,  und  die  in  derselben 
liorizontalen  Ebene  liegen.  Nennt  man  q  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit,  und  h  die  Höhe  des  Punktes  B  über  dieser 
Ebene,  so  ist  der  auf  die  Einheit  der  Fläche  bezogene  Druck, 
den  die  Flüssigkeit   in  den  Punkten  JS  und  F  ausübt,    gleieli 
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Qgh»  Nenat  man  II  den  almosphäi^lsclien  Druck,  der  vo» 
unten  nach  oben  in  jedem  dieser  Punkte  ausgeübt  wird,  so 
mufs  man  H'^Qgh  oder  wenigstens  II=iQgh  haben,  wenn 
dieser  Druck  die  Flüssigkeit  verhindern  soll,  heraus  zu  lliei'sen. 
Im  zweiten  Falle  ist  der  Druck  im  Punkte  B  Null;  im  ersten 
ist  er  gleich  J7  —  Qgftj  und  wenn  man  FI  <^Qgli  hätte,  so 
wäre  der  Druck  im  Punkte  B  negativ,  die  Flüssigkeit  würde 
sicli  in  diesem  Punkte  theilen^  und  aus  beiden  Schenkeln  des 
Hebers  ausfliefsen.  Uebrigens  ist  im  umgekehrten  Heber  das 
Gleichgewicht  nur  ein  augenblickliches  und  kann  nur  vermöge 
des  Zusammenhanges  der  Molecule  der  Flüssigkeit  unter  ein- 
ander oder  mit  dem  Inneren  der  Röhre  beobachtet  werden. 
Sobald  das  Ende  F  ein  Wenig  unter  oder  über  dem  Ende  E 
liegt,  ist  der  Ueberschufs  des  atmosphärischen  Druckes  über 
den  Druck  der  Flüssigkeit  im  Punkte  E  grofser  oder  kleiner 
als  im  Punkte  i^  und  die  Flüssigkeit  fliefst  durch  den  Schenkel 
BC  oder  BA  des  Hebers  ab.  Bei  dem  gewöhnlichen  Ge- 
brauche des  umgekehrieu  Hebers  ist  der  kürzere  Schenkel  BA 
in  ein  Gefäfs  //getaucht,  das  eine  Flüssigkeit  enthalt,  die  bis 
^M  dem  Punkte  D  der  Kölire  reicht.  Indem  man  die  in  der 
Bohre  enthaltene  Luft  aussaugt,  macht  man  einen  leeren  Baum, 
die  Flüssigkeit  erhebt  sich  über  ihre  ursprüngliche .  Höhe ,  bis 
sie  ^die. Spitze  B  der  Röhre  erreicht  hat,  alsdann  senkt  sie 
sich  bis  zu  dem  Punkte  C  herab  und  iliefst  zuletzt  zu  diesem 
Ende  der  Bohre  heraus.  Das  Ausfliefsen  hörte  auf,  wenn 
der  Punkt  /?,  der  im  Schenkel  BA  immer  liefer  sinkt, 
unter  dem  Punkte  C  läge,  was  aber  nicht  der  Fall  seyn  kann, 
weil  man  annimmt,   dafs  AB  der  kürzeste  Schenkel  ist. 

Die  hydraulische  Presse,  deren  Erfindung  man 
Pascal  zuschreibt,  besteht  in  einem  prismatischen  verlicalen 
Gefäfse  H  (Fig.  43),  das  an  seinem  oberen  Theile  offen  und 
bis  AB  mit  Wasser  gefüllt  ist.  Ein  Deckel,  der  auf  AB 
liegt,  verschliefst  das  Gefäfs  genau,  jedoch  so,  dafs  er  längs 
seiner  Wände  gleiten  kann.  Unter  AB  ist  eine  Oelfiumg  C, 
an  weldie  man  eine  gebogene  Bohre  CDE  anbringt,  deren 
verticaler  Schenkel  DE  an  seinem  oberen  Theile  E  offen  ist. 
Das  Wasser  im  Gefäfse  fliefst  durch  die  Oeffnung  C  ab,  und 
erhebt  sich ,  wegen  des  Deckels ,  der  auf  AB  liegt ,  in  der 
Röhre  DE^  bis  zum  Punkte  Fy  der   über  der  Verlängerung 
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des  horizoulalen  Sdmitles  AB  liegt.  Vermehrt  man  nun 
das  Gewicht  des  Deckels  mii  einem  neuen  Gewichte  JT,  so 
sinkt  die  Flüssigkeit  in  .A'B'  im  Geföfse  H,  und  steigt  in  F' 
im  Gefäfse  DE.  Wegen  dieses  neuen  Gewichtes  X^  ist  der 
auf  die^  Einheit   der    Oberfläche    bezogene    Druck    in    ji' B' 

X 
um  —  gröfser  als   in  AB ,  wenn  man  durch  6  den  Flächen- 

b 
inhalt  des  horizontalen  Schnittes  von  H  bezeichnet.     Zugleich 

wird   der  ebenfalls    auf   die   Einheit    der  Oberfläche   bezogene 

Druck,    der  von    dem  Gewichte,  des   in    dei*   verticalen  Röhre 

DE  enthaltenen  Wassers  herrührt,  um  ^gx  zunehmen,,  wenn 

man  diuch  o  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und   durch  x  die 

Höhe  des  Punktes  F'  über  dem  Punkte  F  bezeichnet.     Damit 

das  Gleichgewicht  stAtt  habe,  mufs 

X  =  Qff^^ 
seyn>  durch  welche  Gleichung  das  Gewicht  X  sich  aus  der 
Beobachtung  von  x  ergiebt.  Man  macht  6  sehr  grofs ,  damit 
unbeträchtliche  Höhen  des  Wassers  in  der  verticalen  Röhre 
sehr  grofsen  Lasten  des  beweglichen  Deckels  entsprechen,  und 
zu  ilirem  Maalse  dienen  können.  Der  hprizontale  Durchschnitt 
der  Röhre  ist  sehr  klein  im  Verhältnifs  zu  b,  und  es  ergiebt 
sich  daraus,  dafs  das  Sinken  des  Deckels  in  dem  Gefai'se  M 
sjehr  unbeträchtlich  im  Verhältnisse  zu  dem  Steigen  des  Was- 
sers in  der  Röhre  ist.  Denn  wenn  man  y  den  zwischen 
AB  und  A'B'  enthaltenen  Abstand  und  c  den  horizontalen 
Schnitt  der  Röhre  nennt,  so  hat  man  by  =  cXy  weil  das 
g;inze  Volumen  des  Wassers  unveränderlich  seyn  mufs.  Ucbri- 
ge^s  könnte  die  Röhre  DE  auch  nicht  vertical  und  cy lind risch 
oder  prismatisch  seyn,  die  vorhergehende  Formel  würde  iyuner 
den  Werth  von  .X  geben ,  wenn  x  der  zwischen  den  zwei 
.Höhen  des  Wassers  in  F  und  JP'  enthaltene  Abstand  ist. 

Ein  Barometer  ist,  im  Allgemeinen ,  eine  Röhre  ABC 
(Fig.  44),  deren  zwei  Zweige  BA  und  BC  vertical  sind  und 
die  am  Ende  A  von  BA  verschlossen,  am  Ende  C  von  BC 
aber  ofien  ist.  Man  nuicht  diese  Röhre  genau  luftleer,  giefst 
alsdann^  Quecksilber  hinein,  welches  bis  D  in  der  Röhre  AB 
und  bis  zu  einer  geringeren  Höhe,  bis  E^  in  dem  oflenen 
Zweige  CB  steigt.  Zieht  man  durch  den  Punkt  E  eine 
horizontale   Ebene,    die  den  Zweig  AB  in  F  schneidet,    so 
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ist  das   unter   dieser   Ebene   liegende    Quecksilber   von   selbst 

im  Gleichgewichte,  und  damit  dieser  Zustand  dauere,   müssen 

die  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogenen  Drncke,  welche 

das  Que(;k8ilber  FD  in  F  und   die  Atmosphäre  in  E  ausübt, 

gleich    seyn.      Hiernach    nenne    ich    77   den    atmosphärischen 

Druck,  bezeichne   durch   m   die  Dichtigkeit   des   Quecksilbers 

und   durch  h  die  verticale   Hohe   des   Punktes    D   über  dem 

Punkte  -P,    d.  li.  den  Unterschied   der  Höhen   D  und  F  der 

Flüssigkeit  in  den  zwei  Zweigen  des  Barometers.     DerWerth 

des  Druckes   des   Quecksilbers   im  Punkte  F  ist  mghy   und 

man  hat  daher 

mgli  =  77.  • 

Das  Gleichgewicht  des  Quecksilbers  wird  nicht  gestört, 
wenn  man  sich  denkt ,  dafs  der  Zweig  3  C  bis  zu  der  Glänze 
der  Atmosphäre  vertical  verlängert  wird.  Daher  ist  der  at- 
mosphärisdie  Druck  77,  welcher  mit  dem  des  Quecksilbers 
im  Gleichgewichte  ist,  nichts  Anderes,  als  das  Gewicht  der 
in  einem  \erticalen  Cylinder  enthaltenen  Luft,  dessen  Grund- 
fläche die  Einheit  der  Oberfläche  ist  und  der  sich  unbegränzt 
in  der  Atmosphäre  ausdehnt.  Dieser  Druck  hängt  von  der 
Abnahme  der  Schwere  in  gröfserer  Entfernung  über  der  Ober- 
fläche der  Erde,  von  der  Dichtigkeit  und  Temperatur  der 
Luftschichten ,  und  den  Wasserdämpfen ,  die  sie  enthalten 
können ,  ab.  Da  sich  dieses  Gewicht  an  demselben  Orte  der 
Erde  ändern  kann ,  so  ändert  sich  auch  die  barometrische 
Höhe  hy  sie  ändert  sich  auch  wegen  der  verticalen  Winde, 
durch  welche  der  Druck  gröfser  oder  kleiner  wird  als  er  im 
Zustande  der  Ruhe  der  Luft  seyn  würde,  lu  Paris  ist  der 
gewöhnlichste  Werth   von  h  gleich  0,   76. 

Gösse  man  statt  Quecksilber  eine  andere  Flüssigkeit  in 
die  Röhre,  so  würde  sich  die  Hohe  h  im-  umgekehrten  Ver- 
hältnisse der  Dichtigkeit  dieser  Flüssigkeit  zur  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers  ändern,  indem  man  immer  voraussetzt,  daTs  über 
Dj  in  dem  geschlossenen  Schenkel  des  Barometers,  ein  fast 
völlig  leerer  Raum  i^t*  Bei  dem  Wasser  ist  diese  Höhe  un- 
gefähr 10,"4,-  und  dies  ist  auch  die  gröfste  Höhe,  zu  tfer  sich 
das  Wasser  iii  einer  Pumpe  über  ilirem  äufscren  Niveau 
erhebt.  Ist  zwischen  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  und  dem 
Stempel    eine    Luftschithte     enthalten,     so    dehnt   sich   die 
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Lud  aus,  sie  übt  auf  die  innere  Flüssigkeit  einen  geringeren 
Druck,  als  der  der  Atmosphäre  ist,  aus,  der  aber  die  Höhe 
des  Wassers  vermindert  und  sie  auf  eine  Gröfse  reduciert, 
die  M'ir   in   einem    der   folgenden  Kapitel-  bestimmen    ^rerden. 

599.  . 

Wir  wollen  uns  Jetzt  mit  der  Berechnung  der  Drucke 
beschäftigen ,  die  schwere  Flüssigkeiten  auf  geneigte  oder  ge- 
krümmte Wände  der  sie  enthaltenden  Gefafse,  oder  auf  die 
Oberflächen  fester  Körper ;  die  man  in  dieselben  taucht ,  aus- 
üben. 

Der  Druck,  den  eine  gleichartige  Flüssigkeit  auf  eine 
geneigte  ebene  Wand  ausübt,  ist  dem  Gewichte  eines  Prisma 
derselben  Flüssigkeit  gleich,  dessen  Grundfläche  diese  Wand 
und  dessen  Höhe  der  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom 
Niveau  der  Flüssigkeit  ist.  Denn  es  sey  ta  ein  Element  dieser 
Wand,  und  z  sein  Abstand  vom  Niveau  der  Flüssigkeit,  so 
wird  der  auf  dieses  FJement  ausgeübte  Druck  pw  oder  ggzta 
seyn,  wenn  man  statt  p  seinen  vorhergehenden  Werth  setzt 
(f.  595),  und  da  die  auf  alle  Elemente  ausgeübten  Drucke  auf 
der  ebenen  Wand  senkrecht  stehen,  so  ist  der  Werth  der 
INlittelkraft  dieser  parallelen  Kräfte  das  Produkt  aus  Qg  in 
das  auf  die  ganze  Wand  ausgedehnte  Integral  von  jbai.  Die- 
ses Integral  ist  aber  bz,y  wenn  man  h  den  Flächeninhalt  der 
Wand  und  z,  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  vom  Niveau 
der  Flüssigkeit  nennt,  daher  ist  der  Druck  auf  die  geneigte 
Ebene  Qgbz,,  wie  behauptet  wurde. 

Beiluden  sich  mehrere  Flüssigkeiten  über  einander  ip 
den)  GePäfse,  so  bestimmt  man  die  Drucke,  welche  auf  die 
geneigte  Waud  ausgeübt  oder  fortgepflanzt  werden,  für  jede 
dieser  Flüssigkeiten  besonders,  und  ihre  Summe  ist  der  gan^e 
Druck,  den  diese  ebene  Oberfläche  auszuhalten  hat.  Der 
Druck  II  der  Atmosphäre  vermehrt  diesen  ganzen  Druck  um 
eine  Grufse ,  die  gleich  b  11  ist. 

Da  alle  Punkte  der  horizontalen  Grundfläche  des  Gefafses 
gleichen  Druck  erleiden,  so  geht  die  Mittelkraft  dieser  paral- 
lelen Kräfte  durch  den  Schwerpunkt  dieser  Grundfläche,  ist 
aber  eine  geneigte  Wand  vorhanden ,  so  erleiden  ihre  im- 
lereu   Elemente    einen   gioiscrcn  Druck   als    die   oberen,   und 
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der  Punkt,  in  wekhem  die  Mitlelkraft  die  Wand  trifft,  den 
man  den  Mittelpunkt  des  Druckes  nennen  kann,  liegt 
immer  tiefer  als  der  Schwerpunkt  dieser  Oberfläche.  Dreht 
sich  eine  ebene,  in  eine  gleichartige  Flüssigkeit  getauchte  Wand 
um  ihren  Schwerpunkt ,  so  ändert  sich  die  Gröfse  des  Druckes, 
den  sie  erleidet,  nicht,  dagegen  ändert  sich  aber  die  Lage  des 
Angriffspunktes  dieser  senkrechten  und  beständigen  Kraft  auf 
dieser  Oberfläche. 


i  600. 

Um    ein  Beispiel   der  Besthnmung  des  Mittelpunktes   des 

I  Druckes  zu  geben,  sey  die  ebene  Wand  ein  Trapez  ABCD 

(Fig.  45),    dessen    zwei  Grundlinien   AB  und  CD  horizontal 

I  sind.     Theilt  man    diese  Oberflache    in  Elemente,    die    diesen 

Grundlinien    parallel   sind    und    eine    unendlich    kleine  Höhe 

\  haben,  so   erleidet  jedes    dieser  Elemente   denselben  Druck  in 

seiner  ganzen  Länge,  und  der  Mittelpunkt  des  Druckes  liegt 
in  seiner  Mitte.  Verlängert  man  aber  die  Seiten  AC  und  BD 
des  Ti^apezes ,  bis  sie  sich  in  K  schneiden ,  und  zieht  die 
Linie  KH ^  die  von  diesem  Punkte  nach  der  Mitte  H  von  AB 
geht,  so  geht  diese  Linie  auch  durch  die  Mitte  G  von  CD 
und  durch  die  Mitte  aller  Elemente  des  Trapezes,  sie  enthält 
daher  den  verlangten  Mittelpunkt  des  Druckes,  und  es  mufs 
nur  noch  der  Abstand  dieses  Punktes  von  AB  bestimmt 
werden. 

r 

Sey  X '  dieser  Absland ,  x  der  eines  beliebigen  Elementes 
von  derselben  Grundlinie  AB  y  u  die  Länge  MN  dieses  Ele- 
mentes, z  sein  Abstand  vom  Niveau  der  Flüssigkeit,  h  die 
Höhe  des  Trapezes.  Der  Flächeninhalt  dieses  Elementes  und 
der  Druck,  den  es  erleidet,  sind  udx  und  qgzudx.     Der 

ganze   Druck    ist    /      qgzudxy    und,    vermöge  der  Theorie 

der  Momente  paralleler  Kräfte,  hat  man 

x'  I     Qgzudx  :=>    I     XQgzmdx» 

Sey  auch  c  der  Abstand  von  AB  vom  Niveau  der  Flüs* 
sigkeit,  man  nenne  a  den  Winkel,  der  zwischen  der  verlica- 
leu  Ebene,    die   von  dieser  Linie  nach  dem  Niveau  der  Flüs- 
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8igkeit  gezogen  ißt,  imd  der  Verlängerting  der  Ebene  des  Tra- 
pezes enlhalteu  ist.    Alsdann  hat  man 

j5  =  c  +  *  cos  tt ; 
ubd   wenn   man    diesen  Werth   von  z   in   die   YOrhergeliende 
Gleichung   substituiert  und   den   beständigen  Factor  g^y   der 
beiden    Theilen    der  Gleichung  gemeinschaftlich  ist,  vregläfst, 
so  bat  man 

x'  (c/     udx  -}-  cosa  /     xudxj 

=  c  /     xudx '^  cos  a/     x^udx. 

Ich  bej&eichne  durch  a  und  h  die  Längen  der  £wei  Grund- 
linien AB  und  CDy  und  durch  h  die  vom  Punkte  IL  auf 
CD  oder  b  gerällte  Senkrechte*  Die  von  demselben  Punkte 
auf  A3  oder  a  gefällte  Senkrechte  wird  t-^Ä  seyn,  und 
die  auf  MN  oder  u  gefällte  wird  it -f- A  —  x  seyn,  und  da 
diese  drei  Linien  a,  b,  u  parallel  sind,  so  hat  man 

u  :  b  z=z  l  -^^  h  —  X  :  i 

a  ;  6  =  i  +  '*  •'  ^* 
Ich  nehme  den  Werth  von  h  aus  der  zweiten  Proportion^ 
und  substituiere  ihn  in  die  erste,  was 

,  bh  ah  —  (a  —  b)x 

k  —  r  ,      u  —  = 

giebt.  « —  *  '» 

Setzt  'man   diesen  Werth   von   u    in   die   vorhergehende 
Gleicliung,    und  führt  die  Integrationen  aus,    so  findet  man 
,         2  Äc  (a  -{-  2  6)  4-  h^{a  -{-3  6)  cos  a 

^f*  ^^^^  _  I  -  -        1-1  I  -        T  I  II  in.        ■      - 

6  c  (a  -j-  6)  -(-  2  A  (a  4-  2  6)  cos  a 
Wenn  man  daher  in  diesem  Abstände  x'  eine  Linie  EF 
parallel  mit  AB  zieht,  so  wird  der  Punkt  P,  in  welchem 
sie  die  Linie  QH  schneidet ,  die  von  der  Mitte  von  AB  nach 
der  Mitte  von  CD  geht,  der  Mittelpunkt  des  Druckes  des 
Trapezes  seyn. 

In  der  Figur  45  wird  angenommen,  dafs  die  obere 
Grundlinie  AB  die  grüfsle  ist,  findet  das  Entgegengesetzte 
statt,  so  sieht  ihan  leicht,  dafs  es  hinreichend  ist,  ddn  Win- 
kel a  durch  sein  Supplement  zu  ersetzen ,  oder  das  Zeichen 
von  cos  «  in  dieser  Formel  zu  ändern. 
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Ist  a  =  OO^y  8o  ist  di«  Wand  korlzontal ,  und  die  Formel 
reduciert  sich  auf 

*    —     3(a-f.6)' 
vras  wlrklicli  mit  dem  Abttande  des  Schwerpunktes  des  Tra« 
pezes  von  der  Orundlinie  a  zusammenfallt. 

Wie  auch  der  Winkel  a  beschaffen  sey,  hat  man  c  z:=:  o, 
-wenn  diese  Grundlinie  im  Wasserspiegel  liegt ,  und  der  all- 
gemeine Werlh  von  x'  wird 

'  —   ^(^  +  36) 

so  dafs  er^  in  diesem  Falle,  yon  der  Neigung  der  Wand  un* 
abhängig  ist.  Das  Trapez  geht  dann  in  ein  Parallelogramm 
über,  -weiin  man  &  =:  a  setzt,  und  man  hat  alsdann 

Ist  &  =  o,  oder  a  r=  o,  so  geht  es  in  ein  Dreieck  über, 
nnd  man  hat  in  diesen  beiden  Fällen 

x'  :=z  i  hy     x'  =  J  A. 

Im  ersten  Falle  liegt  die  Grundlinie  des  Dreiecks  im 
Wasserspiegel,  und  x'  ist  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des 
Druckes  von  dieser  Grundlinie;  im  zweiten  Falle  ist  x*  der 
Abstand  von  der  Spitze,  die  auf  der  Oberiläche  der  Flüssig- 
keit liegt* 

601. 
Die  auf  einen  Theil  einer  krummen  Oberfläche  ausgeüb- 
ten Drucke  bestimmt  man ,  wenn  man  zuerst  den  auf  Jedem 
Elemente  senkrecht  stehenden  Druck  in  drei  Kräfte  zerlegt, 
die  den  Coordinat^naxen  parallel  sind,  und  alsdann  durch 
doppelte  Integrale  die  vollständigen  SeitenUräfte  nach  diesen 
drei  Richtungen  berechnet,  "welche  sich  wenigstens  auf  zwei 
Kräfte  reducieren  y  die  meisteift  nicht  auf  eine  einzige  redu- 
ciert werden  können  (f.  264).  Ist  aber  von  Drucken  die 
Rede,  die  auf  die  ganze  Oberfläche  eines  in  eine  Flüssigkeit 
eingetauchten  Kürpei's,  ausgeübt  werden,  so  lassen  ,  sich  die 
Kräfte  immer  auf  eine .  einzige  reducieren ,  und  diese  einzige 
Mittelkraft  ist  vertical,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 

8ey  AUB  (Fig. 46)  der  Körper,  von  dem  die  Rede  ist, 
man  bezeichne  durch  x^y^Zy  die  rechtwinkligen  Goordinaten 
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» 

eines  beliebigen  Punktes  M  seiner  Oberfläche,  und  nehme 
das  Niveau  der  Flüssigkeit  für  die  Ebene  der  x  und  y ;  die 
Axe  der  z  sey  vertical  und  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet; 
Man  nenne  ia  das  DifferentialeiemeBt  der  Oberfläche  und  p 
den  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogenen  Dnick,  welche 
beide  dem  Punkte  M  entsprechen,  so  dafs  pia  der  auf  dieses 
Element  ausgeübte  und  nach  der  inneren  Normjalen  M^  ge- 
richtete Druck  ist.  Der  Wefth  von  p.  ist  für  alle  Punkte, 
die  in  demselben  Abstände  z  Yom  Niveau  der  Flüssigkeit 
stehen,  derselbe,  sey  es  nun,  dafs  diese  ruhig  stehende  Flüs- 
sigkeit gleicliartig  oder  nur  aus  horizontalen  Schichten  zusam- 
mengesetzt ist,  deren  Dichtigkeit  sich  nur  von  einer  Schichte 
zur  anderen  ändert.  Seyen  auch  a,  ^,  y  die  Winkel,  welche 
die  Normale  MN  mit  Linien  einschliefst,  die  den  Axen  der 
jc ,  y,  2  parallel  durch  den  Punkt  M  im  Inneren  des  Körpers 
gezogen  sind.  Endlich  projiciere  man  lo  auf  die  drei  Coordi- 
natenebeuen  und  bezeichne  die  Projectlonen  dieses  Elementes 
durch  a  auf  die  Ebene  der  y  und'  £ ,  durch  b  auf  die  der 
z  und  X  und  durch  c  auf  die  der  x  und  y.  Bemerkt  man, 
dafs  a^  ßy  y  die  Neigungen  der  in  M  berührenden  Ebene 
gegen  diese  drei  Ebenen  sind,   so  hat  man  (^*  10) 

a  =  0)  cos  a,     b  z=z  m  cos  /J,     c  z=z  w  cos  y, 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  p  multipliciert,  so  er- 
giebt  sich 

pa  =2  po)  cos  ay  pb  =  p a  cos  ß,  pc  z=z  pt»  cos y^ 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Produkte  pcij  pb^  p  c^  die  den 
Axen  der  Xy  y^  z  parallelen  Scitenkräfte  des  senkrechten 
Druckes  poj  sind,  so  dafs  die  auf  jeder  Copidinateuebene 
und  allgemeiu  auf  jeder  beliebigen  Ebene  senkrecht  stehende 
Seilenkraft  aus  p  o)  gefunden  wiril ,  wenn  man  das  Element  to 
durch  seine  Protection  auf  di^e  Ebene  ersetzt. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  der  Röirper  j4MB  auf  allen 
Seiten  begränzt,  so  giebt  es  wenigstens  ein  zweites  Element 
der  Oberfläche,  welches  dieselbe  Projection  auf  jede  gegebene 
Ebene,  wie  das  Element  o;,  hat.  Fällt  man  daher  vom  Punkte 
M  eine  Senkrechte  MP  auf  die  Ebene  der  y  und  z,  so  triiTk 
diese  Senkrechte  oder  ihre  Verlängerung  die  Oberfläche  dieses 
Körpers  in  einem  Punkte  M\   und  die  Protection  dieses  Ele- 
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menis  in  y  Avetclics  diesem  Punkte  eotspriclit,  ist  gleich  a  auf 
diese  Ebene,  vrie  die  des  Elementes  i».  Da  die  beiden  Ele- 
mente in  demselben  Abstände  vom  Niveau  der  Flüssigkeit 
liegen  I  so  erieiden  sie  die  senkrechten  Drucke  pm  und  pm'y 
die  sich  wie  die  Flachen  o»  und  iv^  verhalten,  deren  Verhält- 
nifs  eine  beliebige  Gröfse  haben  kann.  Ihre  der  Axe  der  x 
parallelen  Seitenkräfie  haben  den  gemeinschaftlichen  Werth 
püy  und  da  die  Kräfte  pv>  und  pm'  ijiach  den  inneren  Nor- 
malen MN  und  M'  N'  wirken,  so  wirken  diese  gleichen 
Seitenkräfie  offenbar  in  entgegengesetztem  Sinne,  nemlich  von 
M  nach  M'  im  Punkte  M,  und  von  M'  nach  M  im  Punkte 
M\  Die  der-  Axe  der  x  parallele  Seitenkraft  des  auf  m  aus- 
geübten Druckes,  wird  durch  die  nach  derselben  Richtung 
wirkende  Seitenkraft  des  auf  ein  anderes  Element  o»^  ausge- 
übten Druckes  aufgehoben.  Ebenso  sieht  man,  dafs  die  mit 
der  Axe  der  y  parallele  Seitenkraft  von  pta  ebenfalls  durch 
die  nach  dieser  Richtung  wirkende  Seitenkraft  des  auf  ein 
drittes  Element  bezügliclien  Druckes  aufgehoben  wird,  wel- 
dies  einem  Punkte  entspricht,  wo  die  von  M  auf  die  Ebene 
der  X  und  'z  gefällte  Senkrechte  zum  zweiten  Male  die  Ober^ 
iläche,  des  Körpers  trifft.  Man  findet  aber  hieraus,  dafs  die 
horizontalen  Seitenkräfte  der  Drucke,  die  auf  die  Elemente 
der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  ausgeübt  werden, 
sich  in  jedem  der  horizontalen  und  unendlich  dünnen  Schnitte 
und  also  auf  der  ganzen  Oberfläche  aufheben.  Hieraus  folgt 
auch.,  dafs  alle  Drucke  sich  auf  eine  einzige  Kraft  reducieren, 
welche  die  Mittelkraft  ihrer  verlicalen  Seitenkräfte  ist,  und 
von  dem  Uebergewichte  des  Werlhes  von  p  im  unteren 
Theile  des  Körpers  herrührt. 

Würde  p  aus  einem  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
ausgeübten  Drucke  entspringen ,  so  wäre  sein  Werth  in  der 
ganzen  Ausdehnung  der  Oberfläche  jiMB  constant,  und  die 
Seitenkräfte  der  Drucke  würden  sich  paarweise  aufheben,  so- 
wohl im  verticalen  Sinne,  als  auch. nach  horizontalen  Rich- 
tungen. Wie  daher  auch  die  Gestalt  eines  festen  oder  flüs- 
sigen Körpers  beschafl'eu  sey,  so  kann  ein  beständiger  senk- 
recliler  Druck,  der  auf  alle  Punkte  der  Oberfläche  ausgeübt 
wird,  weder  eine  fortschreiicnde  noch  eine  Umdrehungsbewe- 
guug  hervorbringen,  wie  wir  dies  früher  bemerkt  haben  (f.584). 
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602. 

Um  die  Mittelkraft  der  verticalen  auf  j4MB  ausgeübten 
Drucke  zu  bestimmen  j  falle  icli  von  einem  beliebigen  Punkte 
M  eine  Senkrechte  auf  die  horizontale  Ebene  der  j;  und  y, 
welche  diese  Oberfläche  AMB  in  Jli,  trifft.  Die  den  Punk- 
ten M  und  M,  entsprechenden  Elemente  m  und  m,  haben  die- 
selbe Protection  o  auf  diese  Ebene.  Die  auf  die  Einheit  der 
Oberfläche  bezogenen  Drucke  sind  aber  bei  denselben  ver- 
schiedeo ,  und  wenn  man  sie  durch  p  und  p/  bezeichnet, 
so  wird  der  Theil  des  Körpers ,  der  durch  diese  zwei  Ele- 
mente begränzt  wird>  und  dessen  Länge  MN  ist,  von  unten 
nach  oben  vertical  durch  eine  Kraft  pc  —  p,c  getrieben. 
Ich  nehme  zur  gröfseren  Einfachheit  an,  dafs  die  Flüssigkeit, 
in  welche  der  Körper  getaucht  ist,  gleichartig  ist ;  ich  bezeichne 
durch  Q  ihre  Dichtigkeit  und  durch  /  die  Länge  von  MM^,  so 
hat  man  p — P/ =  Qff^9  «nd  der  verticale  Druck  Qglc  wird 
das  Gewicht  des  Volumens  Ic  der  Flüssigkeit  seyn ,  d.  h.  das 
Gewicht  des  Volumens  der  Flüssigkeit,  dessen  Raum  dieser 
Theil  des  Kör|)ers  einnimmt.  Zerlegt  man  den  Kör|)er  in 
verticale  unendlich  dünne  Streifen ,  so  wird  jeder  dieser  Strei- 
fen von  unten  nach  oben  durch  eine  ähnliche  Kraft  getrieben, 
woi'aus  man  den  Schliifs  zieht,  dafs  die  Mittelkraft  aller  ver- 
ticalen Drucke  sich  von  dem  Gewichte  der  flüssigen  Streifen, 
welche  durch  die  des  eingetauchten  -Körpers  ersetzt  werden, 
nur  durch  die  Richtung  ihrer  Wirkung  unterscheiden ,  so  dafs 
sie  dem  ganzen  Gewichte  des  Volumens  der  Flüssigkeit ,  welche 
der  feste  Körper  verdrängt,  gleich  und  in  dem  der  Schwere 
entgegengesetzten  Sinne  am  Schwerpunkte  dieses  Volumens 
angebracht  seyn  wird,  welcher  Schwerpunkt  niit  dem  des 
Körpers  selbst  zusammenfallt,  wenn  dieser  gleichartig  ist. 

Wäre  der  Körper  nicht  ganz  in  die  Flüssigkeit  getaucht, 
so  könnte  man  bei  der  Berechnung  des  Druckes,  den  er  er- 
leidet, von  dem  über  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  liegenden 
Theil  abstrahieren,  der  Punkt  Mf  gehörte  alsdann  zu  dem 
Schnitte  des  Körpers,  den  die  Verlängerung  der  Ebene  dieses 
Niveau  macht,  und  wenn  man  p,  z=:  o  setzte,  so  käme  dieser 
Fall  auf  den  vorhergehenden  zurück.  Die  Mittelkraft  der 
verticalen  Drucke,  welche  immer  die  aller  Drucke  ist,  ist  als- 
dann dem  Gewichte  des  Voliunens  der  Flüssigkeit,  die  durch 
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den  eingetauchten  Tbeil  des  schwimmenden  Körpers  verdrängt 
worden  isf^  gleidi,  und  ihr  Angriffspunkt  ist  der  Schwerpunkt 
dieses  Volumens, 

603. 
Diese  Resultate  haben  auch  statt,  wenn  die  Flüssigkeit  aus 
horizontalen    Schichten    zusammengesetzt  ist.     Man   kann   sie 
auch  durch  eine   indirecte  Betrachtung   erhalten/  die  ich  hier 
angeben  will. 

Da  das  Gleichgewicht  in  dieser  Flüssigkeit  statt  hat,  so 
wird  es  nicht  gestört,  wenn  man  sich  einen  TheU  der  FUis- 
sigHeit  als  fest  denkt,  so  dafs  dieser  Thcil  ein  eingetauchter 
oder  scliwininiender  Körper  wird.  Damit  aber  die  durch  die 
umgebende  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  des  Köq>ers  ausge- 
übten normalen  Drucke  dem  Gewichte  dieses  festen  Theils  das 
Gleichgewicht  halten,  müssen  sie  sich  auf  eine  einzige  Kraft 
reducieren,  die  seinem  Gewichte  gleich  iumI  ihm  direct  entge- 
gengesetzt ist.  Ersetzt  man  aufserdem  den  festgewordenen  Theil 
der  Flüssigkeit  durch  einen  anderen  Körper,  der  genau  dieselbe 
Oberfläche  hat,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs  hierdurch  Nichts 
in  dem  Drucke  der  umgebenden  Flüssigkeit  geändert  wird. 
Die  auf  die  Oberfläche  eines  gann^  oder  theilweise  in  eine 
ruhende,  gleichartige  oder  ungleichartige  Flüssigkeit ^  einge- 
tauchten Körpers  ausgeübten  Drucke  reducieren  sich  daher 
immer  auf  eine  einzige  Kraft,  die  dem  ganzen  Gewichte  der 
horizontalen  Schichten  der  Flüssigkeit,  deren  Stelle  dieser 
Körper  einnimmt,  gleich  und  im  entgegengesetzten  Sinne  der 
Schwere ,  au  den  Schwerpunkt  dieser  Schichten  angebracht  ist. 

Hieraus  schliefst  man,  dafs  es  für  das  Gewicht  eines  völ- 
lig in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Körpers  erforderlich  ist, 
dafs  die  mittlere  Dichtigkeit  desselben  der  der  Flüssigkeit,  de- 
ren Stolle  er  einnimmt,  gleich,  und  dafs  sein  Schwerpunkt 
und  der  dieses  Theils  der  Flüssigkeit,  in  derselben  Verlicalen 
liegen.  Die  zweite  Bedingung  ist  immer  erfüllt,  wenn  der 
Köi'per  wie'  die  Flüssigkeit  gleichartig  ist.  Was  dagegen  die 
theilweise  eingetauchten  Körper,  und  die  auf  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  schwimmenden,  betrifft,  so  werden  wir  die 
Bedingungen  ihres  Gleichgewichtes  in  dem  folgenden  Capitel 
untersuchen. 
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604. 

Gewöholitth  drückt  man  das  eben  bewiesene  Gesetz  der 
Hydrostatik  so  aus^  dafs  man  sagt,  ein  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchter  Körper  verliere  dort  einen  Tlieil  seines  Gewich- 
tes, der  dem  Gewichte  der  verdrängten  Flüssigkeiten  gleich 
ist  {§.  191). 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  man,  um  das  wahre  Gewicht 
eines  Körpers  zu  erfahren,  ihn  im  leeren  Räume  abwägen 
mufs.  Zwei  Körper,  die  in  der  Luft,  im  Wasser  oder  in 
jeder  anderen  Flüssigkeit  abgewogen  werden,  und  sich,  ver- 
mittelst einer  guten  Wage,  im  Gleichgewiclite  halten,  haben 
verschiedenes  Gewicht,  wenn  sie  nicht  gleiche  Volumina  haben« 
Das  gröfste  Gewicht  ist  das  des  Körpers,  der  das  gröfsle 
Volumen  hat,  weil  er,  wiewohl  er  einen  gröfseren  Verlust 
in  der  Flüssigkeit  erlitten  hat,  noch  dem  anderen  das  Gleick- 
gewicht  fiält. 

Wird  derselbe  Körper  allmalich  im  leeren  Räume  und 
im  Wasser  abgewogen ,  und  ist  P  sein  Gewicht  im  leeren 
Räume  irad  P'  sein  Gewicht  im  Wasser,  so  sind  P  und 
P  —  P'  die  absoluten  Gewichte  dieses  Körpers  und  des 
Wassers  bei  gleichem  Volumen,  sie  verhalten  sich  also  zu 
einander,  wie  die  Dichtigkeiten  dieser  beiden  Substanzen  ((.  60). 
Wenn  man  daher  die  Dichtigkeit  des  Wassers  als  Einheit 
nimmt,   und  die  des  Körpers  D  nennt,   so  liat  man    ^ 

_         P 

^  —  P-P" 
Vermöge  dieser  Formel  bestimmt  man    die  Dichtigkeiten 
der  Körper,  die  im  Wasser  abgewogen  werden  können,  ohne 
sich  aufzulösen,    vermiltelst  der  hydrostatischen  Wage. 

605. 
Der  Beweis  des  {.  601  pafst  auch  auf  die  Seitenwände 
eines  Gefafses,  das  eine  Flüssigkeit  eutliält,  und  man  findet 
daraus,  dafs  die  horizontalen  Seitenkräfle  der  von  innen  nach 
aufsen  auf  die  ganze  innere  Oberilache  des  Getafses  ausgeüb- 
ten Drucke  sich  paarweise  aufheben,  so  dafs,  wenn  der  Bo- 
den des  Geiafses  auf  einer  festen  horizontalen  Ebene  liegt, 
die  Wirkung  der  darin  enthaltenen  Flüssigkeit  es  nicht  be- 
wegen  kann.      Dies   ergiebt  sich   auch    aus  dem  Principe   der 
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Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  (f.  553)«  Macht 
man  aber  in  einer  der  Seiteswände  eine  OefPnung  unter  dem 
Niveau  der  Flüssigkeit,  so  fliefst  diese  durch  di«  Oeffnung 
ab,  und  da  der  Druck  auf  den  Tlieil  der  Wand,  den  man 
weggenommen  hat,  nicht  mehr  statt  hat,  so  wird  der  auf  den 
entgegengesetzten  Theil  des  Gefafses  ausgeübte  nicht  mehr  auf- 
gehoben. Daher  wird  das  Gefäfs  im  entgegengesetzten  Sinne 
des  Abflusses  der  Flüssigkeit  in  Bewegung  gesetzt.  Dieses  ist 
das  Princip  der  verschiedenen  Arten  von  Reactionsmaschinen, 
auf  welches  sich  auch  das  von  D.Bernoulli  angegebene 
Mittel,  die  Schiffe  ohne  Hülfe  von  Rudern  und  Wind  zu  be- 
wegen,  gründet. 

Man  kann  sich  durch  dieselbe  Betrachtung,  wie  in  (.602, 
überzeugen,  dafs  der  ganze  auf  den  Boden  des  Gefafses  und 
die  Seitenwände  ausgeübte  Druck,  immer  dem  Gewichte  der 
Flüssigkeit,  die  es  enthalt,  gleich  und  im  Sinne  der  Schwere 
an  den  Schwerpunkt  der  Flüssigkeit  angebracht  ist.  Jeder 
verticale  Streifen  der  Flüssigkeit,  der,  ohne  Unterbrechung, 
sich  von  seinem  Niveau  nach  einem  beliebigen  Punkte  des 
Gefafses  hin  erstreckt,  übt  auf  diesen  Punkt  einen  senkrech- 
ten Druck  aus,  dessen  Seitenkraft  dem  Gewichte  dieses  Strei- 
fens gleich  ist.  Derjenige,  welcher  in  zwei  Punkten  die  iu- 
nere  Oberfläche  des  Gefafses  trifft,  die  zugleich  den  Boden 
und  die  Seitenwände  enthält,  übt  in  diesen  zwei  Punkten 
Drucke  aus,  deren  verticale  Seiteukrärte  in  entgegengesetztem 
Sinne  gerichtet  sind.  Die  dem  untersten  Punkte  entsprechende 
Seilenkraft  ist  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet,  und  übertrifft 
die  andere  um  eine  Gröfse,  die  dem  Gewichte  dieses  Slreifeus 
gleich  ist,  und  auf  diese  Weise  ist  die  Mittelkraft  der  ver- 
ticalen  Drucke  aller  dieser  flüssigen  Streifen  nichts  Anderes, 
als  das  Gewicht  der  besprochenen  Flüssigkeit  selbst. 

Man  mufs  diesen  Druck  von  dem  unterscheiden,  der  nur 
auf  den  Boden  des  Gefafses  statt  hat  (§.595)  und  dem  Gewicht^ 
der  Flüssigkeit  nur  dann  gleich  ist,  wenn  das  Gefäfs  elu 
Cylinder  oder  ein  gerades  Prisma  ist.  Er  ist  geringer  als  dieses 
Gewicht,  wenn  das  Gefäfs  vom  Boden  nach  seinem  höheren 
Theile  zu  breiter  wird,  weil  die  verlicaleq  Streifen  de»  Flüs- 
sigkeit, die  von  seinem  Niveau  ausgehen  und  durch  die  Sei- 
tenwäude  unterbrochen  werden^  nicht  auf  den  Boden  des  Ge- 
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filf8e$  drücken.  Dagegen  ist  er  immer  grtffser,  als  das  Ge- 
"wiclit  der  Flüssigkeit,  wenn  das  GeHifs  immer  enger  wird, 
weil  die  verticalen  Fäden,  die  von  dem  Boden  des  Gefafses 
ausgehen  und  durch  die  Seitenwinde  unterbrochen  werden, 
immer  denselben  verticalen  Druck  auf  den  Boden  des  Gefafses 
ausüben  y  als  wenn  sie  sich  bis  zum  Niveau  der  Flüssigkeit 
ausdehnten  y  da  das,  was  dem  Gewichte  eines  jeden  dieser 
unvollständigen  Streifen  abgeht,  durch  den  Widerstand  der 
Wand,   welche  sie  begränzt,    ersetzt  wird. 


449 


Vierte»Kopitel. 

Ueber    das    Gleichgewicht    und    die    Bewegung- 

schwimmender  Körper, 

606. 
Damit  ein  schwerer  Körper  an  der  Oberfläche  einer  ru- 
henden Flüssigkeit  ini  Gleichgewichte  bleiben  könne,  ist  es 
nothvyendig ,  dafs  sein  Gewicht  geringer  sey^  als  das  eines 
gleichen  Volumens  d^r  Flüssigkeit;  jedoch  giebt  es  Falle^  wo 
sich  um  einen  schwimmenden  Körper  ein  leerer  Raum  von 
geringer  Ausdehnung  bildet,  der  noch  zu  seinem  Volumen 
hinzu  addiert  werden  mufs  und  daher  seine  mittlere  Dich« 
tigkeit  vermindert,  so  dal's  Körper  von  geringem  Volumen 
schwimmen  können,  wiewohl  ihre  eigene  Dichtigkeit  gröfser^ 
als  die  der  Flüssigkeit  ist.  Wir  werden  diesen  Umstand  un- 
berücksichtigt lassen,  weil  er  sich  auf  die  Theorie  der  Capil- 
larerscheinungen  bezieht,  von  denen  in  diesem  Lebrbuche 
.nicht  gehandelt  wiid  ({.588). 

^  Wenn  die  Dichtigkeit  eines  schweren  Körpers,  wenn  er 
gleichartig  ist,  oder  seine  mittlere  Dichtigkeit,  wenn  er  es 
nicht  ist,  geringer  als  die  der  Flüssigkeit  ist,  so  taucht  sich 
der  Körper  in  die  Flüssigkeit  ein,  bis  das  Gewicht  der  Flüs- 
sigkeit, die  er  verdrängt,  seinem  ganzen  Gewichte  gleich. ge* 
worden  ist,  und  wenn  diese  Gleichheit  statt  hat,  so  bleibt, 
der  Körper  in  Ruhe,  wenn  sein  Schwerpunkt  und  der  der 
verdrängten  Flüssigkeit  in' derselben  Verticalen  liegen.  Denn 
der  Druck  der  Flüssigkeit,  welcher  dem  Gewichte  des  Kör- 
pers das  Gleichgewicht  halten  mufs ,  ist  dem  Gewichte  der 
verdrängten  Flüssigkeit  gleich  und  an  seinen  Schwerpunkt  in 
entgegengesetztem  Sinne  der  Schwere  angebracht  (f.  602). 

Ist  der  schwimmende  Körper,  ebenso  wie  die  Flüssigkeit, 
gleichartig,  so  fallt  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssig- 
keit mit  dem  des  eingetauchten  Th'eils  des  Körpers  zusammen. 
Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  verhält  sich  das  Volumen 
dieses  Theils  des  Körpers   zu  dem  des  ganzen  Körpers,   wie 

'29 
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die  Dichtigkeit  des  Körper^  zu  der  der  Flüssigkeit ,  -  und  die 
BestimmuDg  der  Lagen  des  Gleichgewichtes  eines  scliwininien- 
den  Körpers  rediiciert  sich  auf  eine  geometrische  Aufgabe,  die, 
wie  folgt,  ausgesprochen  werden  kann.  Man  soll  einen  Kör- 
per durch  eine  Ebene  schneiden,  dergestalt,  dafs  das  Volumen 
eines  Segments  zu  dem  des  Körpers  in  einem  gegebenen  Yer* 
hältnisse  steht. und  die  Schwerpunkte  des  Segments  und  des 
Körpers  in  derselben  auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht 
stehenden  Linie  liegen*  Hat  man  einen  Schnitt  des  Körpers 
bestimmt,  welcher  diesen  zwei  Bedingungen  genügt >  so  bringt 
man  ihn  in  das  Niveau  der  Flüssigkeit,  so  dafs  das  Segment, 
dessen  Volumen  man  betrachtet,  unter  demselben  liegt,  und 
man  hat  alsdann  eine  Lage  des  Gleichgewichtes  des  schwim- 
menden Körpers. 

In  jedem  besonderen  Falle  drückt  man  diese  zwei  Bedin- 
gungen durch  Gleichungen  aus,  deren  vollständige  Auflösung 
alle  Lagen  d^  Gleichgewichtes  dieses  Körpers  angiebt.  Zu- 
weilen ist  ihre  Anzahl  unendlich,  wie  bei  Rotationskörpern, 
deren  Axe  horizontal  ist,  zuweilen  ist  diese  Zahl  endlich  und 
bestimmt;  jedocb  ist  es  schwer,  a  priori  zu  beweisen,  dafs 
es  immer  eine  Lage  des  Gleichgewichtes  giebt,  wie  auch  die 
Gestalt  des  Körpers  beschaifen  sey. 

607. 

Ich  wähle,  als  Beispiel  fm*  die  angedeutete  Aufgabe.,  den 
Fall  eines  geraden  dreieckigen  Prisma,  dessen  Kanten  hori- 
zontal sind.  Die  schneidende  Ebene  ist  ihnen  offenbar  paral- 
lel. Aufserdem  ist  ihre  Richtung  von  dem  zwischen  den  bei- 
den Grundflächen  enthaltenen  Abstände  unabhängig.  Man  kann 
daher  die  Länge  des  Prisma  unberücksichtigt  lassen  und  blos 
den  Durchschnitt  der  schneidenden  Ebene  mit  einer  der  Grund- 
flächen  bestimmen,  so  dafs  die  Aufgabe  sich  auf  die  ebene 
Geometrie  bezieht,  was  auch  in  dem  Falle  eines  horizontalen 
Prisma  oder  Cylinders  mit  beliebiger  Grundfläche  statt  haben 
würde. 

Sey  ABC  (Fig.  47)  eine  der  Grundflächen  des  gegebenen 
Prisma.  Es  kann  sich  nun  ereignen,  dafs  zwei  Spitzen  dieses 
Dreiecks  in  die  Flüssigkeit  getaucht  sind,  oder  dafs  nur  eine 
einzige    unter  dem  Niveau    liegt.    Ich   werde  zuerst  den  Fall 
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untersuchen^  wenn*  nur  eine  Spitze  unter  dem  Wawer  liegt; 
man  -wird  alsdann  sehen,  wie  sich  der  andere  Fall  auf  diesen 
zurück  führeii  lafst.  Sey  daher  C  diese  eingetauchte  Spitze 
und  MN  der  Durchschnitt  der  schneidenden  Ebene  mit  der 
Grundfläche  j^BCy  der  bestimmt  werden  soll  und  das  Niveau 
der  Flüssigkeit  darstellt.  Ich  nenne  a^  b,  c,  die  gegebenen 
Seiten  dieses  Dreiecks  jäBCy  die  bezüglich  den  Winkeln 
^,  By  Cy  entgegengesetzt  sind,  und  bezeichne  durch  x  und  y 
die  unbekannten  Seiten  CM  und  C'iV  dea  Dreiecks  MNCj 
80  dafs  man 

BC—a,   AC=h,   JB  =  Cj    CM  =  x,   CN  =  y 
hat. 

Der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  Dreiecks  ist  dem  Pro- 
dukte zweier  seiner  Seiten  in  den  Sinus  des  eingeschlossenen 
Winkels  gleich.    Man  hat  daher 

uiBC=  i ab  sin  C,     MNC  =  Ixy  sin C. 

Das  ganze  Prisma  und  das  in  die  Flüssigkeit  eingetauchte, 
Yerhalten  sich  zu  einander,  wie  ihre  Grundflächen  jiBC  und 
MNC]    man  mufs  daher 

MNC :  ABCz=zr  :  1 

haben,  wo  r  eine  Gröfse  ist,  die  kleiner  als  die  Einheit  ist 
und  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  des  schwimmenden  Kör- 
pers zu  der  der  Flüssigkeil  angiebt/  Setzt  man  statt  ABC 
und  JKiVC  ihre  vorhergehenden  Werthe,  so  giebt  dieses  Ver- 
hältnifs 

xy  =.  rab,  (l) 

Sey  nun  D  die  Mitte  der  Grundlinie  AB  f  man  ziehe 
die  Linie  CD  und  nehme  auf  dieser  Linie  DG  zu  \DC; 
der  Punkt  G  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  Ist 
ebenso  JE  die  Mitte  yon  MN,  und  man  nimmt  auf  CE  einen 
Theil  EF  =  I  CE,  so  ist  der  Punkt  F  der  Schwerpunkt 
von  MNC  Die  Linie  GF  mufs  daher  senkrecht  auf  MN 
stehen ;   weil  aber  die  Linien  CD  und  CE  in  den  Punkten  G 

-und  F  in  proportionale  Theile  getheilt  sind,  so  sind  die  Linien 
DE  und  GF  parallel.  Daher  ist  auch  die  Linie  D  jB, welche 
die  Mitten    der  beiden  Grundlinien  AB  und  MN  verbindet, 

/ebenfalls  auf  MN  senkrecht,  und  es  ergiebt  sich  daraus^  dafs 
die  beiden  Linien  .DM  und  DN  gleich  sind« 
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Ist  umgekehrt  DM  =  DN,  so  steht  die  Linie  DE, 
ebenso  wie  die  ihr  parallele  GjP,  auf  MN  senkrecht-,  soU 
daher  die  Linie,  welche  die  beiden  Schwerpunkte  Q  und  JF 
verbindet,  auch  auf  dem  Durchschnilte  MN  senkrecht  sieben, 
so  ist  es  nothwendig  und  hinreichend ,  dafs  die  Werthe  von 
DM  und  DiV  gleich  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  CD  =  A,  und  a  und  ß  die  bei- 
den Theile  DC^  und  DCB  des  Winkels  JCB.  Betrachtet 
man  die  zwei  Dreiecke  DCM  und  DCNy    so  hat  man 

DM^  =z  h^  +  x^—2hxcosa 
I>A^2  =  h^\-y^—2hyco%ßj 
und  wenn  mau  diese  Werthe  einander  -gleich  setzt,  so  ergiebt 

sich 

x^  —  2  /i  X  cos  a  =  y  ^  —  2hy  cos  ßl  (2) 

Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  sind  diejenigen,  welche  dazu 
dienen  müssen ,  x  und  y  zu  bestimmen.  Durch  die  Elimina- 
tion von  y  findet  man  daraus 

x^  —  2  Ajc'cos«-}-  2  hr  ab  X  cos ß — r^a^b^  =:  o.     (3) 
Man  kann  daher  den  Werth  von  x  aus  dieser  Gleichung 

des   vierten  Grades   finden   und   hat  y  =r für  den  ent- 

X 

sprechenden  Werth  von  y. 

Da  die  Gleichung  (3)  vom  vierten  Grade  und  ihr  letztes 
Glied  negativ  ist,  so  folgt  hieraus,  dafs  sie  eine  positive  und 
eine  negative  Wurzel  hat.  Die  zwei  anderen  Wurzeln  kön- 
nen reell  oder  imaginär  seyn.  Sind  sie  reell,  so  zeigt  die 
Cartesische  Regel,  dafs  die  Gleichung  (3)  drei  positive^  und 
eine  negative  Wurzel  hat;  denn  wenn  man  die  Zeichen  ihrer 
Glieder  betrachtet,  und  dem  dritten  Gilede,  das  man  sich  mit 
dem  Coefficienten  Null  denken  kann,  das  positive  oder  negative 
Zeichen  giebt,  so  findet  man  immer  di^i  deichen  Wechsel 
ui^d  eine  Zeichenfolge. 

Da  die  unbekannten  Grüfsen  x  und  y,  wekhe  die  Seiten 
des  Dreiecks  MJNC  sind,  nur  positive  Gröfsen  seyn  könnei), 
die  bezüglich  kleiner  als  die  Seiten  CA  und  CB  des  Dreiecks  ; 
ACB  ^d,  so  kann  man  die  negative  Wurzel  det  Gleichung 
(3),  die  Werthe  von  at,  die  gröfser  als  a  sind,  und  diejeni- 
gen,   welche   einen   grölseren  Werth   von  y  als  b  geben,    als 
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der  Aufgabe  fremd,  wegwerfen.  Daher  giebt  es  nur  höchstens 
drei  Lagen  des  Gleichgewichtes ,  für  welche  blos  die  Spitze  C 
in  die  Flüssigkeit  getaucht  ist. 

608. 
Nimmt  mau  an ,  dals  diese  Spitze  aufserhalb  der  Flüssig- 
keit liegt  und  die  Funkte  J[  und  B  unter  dem  Niveau  itfJV 
liegen,  so  wird  die  Aufgabe  dieselbe,  wie  im  vorigen  Falle' 
seyn,  mit  dem  blofsen  Unterschiede,  dafs  die  Gröfse  r  in  den 
Gleichungen  (i)  und  (3)  durch  1  —  r  ersetzt  werden'  mufs. 
Denn  da  die  Schwerpunkte  des  Dreiecks  ABC  utfd  seiner 
zwei  Theile  MNC  und  MNBA  auf  derselben  Linie  liegen, 
und  die  von  ABC  und  des  zweiten  Theils  auf  einer  auf  MI^ 
senkrechten  Linie  liegen  müssen,  so  müssen  die  Dreiecke 
ABC  und  MNC  ihre  Schwerpunkte  auf  derselben  Senkrech- 
ten haben,  so  dafs  man  sogleich,  ohne  irgend  eine  Aende- 
rung,  die  Gleichung  (2)  hat,  welche  diese  Bedingung  ausdrückt. 
Aufserdem  kann  die  Proportion 

MNBA  :  ABC=  r  :  i, 
die  jetzt  statt  haben  mufs,  in  folgende 

MNC  ;  ABC  —  i  —  r  :  i 
geändert  werden,  wodurch  die  Gleicliung  (l)  in  folgende 

•1         1 .  ^y  =  (i  —r)ah 

Vlbergeht.  *^  ^  ' 

\Teudet  mau   diese   lelzle  Gleichung   an,    um   y  aus  der 
Gleichung  (2)  zii  eliminieren,  so  findet  man  die  Gleichung  (3) 
wieder,   in   welcher   das   Verhältnifs    r   durch    1  —  r   ersetzt 
seyn  wird,  d.h.  mau  hat 
x^  —  2hx^co^a'\-2h{i--r)abxcotiß-^{i^r)^a^b^  —  o.  (4) 

Stellt  man  dieselbe  Betrachtung,  wie  früher,  an,  so  findet 
man  aus  dieser  Gleichung,  dafs  es  höchstens  drei  Lagen  des 
Gleichgewichtes  giebt,  für  welche  die  zwei  Spitzen  A  und  B 
des  Körpers  in  die  Flüssigkeit  getaucht  sind.. 

Betrachtet  man  allmalich  die  drei  Spitzen  A^  B,  C,  und 
untersucht  füi*  jede  den  Fall,  wo  sie  allein  in  die  Flüssigkeit 
getaucht  und  allein  aufserhalb  der  Flüssigkeit  ist,  so  bestimmt 
jnan  alle  horizontalen  Lagen  des  Gleichgewichtes  des  gegebe- 
i^eu  Prisma,  und  es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden, 
dafs  diese  Zahl  nie  gröfser  »U  18  seyn  kann. 
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609. 
Ist  das  Dreieck  jiBC  gleichsclienkligy  so  kann,  man  die 
Gleichungen  (5)  und  (4)  entbehren,  und  die  Gleichungen  in 
X  und  y  direct  auflösen.  Ich  nehme  an,  es  sey  &±=a,  so 
werden  di^e  Dreiecke  CAD  und  CBD  rechtwinklig  und  gleich 
seyn  \   man  hat 

ß  z=z  tty    h^  =2  a^ — |c*,    acosarzÄ, 
und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  werden 

xy  —  ra^,    y^  —  x^ L-- ^(y  — ^)z=o.    (5) 

^  Mau  genügt  ihnen  zuerst,    wenn  man 

X  =z  y  z=z  a  y/^r 
setzt,  welche.  Werthe  zulässig  sind,  weil  r<l  1  und  a'^r  <  a 

ist. 

Hieraus  ergieht  sich  eine   erste  Lage  des  Gleichgewrchtes, 

in  welcher  MJSC  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist   und  die 

Grundlinie  AB   des   Dreiecks  ABC  mit  MN  parallel  oder 

horizotital  seyn   wird.      Nimmt    man    1  —  r   statt  r,  .  so   hat 

man  eine  zweite  Lage,   hei   welcher   der  Punkt  Q  aufserhalb 

der  Flüssigkeit  liegt    und    die    Grundlinie  AB   horizontal  ist. 

Es  können  aber  auch  noch  andere  Lagen  des  Gleichgewichtes 

vorhanden  seyn,  für  welche  diese  Grundlinie  geneigt  ist. 

Denn  wenn  man  den  Factor  y  —  a;  der  zweiten  Gleichung 
(5)  wegläfst,    so  erhält  man 

4^2  — c« 

^  ^  2a 

Da  diese  und  die  erste  Gleichung  (5)  die  Summe  und  das 
Produkt  der  zwei  Unbekannten  x  und  y  geben,  so  folgt  hier- 
aus, dafs  diese  zwei  Gröfsen  die  Wurzeln  einer  und  dersel- 
ben Gleichung  des  zweiten  Grades  sind,  welche  Wurzeln  die 
Werthe 

—  [4a2  — c^  ±:  V^(4a2_c2]-r-  16ra+l 

haben.  Man  nimmt  allmälich  jede  derselben  für  x  uad  die 
andere  für  y,  und  wenn  sie  beide  reell  und  kleiner  als  a 
sind,  so  ergeben  sich  daraus  zwei  neue  Lagen  des  Gleichge- 
wichtes, bei  welchen  di^*  Grundlinie  AB  aufserhalb  der  Flüs- 
sigkeit liegt*    Setzt  man  i  —  r  statt  r,  und  nimmt  noch  immer 
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an ,  dafs  die  reellen  Wurzeln  kleiner  ak  a  sind  ^  so  bat  man 
zwei  andere  Lagen,  bei  -welchen  diese  Grundlinie  eingetaucht  ist. 
Sind  die  eben  gefundenen  Wurzeln  gleich,  so  ist  die 
Basis  A3  horizontal  und  diese  neuen  Lagen  des  Gleichge- 
wichtes müssen  mit  den  vorhergehenden  zusammenfallen,  und 
wirklich  hat  man  alsdann  4  a*  —  c*  =  4  a^\/^r^  was  y  =  jc 
=  a  y/^r  giebt. 

610, 
Im  Falle  des  gleichseitigen .  Dreiecks   setzt  man ,   in   den 
vorhergehenden  Formeln ,   c  =  a.     Die  gleichen  Werthe  von 
X  und  y  werden  hierdurch   nicht   geändert ,    ihre  ungleichen 
Werthe  werden 

|(3  Ä  V9-16r), 
wenn  nur  eine  Spitze  eingetaucht  ist,  und 

~(3  -  V"l6r~7), 

wenn  nur  eine  Spitze  aufserhalb  der  Flüssigkeit  ist.  Es  kommt 
daher  darauf  an,  zu  wissen,  wie  der  Bruch  r  bescliafifen  seyn 
mufs,  damit  diese  Werthe  reell  und  kleiner  als  a  sind 

Hat  man  aber  r  <;  ^  und  >  J ,  so  ist  die  erste  Formel 
reell,  und  ihre  zwei  Werthe  sind  geringer  als  a,  aufserhalb 
dieser  Granzen  ist  diese  Formel  imaginär,  oder  einer  ihrer 
Werthe  ist  grofser  als  a,  und  ebenso  ist  es  nothwendig  und 
hinreichend,  dafs  man  r<;i  und  >  ry  bat,  wenn  die  Werthe 
der  zweiten  Formel  reell  und  kleiner  als  a  seyn  sollen.  Mat| 
sieht  daher,  dafs  von  r  =z -f^  bis  r  =  j  nur  die  erste  Formel 
zulässig  ist,  dafs  dagegen  nur  die  zweite  von  r  =  J  bis  r  :=  <]^ 
zulässig  ist,  und  dafs  beide  Formeln  für  r  >  y^  oder  r  <  ^ 
untauglich  sind. 

Da  Alles  in  Beziehung  auf  die  drei  Spitzen  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  ähnlich  ist ,  so  ^st  die  Anzahl  der  Lagen  des 
Gleichgewichtes  immer  ein  Vielfaches  von  drei,  und  diese 
ganze  Zahl  kann ,  nach  dem  Werthe  von  r^  sechs  oder  acht- 
zehn seyn. 

611.    , 

Aufser  den  horizontalen  Lagen  des  Gleichgewichtes  haben 
die  gleichartigen  Prismen  und  Cylinder  auch  Lagen  des  Gleich- 
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gewichtes  9  bei  welchen  Oire  Kanten  ver|ical  und  ihre  Grund- 
flächen dem  Niveau  der  Flüssigkeit  parallel  sind,  und  solcher 
giebt  es  für  jeden  Körper  zwei^  weil  jede  der  Grundflächen 
in  die  Flüssigkeit  getaucht  seyn  kann*  Die  Schwerpunkte  eines 
verticalen  Prisma  .und  seines  eingetauchten  Theils  liegen  auf 
derselben  auf  dem  Niveau  senkrecht  stehenden  Linie.;  das 
Verhältnifs  ihrer  Volumina  ist  dasselbe,  wie  das  ihrer  Höhen, 
und  daher  verhält  sich  die  Höhe  des  eingetauchten  Prisma  zu 
der  des  ganzen ,  wie  die  Dichtigkeit  des  Körpers  zu  der  der 
Flüssigkeit,  was  hinreicht,  um  zu  bestimmen,  wie  tief  sieb 
der  Körper,   in  seiner  Lage  d^s  Gleichgewichtes,  eintaucht. 

Die  Rotationskörper,  und  allgemein  alle  Körper,  die  um 
eine  Axe  symmetrisch  sind,  haben  ebenso  zwei  Lagen  des 
Gleichgewichtes,  bei  welchen  diese  Linie  vertical  ist^  und  die 
man  ohne  Schwierigkeit  bestimmt.  Es  sey  z.  B*  ein  gleichar- 
tiges EUipsoid  gegeben,  dessen  drei  Halbaxen  a,  b,  c  sind. 
Die  Axe  2  c  sey  vertical ,  und  u  der  Abstand  der  Ebene  der 
beiden  anderen  Axen,  von  dem  Schnitte,  der  im  Wasser- 
spiegel liegt,  wo  u  eine  positive  oder  negative  unbekannte 
Gröfse  ist,  je  nachdem  dieser  Schnitt  unter  oder  über  dem 
Mittelpunkte  des  EUipsoids  liegt.  Sey  auch  Z  der  Flächen-^ 
Inhalt  des  horizontalen  Schnittes  dieses  Körpers  in  einem  be- 
liebigen Abstände  £  von  seinem  Mittelpunkte.   Da  das  Volumen 

1  frr 

des  halben  EUipsoids  a  &  c  ist ,    so  hat  mau   das  des  ein- 

^  2n 

getauchten  Segments,   wenn  man   von   — ah  c    das   Integral 

o 

Zdz  abzieht,  welches  den  Werth  der  zwischen  dem  im 
o 

Wasserspiegel  liegenden  Schnitte  und  dem  durch  den  Mittel- 
punkt des  Körpers  gelegten  horizontalen  Schnitte  enthaltenen 
Schichte  ergiebt,  und  dasselbe  Zeichen  wie  u  hat.  Im  .Falle 
des  Gleichgewichtes  hat  man  daher 


—  abc  —  /       Zdz   zzi  — aber 

3  mJ     o  \  3 


wo  r  immer  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  des  schwimmen- 
den Körpers  zu  der  der  Flüssigkeit  angiebt.  Da  dieser  Kör- 
per ein  EUipsoid  ist,    so  hat  man  ($.89) 
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und  die  Gleichung^  des  Gleichgewichtes  wird 

u^  _  Sc^u  —  2(2r— 1)  c3  =  o. 

Sie  hat  immer  eine  reelle  Wurzel,  die  zwischen  ±  c 
enthalten  ist,  und  die  positiv  oder  negativ  seyn  wird,  je  nach- 
dem man  r>i  oder  r  <1  ^  hat.  In' den  Gränzfallen,  wenn 
r:=zo  oder  r  =  l  ist,  ist  diese  Wurzel  u=zc  und  ^/r=I  —  c. 

Wird  ein  Körper,  der  um  eine  verlicale  Axe  symmetrisch 
ist,  allmälich  imd  mit  demselben  Tlieile  in  verschiedene  Fliis« 
sigkeiten  getaucht,  so'  wird  er  in  derselben  so  weit  einsinken, 
dafs  die  eingetauchten  Volumina  im  umgekehrten  Verhältnisse 
der  Dichtigkeiten  der  Flüssigkeit  stehen.  Auf  diesem  Principe 
beruht  der  Gebrauch  der  Aräometer,  um  die  Dichligkeilen 
verschiedener  Flüssigkeiten  mit  einander  zu  vergleichen. 

612. 

Unter  den  verschiedenen  Lagen  des  Gleichgewichtes  eines 
und  desselben  festen  Körpers,  der  auf  der  Oberfläche  einer. 
Flüssigkeit  schwimmt,  giebt  es  einige,  die  dauernd,  und  andere, 
die  es  nicht  sind,  und  nach  dem,  was  man  in  (.570  gesehen 
hat,  werden  bei  diesem  Körper,  den  man  z.B.  um  eine  ho- 
rizontale Axe  dreht,  die  auf  einander  folgenden  Lagen  des 
Gleichgewichtes  abwechselnd  dauernde  und  augenblickliche 
seyn.  Es  ist  wichtig,  die  ersten  von  den  letzten  wohl  zu  un- 
terscheiden, welche  nicht  hinlänglich  lauge  bestehen,  als  dafs 
man  sie  beobachten  könnte,  wenn  nicht  eine  kleine  Adhäsion 
zwisdien  dem  schwimmenden  Körper  und  der  Flüssigkeit,  mit 
welcher  er  in  Berührung  ist ,  statt  fände. . 

Man  nehme  zuerst  an,  der  schwimmende  Körper  sey, 
sowohl  in  Beziehung  auf  die  Gestalt  als  die  Dichtigkeit  seiner 
Theile,  auf  beiden  Seiten  eines  verticalen  Schnittes  JfBCD 
(Fig»  48)  vollkommen  symmetrisch.  Sey  G  sein  Schwerpunkt, 
der  in  diesem  Schnitte  liegt.  Im  Zustande  des  Gleich  gewichs- 
tes sey  auch  u4C  die  Linie,  in  welcher  dieser  Schnitt  von 
dem  Niveau  der  Flüssigkeit  getroifen  wird,,  das  durch  das 
Innere  des  Körpers  gezogen  ist,  und  //  der  Schwerpimkt 
des  Volumens  der  durch  den  Körper  verdrängten  Flüssigkeit. 
Dieser  Funkt  gehört  auch  dem  Schnitte  AB  CD  an,  und 
liegt  auf  der  Senkrechten  BGK,  die  von  G  auf  AC  geMlt 
ist.     Ist  der  Körper  gleichartig,  so  ist  H  unter  G,  wie  es  die 
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Figur  voraussetzt ,  bat  mau  aber  den  schwlmmenclen  Korper 
bescbwerl  y  d«  h.  hat  man  die  Dlcbiigkeit  seipes  unteren  Tbetls 
vermehrt,  so  kann  der  Punkt  G  unter  .den  Punkt  H  fallen. 

Dies  vorausgesetzt^  denke  man  sich  nun,  der  schwim- 
mende Körper  werde  ein  wenig  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
entfernt,  indem  man  ihn  sich  um  eine  ^\xi  jiBCD  senkrechte 
Axe  drehen  lafst,  und  ihn  alsdann  sich  selbst,  ohne  Anfangs-* 
gesch windigkeit,  überlafst.  Wie  nun  auch  die  Bewegung, 
welche  der  Körper  annimmt,  beschaffen  sey,  so  bleibt  der 
Schnitt  jtBCD  immer  vertical  «nd  enthält  beständig  den 
Schwerpunkt  G.  In  dieser  neuen  Lage  sey  A'C*  (Fig.  49) 
die  Linie,  welche  das  Niveau  der  Flüssigkeit  darstellt  und 
AC  im  Punkte  E  schneidet,  so  dafs  das  Segment  des  Körpers, 
welches  AEA*  entspricht,  in  die  Flüssigkeit  gedrungen  ist, 
dasjenige  dagegen^  welches  CEC'  entspricht,  aus  derselben 
heraus  getreten  ist.  Ich  nehme. an,  dafs  die  Volumina  dieser 
beiden  Segmente  gleiqh  sind.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  das 
Volumen  der  durch'  den  Körper  verdrängten  Flüssigkeit  sich 
nicht  geändert  hat;  das  Gewicht  dieses  Volumens  der  Flüs- 
sigkeit i^t  daher  dem  des  Körpers  gleich,  wie  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes.  Da  aber  der  Schwerpunkt  G  des  schwim- 
menden Körpers  sich  so  bewegen  mufs ,  als  wenn  di^  Masse 
dieses  Körpers  in  demselben  vereinigt  und  das  Gewicht  dieses 
Körpers  und  der  Druck  der  Flüssigkeit  an  denselben  ange- 
bracht wäre  (f.  438),  und  diese  zwei  verticalen  Kräfte,  die 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  nach  unserer  Voraussetzung 
gleich  sind,  so  braucht  man  nur  die  Bewegung  des  Punktes 
G  zu .  betrachten. 

Sey  //'  der  Schwerpunkt  des  Volumens  der  verdrängten 
Flüssigkeit,  nachdem  der  Körper  aus  seiner  Lage  des  Gleich- 
gewichtes herausgebracht  worden  ist.  Dieser  Punkt  gehört, 
wie  der  Schwerpunkt  G,  dem  Schnitte  AB  CD  an.  Sie 
werden  aber  im  Allgemeinen  nicht  auf  derselben  Verticalen 
liegen.  Daher  wird  der  Druck  der  Flüssigkeit  den  Körper 
um  eine  Linie  drehen,  die  durch  den  Punkt  G  geht  und  auf 
dem  Schnitte  ABCD  senkrecht  ist^  und  es  kommt  nur  dar- 
auf an ,  zu  wissen ,  ob  diese  Bewegung  den  Körper  in  seine 
Lage  des  Gleichgewichtes  zurückzubringen,  oder  ihn  mehr 
davon  zu  entfernen  strebt. 
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Zieht  man  aber  durch  den  Punkt  H*  die  verticale  Linie 
'Jfcf ,  welche  die  auf  j4C  senkrechte  Linie  BGK  im  Punkte 
M  trüTty  80  ist  es  einleuchtend  ^  dafs  der  von  unten  nach 
oben  nach  der  Richtung  H' M  ausgeübte  Druck  der  Flüssig- 
keit die  Linie  BGK  in  ihre  verticale  Lage,  welche  dem  Gleicli- 
gewichte  entspricht ,  zurück  zu  führen  oder  sie  noch  mehr 
davon  zu  entfernen  strebt,  je  nachdem  der  Punkt  M  über 
oder  unter  dem  Punkte  G  liegt.  Im  ersten  Falle  ist  das 
Gleichgewicht  dauernd,  im  zweiten  dagegen  nicht.  Fallen  die 
Funkte  M  und  G  zusammen,  so  bleibt  der  Körper  noch  im 
Gleichgewichte,  wenn  man  ihn  in  die  benachbarte  Lage  der- 
jenigen, in  welche  man  ihn  zuerst  gebracht  hat,  bringt. 

Fällt  (Jer  Schwerpunkt  G  unter  den  des  Volumens  der 
Terdrängten  Flüssigkeit,  welcher,  im  Znstande  des  Gleichge- 
wichtes, H  war,  d.  h.  liegt  der  Punkt  G  zwischen  den  Punk- 
ten B  und  H  auf  der  Linie  BKy  so  liegt  der  Punkt  M  unter 
G  und  das  Gleichgewicht  ist  nothwendig  ein  dauerndes.  Ist 
dagegen  der  Punkt  G  über  J7,  wie  im  Falle  eines  homogenen 
Körpers,  so  kann  der  Punkt  M  über  oder  unter  G  liegen 
und  das  Gleichgewicht  kann  ein  dauerndes  oder  nur  ein  aii- 
genbliekliches  seyn.  Der  Punkt  iH,  dessen  Betrachtung  dazu 
dient,  die  zwei  Zustände  des  Gleichgewichtes  eines  schwim- 
menden Körpers  zu  unterscheiden,  der  in  Beziehung  auf  einen 
verticalen  Schnitt  symmetrisch  ist,  nennt  man  das  Metacen- 
trum.  Ich  werde  aber  eine  andere,  aus  dem  Principe  der 
lebendigen  Kräfte  abgeleitete  Regel  geben,  vermöge  deren  man, 
in  allen  Fällen ,  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  erkennen  kann. 

613. 
Zu  diesem  Ende  betrachte  man  einen  Körper  von  belie- 
biger Gestalt,  sey  er  gleichartig  oder  ungleichartig,  der  auf 
der  Oberfläche  des  Wassers  im  Gleichgewichte  ist.  Sey  u4BCD 
(Fig.  50)  der  Durchschnitt  dieses  Körpers  mit  dem  durch  das 
Innere,  desselben  verlängerten  Niveau  des  Wassers  und  G  der 
Schwerpunkt  des  Körpers ,  //  der  des  durch  den  eingetauchten 
Theil  dieses  Körpers  verdrängten  Wassers,  y  das  Volumen 
dieses  Theüs  und  M  die  Masse  des  ganzen  Körpers.  Da  man 
annimmt,  dafs  er  im  Gleichgewichte  ist:  so  steht  die  Linie 
GH  senkrecht  auf  ABCD j   und  die  Masse  des   verdrängten 
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Wassers   ist   der   des   Körpers   gleich ,   so  dafs ,  wenn  man  q 
die  Dichtigkeit  des  Wassers  nennt, 

M  =  rg 
ist.  Man  nehme  an ,  der  Schnitt  ABCD  werde  um  sehr  Wenig 
über  das  Niveau  des  \Vassers  gehoben  oder  unter  dasselbe  ge- 
senkt (Fig.  51),  und  zu  gleicher  Zeit  werde  die  Ebene  dieses 
Schnittes  um  sehr  Wenig  geoeigt,  aufserdem  nehme  man  zur 
gröCseren  Allgemeinheit  an ,  dafs  die  Punkte  des  Körpers  kleine  ' 
Geschwindigkeiten  erhalten  hatten«  Das  Gleichgewicht  wird 
hierdurch  gestört,  und  die  Frage  über  ilie  Dauer  desselben 
besteht  darin,  zu  untersuclien ,  ob  in  Folge  der  fiewegung, 
die  der  Körper  anniihmt,  der  im  Inneren  des  Körpers  feste 
Schnitt  ^BCD  sich  immer  mehr  vom  Niveau  der  Flüssigkeit 
entfernen,  oder  streben  wird,  dahin  zurück  zu  kommen,  in- 
dem er  auf  beiden  Seiten  des  Niveau  kleine  Schwingungen 
macht.  Während  dieser  Bewegung  schneidet  das  natürliche 
Niveau  des  Wassers  den  schwimmenden  Körper  nach  einem 
veränderlichen  Schnitte  im  Inneren  desselben,  den  man  die 
S  c  h  w  i  m  m  e  b  e  n  e  nennt.  In  einem  beliebigen  Augenblicke 
scy  Jl'B  CD'  dieser  Schnitt,  j4B"CD"  ein  anderer  verän- 
derlicher Schnitt  dieses  Körpers ,  den  eine  horizontale  ^bene 
macht,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Schnittes  j4BCD  geht, 
JC  der  Durchschnitt  von  JBCD  "und  jiB'CD",  -der  auf, 
ABCD  veränderlich  ist,  ^  die  Neigung  dieser  zwei  Schnitte 
gegen  einander,  f  der  Abstand  der  Ebene  j4B"CD*'  von  der 
Schwimniebene,  welchen  man  als  positiv  oder  negativ  ansieht? 
je  nachdem  dieser  Schnitt  unter  oder  über  dem  Niveau  des 
Wassers  liegt.  Die  veränderlichen  Gröfsen  -^  und  f  sollen 
am  Anfange  der  Bewegung  sehr  klein  seyn,  und  es  kommt 
nun  darauf  an,  zu  wissen,  ob  sie  während  der  ganzen  Dauer 
derselben  sehr  klein  bleiben. 

614. 
Nennt  man  u  die  veränderliche  Geschwindigkeit  eines 
beliebigen  Elementes  dm  der  Masse  des  Körpers,  so  ist  die 
Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  ilu^er  Punkte  durch  das 
auf  die  ganze  Masse  ausgedehnte  Integral  fu^dni  gegeben, 
und  die  aus  dem  allgemeinen  Principe  der  lebendigen  Kräfte 
entspringende  Gleichung  ist  (J.  564) 
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wo  c  eine- willkührliche  Constante,  und  9^  eine  von  den  nn 
die  Punkte  des  Körpers  angebrachten  Kraflen  abhängige  Func- 
tion ist. 

Diese  Kräfte  sind  die  Schwere,  welche  auf  alle  Punkte 
wirkt,  ,und  die  verticaleii  Drucke,  welche  die  Flüssigkeit 
auf  den  eingetauchten  Tlieil  der  Oberfläche  des  Körpers  aus- 
übt. Man  kann  aber  statt  dieser  Drucke  bewegende  Kräfte 
nehmen ,  die  auf  alle  Elemente  d  m  seiner  Masse  wirken, 
welche  unter  dem  Niveau  des  Wassers  liegen ,  w^enn  man  für 
jedes  Element  eine  Kraft  nimmt,  die  im  entgegengesetzten  Sinne 
der  Schwere  gerichtet  und  dem  Gewichte  des  Volumens  Was- 
ser, das  es  verdrängt,  gleich  ist«  Denn  die  Mittelkraft  dieser 
bewegenden  Kräfte  hat  dieselbe  Gröfse,  dieselbe  Richtung  und 
denselben  Angriffspunkt ,  wie  die  der  verticalen  Drucke  (602)« 
Bezeichnet  man  durch  g  die  Schwere  und  durch  d  u  das 
Element  des  Volumens  des  Körpers,  welches  dem  Elemente 
dm  der  Masse  entspricht,  so  ist  die  bew^ende  Kraft  von 
d/w  gleicli  gdm  — ffQdv^  wenn  dieser  materielle  Punkt 
unter  dem  Niveau  des  Wassers  liegt,  und  gleich  gdnif  wenn 
er  über  demselben  liegt.  Sey  aufserdem  z  der  veränderliche 
Abstand  des  Elements  dm  von  der  Schwimmebene,  welcher 
positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  dm  unter  oder  über  die- 
ser Ebene  liegt.  Aus  dem  allgemeinen  Werthe  der  Function 
^,  der  im  {.  564  gegeben  ist,  ergiebt  sich,  dafs  man  bei  der 
hier  vorliegenden  Frage 

(p'=  fzgdm  --  fzgQdif     • 
haben  mufs,    wo  sich    das  erste  Integral  auf  die  ganze  Masse 
des    schwimmenden  Körpers    und    das    zweite    blofs   auf   den 
eingetauchten  Theil  seines  Volumenß  bezieht. 

Fällt  man  vom  Schwerpunkte  G  der  Masse  M  eine  senk- 
rechte Linie  GE  auf  die  Ebene  A'B'C'D'  und  setzt  GE=  z^, 

so  hat  man  zuerst 

fzgdm  =  gMz, 

als  Werth  des  ersten  Integrals.  Ich  theile  das  zweite  in  zwei 
Theile,  von  welchen  sich  der  eine  auf  das  Volumen  /^  be- 
zieht, das  unter  JlBCDy  im  Zustande  des  Gleichgewichtes, 
liegt,  das  andere  dagegen  auf  das  zwischen  den  Schnillen 
JBCD  \n\A  jl'B'Ciy    eijibaliene  Volumen.     Ich  habe  als- 


/ 


/ 


^ 
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dann  gJ^Qz'  als  Wertli  des  ersten  Theih ,  wo  ä '  der  ver- 
aufclerliche  Abstand  des  Schwerpunktes  H  des  Volumens  P^  von 
der  Schwünuiebene,  d.  li.  die  Länge  der  vom  Punkte  H  auf 
die  Ebene  ji'B'CD'  gefällten  senkrechten  Linie  HF  ist. 
Bezeichnet  man  daher  für  den  Augenblick  durch  h  den  Werth 
des  auf  alle  Elemente  di>  des  zwischen  j4BCD  und  ji'B'C'D' 
enUaltenen  Volumens  ausgedehnten  Integrals  y^Äfi^^,  so  ist  gi)ls 
der  zweite  Tlieil  des  zweiten  in  dem  Ausdrucke  von  f)  ent- 
haltenen Integrals  und  man  hat 

9  =  gMzf  —  ggFz'  —  ggi 
als  vollständigen  Werth  dieser  Gröfse.  Da  aber  die  Linie 
GH  auf  der  Ebene  jiBGD  senkrecht  steht ,  so  ist  der  Win- 
kel, den  sie  mit  der  Verticalen  GM  einschliefst,  die  Neigung 
'd'  der  Ebene  jiBCD  gegen  eine  horizontale  Ebene ,  nennt 
man  daher  a  die  beständige  Länge  von  GH^  so  hat  man 

js,  z=  js'   it:  a  cos  -ö*, 
wo   das    obere   Zeichen    statt  hat,    wenn    der  Punkt  G  unter 
dem  Punkte  H  liegt,  und  das  untere  in  dem  entgegengesetzten 
Falle.     Substituiert   man    diesen  Werth  von  Zf  in  den  Von  y, 
luid  bemerkt,    dafs  M  =  J^q  ist,    so  erhält  man 

(p=z±:gQar  cos  d-  —  g.Q^y 
und    es  mufs   nur  noch  der  Werth  des  durch  h  bezeichneten 
Integrals  bestimmt  werden. 

615. 
Um  ihn  tu  erhalten,  zerlege  ich  den  Flächeninhalt  des 
Schnittes  ABCD  in  unendlich  kleine  Elemente,  projiciere  sie 
alle  auf  die  Schwimmebene  .^'JB'C'-D',  wodurch  das  zwischen 
diesen  zwei  Schnitten  des  Körpers  enthaltene  Volumen  in  eine 
unendliche  Anzahl  verticaler  Cylinder  zerlegt  wird,  deren 
Grundflächen  die  horizontalen  Projectionen  der  Elemente  von 
jdBCD  sind.  Ich  schneide  alsdann  einen  beliebigen  Cylinder 
durch  eine  unendliche  Anzahl  horizontaler  Ebenen  und  nehme 
für  das  Element  dv  des  Volumens,  welches  ich  betrachte,  den 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Ebenen  enthaltenen 
Theil  dieses  Cylinders ,  deren  Abstände  von  der  Schwimmebene 
z  und  z  -f-  dz  sind,  so  dafs  dieses  Element  der  Grundfläche 
des  Cylinders,  mit  dz  multipliciert,  gleich  ist.  Ist  aber  rfA 
das  Dill'erentialelement  des  Schnittes  ylBCD  y  so  ist  die  liori« 
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zoDtale  Pro)ectiou  oder  die  Grundfläche  des  entsprechenden 
Cyliiiders  </A  cos  i^,  weil  ^  die  Neigung  der  Kbene  von  dX 
gegen  die  Projeclioosebene  ist.    Man  liat  daher 

du  z=L  dzdX  .co%&\ 
folglich  ist  das  Integral  fzdvy  das  sich  auf  einen  der  verti- 
calen  Cylinder  bezieht,  das  Produkt  aus  dX  cos  «9-  ia  fzdz 
oder  gleich  ^y^cosd'.dXi  wenn  man  y  die  Höhe  dieses 
Cylinders  oder  die  von  dX  auf  die  Schwiuiinebene  gerdllle 
senkrechte  Linie  nennt*     Die  durch  h   bezeichnete  Grui'se  ist 

daher 

i  =  «cos^/y2cfA, 

wo  das  Integral  auf  die  ganze  Fläche  von  ABCD  ausgedehnt 
werden  mufs. 

Diese  senkrechte  Linie  y  besteht  aus  zwei  Theüjen,  einer 
ist  zwischen  den  zwei  parallelen  -  Ebenen  A'B'C'D'  und 
^5 "CjD"  enthalten  und  durch  f  bezeichnet  worden,  der 
andere  ist  zwischen  dX  und  der  zweiten  Ebene  enthalten  und 
gleich  l  iind-f  wenn  nian  durch  /  den  Abstand  dieses  Elemen- 
tes von  dem  Durclischnilte  jiC  der  beiden  Ebenen  jiBCD 
und  jdB"CDy  bezeichnet.    Man  hat  daher 

j^  =  f  +  /  sin  ^, 
wo  man  /  als  eine  positive  oder  negative  Gröfse  ansieht,  je 
nachdem  dX  unter  oder  über  der  zweiten  Ebene  liegt.  Substi- 
tuiert man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung  und 
bemerkt,  dafs  ^  und  &  bei  der  angezeigten  Integration  con- 
stant  sind,  so  findet  man 
*  =  J  f  2  cos  d^fdX  +  sin  &  cos  &JldX  =*=  i  sin  ^ ^  cos d-fl^dX. 

Ich  nenne  6  den  Flächeninhalt  des  Schnittes  j4BÖD  oder 
den  Werth  von  /dX  Da  die  Linie  AC^  nach  der  Voraus- 
setzung, den  Schwerpunkt  dieses  Schnittes  enthält^  so  ist  das 
Integral //c^A  Null,  und  wenn  man 

fl^dX  =2  by^       ^ 
setzt,    so  dafs  y  eine   von  der  Gestalt  und  Ausdehnung   von 
jfBCD  abhängende  Linie  ist,  ,80  hat  man  zuletzt 

i  =  »ficos^Cf^^-yÄßina^). 

^  Diese  Formel  giebt  nicht  den  genauen  Werth  von  tj 
sollte  sie  ihn  ausdrücken,  so  müfsle  das  zwischen  den  Schnit- 
ten AB' CD'  und  ABCD  enlhailcuc  Volumen  ein  voriicaler^ 
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durch  rlie  Ebene  des  Schnitten  ABCD  abgesturtipfler  Cylinder 
seyi).  Wie  aber  auch  selue  Gestalt  beschaffeu  8ey,.80  siebt 
mau,  dals  der  geuaue  Werth  von  h  sehr  wenig  von  dem 
vorhergehenden  verschieden  seyn  wird,  so  lange  die  Veränder- 
lichen ^  und  ^  sehr  klein  sind,  und  es  ist  leicht/  zu  zeigen^ 
dafs  der  Unlerschied  dieser  Werthe  eine  Grofse  der  dritten 
Ordnung  im  Verhältnisse  zu  ^  und  d"  ist.  Substituiert  man 
den  Näherungswerth  von  k  in  den  Ausdruck  von  9)  und  setzt 

sin  -^  1=  ^  -^  . . . . ,       cos  d-  '=■  \ . . . 

und  vernachlässigt  alle  Glieder,  die  im  Verhältnifs  zu  diesen 
Veränderlichen  &  und  f  von  der  dritten  Ordnung  sind,  so 
hat  man  daher 

9)  =  =fc  gqVa  ^  ig^Vad-^  —  i g qh {^^  +  g^ »^) , 
wodurch   die  Gleichung  {a)  in  folgende 

fu^dni  ^  gQ  \b^^  -\-lby^  ^  J^a)  d^^]  =  c,        (ö) 
übergeht,   wenn  man  das  Glied  ziz  2gQp^a  mit  in  der  will- 
kührlichen  Constante  t  begreift. 

616. 
Den  Werth  dieser  Constanten  bestimmt  man  aus  den 
Werthen  von  u,  f,  &,  im  Anfange  der  Be\Vegung,  die  sehr 
klein  angenommen  worden  sind ;  c_  ist  daher  ebenfalls  eine 
sehr  kleine  Grölse,  und  auCserdem  zeigt  die  Gleichung  (6), 
dafs  ihr  Werth  positiv  ist,  wenn  der  Coefficient  6y^  :±:  P^a, 
im  Anfange  der  Bewegung,  positiv  ist.  Bleibt  dieser  Coeffi- 
cient, während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  positiv,  so 
^  kann  man  aus  derselben  Gleichung,  durch  die  schon  in  f. 570 
angewandte  Betrachtung,  schliefsen,  dafs  die  Veränderlichen 
^  und  'd*  beständig  sehr  klein  bleiben,  so  dafs  man,  in  einem 
beliebigen  Augenblicke, 

hat;  gQ(^r^  ^  ^«)  gQ^ 

woraus  hervorgehi:,  dafs  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  des 
schwimmenden  Körpers  von  dem  Zeichen  hy^  ziz  Va  abhängt 
und  dafs  dieses  Gleichgewicht  ein  dauerndes  seyn  wird,  wenn 
diese  Gröfse  im  Anfange  und  während  der  ganzen  Dauef  der 
Bewegung  positiv  ist. 
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Da«  durch  by^  bezeichnete  Integral //^(/A  kann  nur  eine 
positive  Gröfse  seyn,  weil  alle  seine  Elemente  positiv  sind. 
Das  Glied  •:iz  Va  muf«  mit  dem  -|- Zeichen  genommen  wer- 
den, wenn  der  Funkt  G  tiefer  als  der  Punkt  H  liegt;  in  die- 
sem Falle  ist  daher  der  Coeilicient  hf^'±z  Va  positiv  und 
das  Gleichgewicht  ein  dauerndes.  Ist  mithin  der  Schwerpunkt 
der  ganzien  Masse  eines  schwimmenden  Körpers  tiefer,  al^ 
der  des  Volumens  Wasser,  welches  er  in  der  Lage  des  Gleich- 
gewichtes aus  seiner  Stelle  drängt,  so  kann  man  sieher  seyn, 
dafs  dieses  Gleichgewicht,  in  Beziehung  auf  alle  kleinen  Bewe- 
gungen, die  man  diesem  Körper  mittheilen  kann,  ein  dauern- 
des ist. 

Ist  dagegen  der  Punkt  H  tiefer  als  der  Ptinkt  G,  so 
mufs  das  Glied  ±:  Va  mit  dem  negativen  Zeichen  genommen 
werden ,  und  alsdann  mufs  6  y  ^  >  Va  seyn ,  wenn  der  Coef- 
jBcient  by^  ztz  Va  positiv  und  man  über  die  Dauer  des  Gleich- 
gewichtes sicher  seyn  soll.  Die  Gröfse  der  Linie  y  ändert 
sich  aber  mit  der  Lage  der  Linie  ^C,  die  immer  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schnittes  j4BCD  geht  und  sich,  während  der 
Dauer  der  Bewegung,  um  diesen  Punkt  drehen  kann,  Läfst 
man  aber  die  Linie  jiC  eine  ganze  Umdrehung  machen,  so 
ist  es  einleuchtend,  dafs  es  eine  Lage  geben  wird,  in  welcher 
die  Linie  y  kleiner  als  in  jeder  anderen  seyn  wird ;  Jje- 
rechnet  man  daher  diesen  kleinsten  Werth  von  y  und  findet 
by^^  Vaj  so  ist  es  gewifs,  dafs  der  Coefficient  by^  ztz  Va 
nicht  negativ  werden  kann,  tind  daher  das  Gleichgewicht  ein 
dauerndes  ist. 

In  einem  Schiffe  z.  B«  ist,  wie  man  leicht  sieht,  die  Linie 
u4C,  welcher  daS'  Minimum  des  Integrals  fl^dX  entspricht, 
die  Linie,  die  vom  Vorderlheile  nach  dem  Hintertheile  geht. 
Man  theilt  die  Fläche  des  im  Wasserspiegel  liegenden  Schnittes 
in  unendlich  kleine  Elemente,  bestimmt  alsdann  durch  die 
Integralrechnung  die  Summe  aller  dieser  Elemente,  nachdem 
man  sie  bezüglich  mit  dem  Quadrate  ilirer  Abstände  von  die- 
ser Linie  multipliciert  hat,  und  sobald  dieses  Integral  gröfser 
ist,    als   das   Produkt    aus   dem    durch    das   Schiff    verdrängte 

4 

Volumen  Wassers  in  den  Abstand  des  Schwerpunktes  dieses 
Volumens  von  dem  desSchilFes,  so  kann  man  sicher  seyn,  dafs 
das  Gleichgewicht  in  Beziehung   auf  alle   kleinen  Bewegungen 
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des  Schilfes  ein  dauerndes  ist|  selbst  w^enn  der  zweite  Schwer- 
punkt höher  liegt  als  der  erste* 

617. 
Nachdem  wir  uns  mit  dem  Gleichgewichte  der  schwimmen- 
den Körper  und  dessen  Dauer  beschäftigt  haben/  so  wollen  wir 
nun  ihre  Bewegung  bestimmen  ^  wenn  man  sie  ein  wenig  von 
der  Lage  des  dauernden  Gleichgewichtes  entfernt  hat«  Um 
die  Frage  auf  eine  erschöpfende  Weise  zu  lösen,  mufs  man 
zu  gleicher  Zeit  diese  Bewegung  und  die  der  Flüssigkeit  be« 
riidisichtigen  ^  dies  werde  ich  in  einem  anderen  Werke  auszu- 
führen suchen,  'Jetzt  lasse  ich  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
unberücksichtigt,  und  um  die  Frage  in  Beziehung  auf  einen 
festen  Körper  zu  vereinfachen,  nehme  ich  an^  dafs  er  auf 
beiden  Seiten  einer  Ebene ,  die  während  der  ganzen  Bewegung 
vertical  bleibt,  symmetrisch  ist. 

Diese  Ebene  enthält  die  Schwerpunkte  G  und  H  des 
Körpers  und  des  Volumens  der  Flüssigkeit^  die  er  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  verdrängt.  In  diesem  Zustande  ist  die 
Linie  GH  vertical;  man  jieigt  sie,  indem  man  sie  sich  in  die- 
ser Ebene  um  den  Punkt  G  drehen  läfst,  senkt  oder  hebt 
alsdann  diese  Linie,  parallel  mit  sich  selbst,  in  derselben  Ebene, 
und  überläfst  alsdann  den  Körper  der  Wirkung  der  Schwere 
und  der  tungebenden  Flüssigkeit,  ohne  ihm  irgend  eine  An- 
fangsgeschwindigkeit mitzutheilen.  Es  ist  o£Penbar,  dafs  der 
Schnitt  des  Körpers  durch  die  besprochene  Ebene,  welche  ihn 
,  in  zwei  symmetrische  Theile  theilt,  beständig  vertical  bleibt. 
Der  Durchschnitt  jiC  der  beiden  Schnitte  ABCD  und 
jiB"CD"  bleibt  immer  senkrecht  auf  dieser  verticalen  Ebene, 
und  da  die  Linie  ACf  der  Voraussetzung  nach,  den  Schwer- 
punkt von  ABCD  enthält,  so  folgt  daraus,  dafs  dieser  Mit- 
telpunkt der  Punkt  K  seyn  wird,  in  welchem  sie  dieselbe 
Ebene  schneidet  und  die 'Linie  AC  immer  den  Umfang  von 
ABCD  in  denselben  Punkten  A  und  C  treffen  wird.  Un- 
abhängig von  der  Symmetrie  des  Körpers  im  Verhältnifs  zu 
der  auf  AC  senkrecht  stehenden  Ebene,  nehme  ich  aufser- 
dem»  um  die  Aufgabe  noch  mehr  zu  vereinfachen,  an,  dafs 
die  Linie  GK  auf  der  Ebene  des  Schnittes  ABCD  senkrecht 
steht,  was  z.  B.  statt  hat,  wenn  die  Ebene  der  beiden  Linien 
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GK  und  jiC  auch  den  Körper  in  zwei  symmetrische  Theile 
theilr. 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t^  die  vom  Anfange  der 
BeSvegungen  gezählt  wird ,  bezeichne  ich  durch  z,  den  Abstand 
GE  des  Punktes  G  von  der  festen  Ebene  A'B'CD\  durch 
f  den  wechselseitigen  Abstand  der  zwei  horizontalen  Ebenen 
AB"CD''  und  A'B'CD\  durch  ^  den  Winkel  KGEy  der 
zwischen  der  Linie  GK  und  der  Verticalen  GE  enthalten  ist, 
durch  y  den  Abstand  des  beliebigen  Elements  dX  des  Schnittes 
ABCD  yon  der  Ebene  A'  B'C'D'  und  durch  x  seinen  Abstand 
von  der  verticalen  Ebene ^  die  durch  den  Punkt  G  parallel 
mit  der  Linie  AKC  gezogen  ist.  Ich  bezeichne  auch  durch  / 
den  Constanten  Abstand  dieses  Elementes  von  dieser  Linie 
unü  durch  h  die  gegebene  Lange  von  GK.  Hiernach  sieht 
man  leicht^  dafs  mau 

z,z=z^'\-hco9&y  ^  ==  f -{-  /  sin  ^,    xzizl  cos^d'^h  sin^ 

haben  wird,  wo  man  /jA,f>  als  posilve  oder  negative  Gröfsen' 
ansieht,  je<  nachdem  das  Element  dX  auf  der  rechten  oder' 
Unken  Seite  der  Linie  AKC^  die  Linie  GK  auf  der  rechten 
oder  linken  Seite  der  verticalen  Linie  GE  und  die  Ebene 
AB'CD'  unter  oder  über  A'B'C'D'  liegt.  Endlich,  da  b 
der  Flächeninhalt  des  Schnittes  ASCD  und  y  dieselbe  Linie 
wie  vorher  ist,   so  hat  man  auch 

JdX  =  6,    fldX  =  o,     fl^dX  =  by^,  (1) 

wo  die  Integrale  sich  auf  alle  Elemente  von  b  erstrecken. 
Die  Veränderlichen  ^  und  &  geben  die  Lage  des  Körpers  in 
jedöm  Augenblicke  an.     Für  t  =  o  hat  man 

weil  man  annimmt,  dafs  die  anfänglichen  Geschwindigkeiten 
aller  Punkte  des  Körpers  Null  sind,  und  c»  und  ß  sehr  kleine 
gegebene  Gröfsen  bezeichnen.  Die  Frage  besteht  darin ,  dafs 
man  die  Werthe  von  &  und  f  alsT  Functionen  von  t  bestimmt, 
wenn  man  annimmt,  dafs  diese  Veränderlichen,  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung,  sehr  klein  bleiben;  welche 
Voraussetzung  uns  erlaubt,  das  0"adrat  von  Q^  und  das  Pro- 
dukt von  •&  und  f  zu  vernachlässigen,  und  das  zwischen 
ABCD   und  A^B'C'D'    enthaltene  Volumen   wie   einen   ab« 

gestumpften  Cy linder  anzusehen. 
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bestäudig  durch  diesen  Punkt  geht.  Daher  ist  die  Gleiehung 
dieser  Bewegung  (f.  392) 

dt  '  ' 

wenn  man  durch  M  t^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 
Beziehung  auf  die  Drehungsaxe  ^  durch  oi  die  Winkelgeschiwiu- 
digkeit  der  Umdrehung  am  Ende  der  Zeit  f,  und  durch  /t* 
das  ganze  Moment  der  Drucke  in  demselben  Augenblicke  und 
in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe  bezeichnet  Die  Geschwindigkeit 
w  betrachtet  man  als  positiv  oder  negativ^  }e  nachdem  die 
Bewegung  in  dem  durch  den  Pfeil  8  angegebenen  Sinne,  oder 
in  dem  entgegengesetzten  statt  h^t,  so  dats  man 

_         €ld        dja  _         4^& 
^~        dt'      dt  dt^ 

hat,  und  das  vorausgesetzt,  mufs  man  in  dem  Werthe  von  /* 
die  Momente  der  Drucke  mit  dem  positiven  oder  negativen 
Zeichen  nehmen,  )e  nachdem  sie  im  Sinne  des  Pfeils  s^  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen  streben» 

Das  ganze  Moment  /i  kann  in  zwei  Theile  getheilt  wer- 
den 9  von  welchen  sich  einer  auf  das  constante  Volumen  y^ 
und  der  andere  auf  das  veran^rliche  Volumen  U  bezieht« 
Der  Theil  des  dem  ersten  Volumen  entsprechenden  Druckes 
ist  gleich  T^Qgy  wirkt  am  Punkte  Hy  und  ist  nach  HF  ge- 
richtet. Die  vom  Punkte  G>  aul  diese,,  wenn  es  nothwendig 
ist,  verlängerte  Linie  gefathe  SenkreehHe,  ist  gleich  a  sin  ^, 
wenn  man  durch  a  den  Abetand  GH  bezeichnet.  Der  erste 
Theil  des  Momentes  /«  ist  daher  ztz  f^agg  sin  &f  wo  man 
das  obere  oder  untere  Zeichen  annimmt,  )e  nachdem  der 
Punkt  H  höher  oder  tiefer  als  der  Punkt  G  ist.  Was  den 
U  entsprechenden  Theil  von  ft  betrliR,  so  findet  man>  wenn 
man  dieses  Volumen  in  vertieale  Prismen  zeriegt,  und  den 
einem  beliebigen  Prisma  y  cos  S'dk  entsprechenden  Druck 
betrachtet,  welcher  dem  Gewichte  des  Volumens  Wasser,  das 
er  verdrängt,  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  so  hat  man 
Qgxy  cos  &dX  für  das  Moment  dieses  Druckes  und  daher 
Qgf^y  coS'ddX  für  den  zweiten  Theil  von  /*,  wo  sich  da& 
Integral  auf  die  ganze  Fläche  b  ersti^eckt.  Setzt  man  für  x 
und  y   ihre  Werthe,   und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (1)| 
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SO  wird  diese  Gröfse  {y^  cos  d-^- h^Qgb  cos  &  sin  &]   daher 
ist  der  vollständige  Werth  von  /* 

^1  =  (by^cos^d-  z^   Va  '\- hh^QOsd)Qgs\nd'. 
Ich  reduciere  in  diesem  Werthe  cos  ^  und  sin  d'  auf  die 
Einheit  und  ^,  vernachlässige  das  Produkt  aus  f  in  ^,  substi- 
tuiere ihn   alsdann  y   mit   den  Werthen   von  M  und  o)   in  die 
Gleichung  der  Umdrehungsbewegung,  welche  daher 

dt*    ^  Fk*  ^  ^ 

Wird. 

Die  Aufgabe  hängt,  daher  von  den  zwei  Differentialglei- 
chungen (2)  und  (3)  ab;  und  da  die  Veränderlichen  'Q-  und  ^ 
getrennt  sind,  so  folgt  daraus,  dafs  die  drehende  Bewegung 
des  schwimmenden  Körpers  und  die  seines  Schwerpunktes 
von  einander  unabhängig  sind;  welcher  Umstand  dalier  rührt, 
dafs  man  die  Linie  GKy  die  vom  Schwerpunkte  des  Körpers 
nach  dem  von  jiBCD  geht,  als  auf  diesem  Schnitte  senkrecht 
stehend  angenommen  hat« 

Integriert  man  diese  zwei  Gleichungen    und  bestimmt  die 

de 
willkührlichen  Constanten  aus  den  Anfangswerthen  ^,  ^,  --^, 

d& 

-r— ,  SO  hat  man 

dt 

f  =  ^co8.//^,  *  = « COS  [I /^iSiEpE)] . 

Da  die  verticale  Ordinate  des  Schwerpunktes  gleich  /*  -}-  ^ 
ist,  wenn  man  das  Quadrat  von  ^  vernachlässigt,  so  folgt 
daraus,    dafs  die   Bewegung   dieses  Punktes  dieselbe  ist,    wie 

die    eines    einfachen    Pendels ,    dessen    Länge  —    seyn    wird. 

Damit  der  Werth  von  &  nicht  unbestimmt  wächst,  d.  h.  da- 
mit das  Gleichgewicht i  von  welchem  man  den  schwimmenden 
Körper  entfernt  hat,  ein  dauerhaftes  i^t,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend,  dafs  die  Gröfse  6y^  :+:  f^a  positiv  ist, 
was  mit  dem  Lehrsatze  des  $.616  übereinstimmt.  Ist  diese 
Bedingung  erfiilll,  so  sind  die  Schwingungen  der  Linie  GKy 
auf  beiden  Seiten  der  verticalen  Linie  GJS^  dieselben,  wie  die 

eines  einfachen  Pendels,   dessen  Länge  -= — =r=-    wäre. 
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Wäre  der  echmmmende  Körper  nicht  auf  beiden  Selten 
der  Ebene  der  Linien  GK  und  AKC  symmetrisch  und  die 
vom  Punkte  G  auf  den  Schnitt  ABCD  gefällte  senkrechte 
Linie  von  GK.  verschieden,  so  wären  die  veränderlichen  ^ 
und  d-  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  nicht  mehr  getrennt; 

die  erste  enthielte  ein  mit        ^  multipliciertes  Glied ,    und  die 

zweite  ein  Glied ,  das  den  Factor  f  enthält«  Die  drehende 
Bewegung  und  die  Bewegung  des  Punktes  G  wären  nicht 
mehr  von  einander  unabhängig,  und  der  Körper  könnte  vier 
Arten  von  einfachen  Schwingungen  ausführen,  bei  welchen 
sich  seine  Bewegung  immer,  dem  Princip  der  Coexistenz  der 
kleinen  Schwingungen  gemäfs,  zerlegen  würde,  und  im  be* 
sonderen  Falle,  den  wir  eben  betrachtet  haben ^  |:educiert  sich 
die  Anzahl  dieser  Schwingungen  auf  zwei* 
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^Füaftes    Kapitel. 

Utber    barometrische    Höhenmessungen, 

619. 
Nach  dem,  was  man  in  §*  ^BH  gesehen  hat,  ist  die  Glei- 
cliuug  des  Gleicbgewiclites  zwischen  dem  in  dem  geschlossenen 
Schenkel  der  Röhre  enthaltenen  Quecksilber  und  dem  atmosphä- 
rischen Drucke,    welcher  im  offenen  Schenkel  statt  hat, 

mgli  =  iT,  (0 

wo  17  diesen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogenen  Druck, 
g  die  Schwere ,  m  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  und  h  den 
Unterschied  des  Niveau  dieser  Flüssigkeit  in  beiden  Schenkeln 
des  Barometers  bezeichnet,  und  vorausgesetzt  wird,  dafs  über 
dem  Niveau  im  geschlossenen  Schenkel  kein  merklicher  Druck 

ist. 

Aus  dem  Umstände,    dafs  das  Gleichgewicht  nicht  gestört 

wird,  wenn  man  annimmt,  dafs  der  offene  Schenkel  des  Ba- 
rometers bis  zu  den  Gränzen  der  Atmosphäre  reicht,  haben 
wir  geschlossen ,  dafs  der  Druck  II  das  Gewicht  einer  verti- 
calen  cylindrisclien  Säule  der  Atmosphäre  ist,  deren  Grund- 
fläche die  Einheit  der  Oberfläche  und  deren  Höhe  die  dieser 
Flüssigkeit  ist*  Dieses  Gewicht  ist  daher  das  eines  Quecksil- 
bercylinders ,    der  dieselbe  Grundfläche  hat   und   dessen  Höhe 

ungefähr  0  ,76  beträgt,  und  es  ergiebt  sich  hieraus,  dafs  der 
Druck  der  Atmosphäre  auf  jedes  Quadratmeter  der  Oberfläche 
der  Erde  ungefähr  10000  Kilogramm  ist. 

Erhebt  man  sich  über  diese  Oberfläche ,  so  nininit  das 
Gewicht  und  die  Höhe  der  Lüftsäule,  welche  auf  das  Queck- 
silber des  Barometers  drückt ,  immer  mehr  und  mehr  -ab. 
Daher  mufs  auch  die  Höhe  h  abnehmen,  und  es  mufs  ein 
Verhältnifs  zwischen  dieser  Höhe  und  der,  um  welche  man 
sich  erhebt,  bestehen,  vermittelst  dessen  man  die  eine  durch 
die  andere  erfährt.  Diese  Bestimmung  ist  der  besondere  Ge- 
genstand dieses  Kapitels,  jedoch  sollen  zuerst  einige  Folgen 
aus    der  Gleichung  (J.)  gezogen    und   die  Gesetze  des    Druckes 
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der  Luft  oder  einer  Gasart,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Dichtigkeit 
und  Temperatur  erläutert  werden. 

,  620, 
Nennt  man  S  die  ganze  Oberfläche  der  Erde,  in  Quadrat- 
meter ausgedrückt,  so  ist  die  Masse  der  Atmosphäre  gleich 
m  5(0",  76),  wo  m  immer  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers 
ist.  Die  Masse  der  Erde  ist  jdSry  wenn  r  ihren  Halbmesser 
und  ^  ihre  mittlere  Dichtigkeit  bezeichnet.  Bezeichnet  daher 
der  Bruch  f  das  Verhällnifs  der  ersten  Masse  zur  zweiten, 
so  hat  man 

.    ^_  3  m  (0",  76) 

und  da  man 

2nr  —  40000000",    m  =  13",5975,    ^=  5"*,50 

hat,   so  findet  man  hieraus 

/=  0,0000008854, 

80  dafs  die  Masse   der  Atmosphäre   weniger    als  ein  Milliontel 
der  Masse  der  lE^ie  beträgt. 

Hätte  die  Luft  in  der  ganzen  Höhe  der  atmosphärischen 
Säule  dieselbe  Dicjitigkeit ,  so  würden  die  Höhe  dieser  Säule 
und  die  Höhe  h  des  Quecksilbers  im  Barometer  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  der  Dichtigkeiten  der  Luft  und  des  Queck- 
silbers stehen.  Nennt  man  /  die  Höhe  der  Atmosphäre  unter 
dieser  Voraussetzung,  und  bezeichnet  durch  q  die  Dichtigkeit 
der  Luft  bei  der  Temperatur  Null  und  unter  dem  barometri- 
schen Drucke  0™,76,    so  hat  man  daher 

/  =  ^  (0^76), 

Q 

und   da  ($.61) 

m 

—  =  10462 

Q  ' 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  beinahe 

/  =:  7950°^. 
Die    Atmosphäre    mufs   sich    oiFenbar    auf   viel    grufsere 
Höhen  erstrecken,  weil  die  Dichtigkeit  und  das  Gewicht  ihrer 
Schichten  abnimmt,  so  wie  sie  sich  mehr  über  die  Oberfläche 
der  Erde  erheben. 


■■^ 
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Man  kann  eine  Gränze^  welche  sie  nicht  erreichen  kann, 
angeben,  wenn  man  die  Höhe  bestimmt,  in  welcher  die  Cen- 
trifugalkraft  der  Schwerkraft  gleich  ist«  Denn  jenseits  dieser 
Gränzen  würde  die  Centrifugalkraft  die  Lufttheilchen  im  Räume 
zerstreuen.    Am  Aequator  ist  diese  Gränze  am  wenigsten  hoch; 

dort  ist   aber   die  Centrifugalkraft  -^—   (f.  178)  an  der  Ober- 
fläche  der  Erde«      In    einer  Höhe   z   über  dieser  Oberfläche 

£>•  (r  -)-  ä)  ff  ^^ 

wird  sie  •  und  die  Intensität  der  Schwere  ist ,     .    \„, 

289  r  (''  +  «). 

wenn  man  durch  r  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet.     Die 
fragliche  Gränze  ist  daher  durch  die  Gleichung 

r  +  g    _         r^ 
289  r     ~   (r  -j-  z)^ 
bestimmt,  aus  welcher  man,   für  diesö  Gränze, 

5    

z  =  r  (V  289  —1), 
d.h.  beinahe  das  Fünffache  des  Erdhalbmessers  findet.  Es 
ist  jedoch  wahrscheinlich,  dafs  die  Luft,  noch  ehe  sie 'diese 
Gränze  erreicht,  durch  die  Kälte  In  den  flüssigen  Zustand 
verwandelt  wird,  w^che,  so  wie  man  sich  in  der  Atmosphäre 
erhebt,  sehr  schnell  zunimmt.  Das  Gesetz  dieser  Zunahme  ist 
uns  in  Beziehung  auf  die  freie  Luft  unbekannt,  welches  man 
uiclit  mit  dem,  das  man  auf  Bergen  beobachtet,  verwechseln 
darf,  wo  die  Temperatur  der  Luft  und  die  des  Bodens  einen 
wechselseiligen  Einflufs  ausüben.  Die  einzige  Erfahrung,  die 
wir  über  diesen  Gegenstand  haben ,  ist  die ,  welche  sich  aus 
Gay  Lussac^s  Luftschifffahrt  ergiebt,  bei  welcher  er  sich  bis 
zur  Höhe  von  6980  erhob.  Die  Temperaturen  der  Luft  ah 
der' Oberfläche  der  Erde,  und  in  dieser  Höhe  waren  30*^75 
und  — »  9^,  50  nach  der  hunderttheiligen  Skale ,  was  eine  Ver- 
minderung von  einem  Grade  für  175  Höhe  giebt,  wenn  man 
annimmt,  dafs  die  Abnahme  der  Wärme  gleichförmig  ist. 

621. 
Verschliefst  man  in  C  (Fig.  44)  den  offenen  Schenkel  des 
Barometers,    oder  allgemeiner,   bringt  man  diesen  S.chenker  in 
ein  völlig  verschlossenes  Gefäfs  //(Fig. 52),  so  wird  das  Gleich- 
gewicht des    Systems  nicht    gestört.      Alsdann   hält   der  in  ^  JE 
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durch  die  in  diesem  Gefäfse  enthaltene  Luft  ausgeübte  Druck 
dem  Drucke  der  Quecksilbersäule ,  die  sich  in  dem  geschlosse- 
nen Schenkel  über  dem  Niveau  J?'des  offenen  Schenkels  be- 
findet, das  Gleichgewicht.  Dieser  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche bezogene  Druck,  oder  das,  i/vas  man  die  elastische  Kraft 
der  Luft  nennt,  wird  daher  durch  den  Druck  mgh  des  Queck- 
silbers gemessen  und  ist  dem  Gewichte  J7  der  Luftsäule  gleich« 
Ein  Barometer,  welches  auf  diese  Weise  in  einem  geschlosse- 
nen Gefäfse  enthalten  ist,  und  dazu  dient,  die  elastische  Kraft 
der  Luft  oder  eine  beliebige  Flüssigkeit,  die  im  Gefäfse  ent- 
halten ist,  ^zu  messen,  ist  das,  was  man  ein  Manometer 
nennt.  Das  Gewicht  mgh  des  Quecksilbers  hängt  von  der 
Natur,  der  Dichtigkeit  und  der  Temperatur  dieser  elastischen 
Flüssigkeit  ab. 

Bringt  man  ein  Manometer  von  einem  Orte  zum  ande- 
ren, und  ist  die  Temperatur  und  die  Dichtigkeit  der  in  dem 
Gefäfse  H  enthaltenen  Luft  an  beiden  Oertern  dieselbe,  so 
mufs  die  Höhe  des  Quecksilbers  im  umgekehrten  Verhältnisse 
der  Schwere  sich  ändern,  damit  das  Gewicht  der  Quecksil- 
bersäule dasselbe  bleibt.  Die  Beobachtung  dieser  Höhe  in 
verschiedenen  Breiten  könnte  daher  dazu  dienen,  die  Verän- 
derungen der  Schwere  zu  messen:  sollten  aber  diese  Messun- 
gen genau  seyn,  so  müfste  man  die  Zunahme  des  Volumens, 
welches  die  in  H  enthaltene  Luft  einnimmt,  berücksichtigen, 
die  sich  aus  einer  Zunahme  der  Höhe  des  Quecksilbers  im 
geschlossenen  Schenkel  ergeben  würde* 

Man  nehme  z.  B.  an,  g  und  h  seyen  die  Schwerkraft  und 
die  Höhe  DF  des  Quecksilbers  an  einem  Orte  der  Erde ;  wird 
das  Manometer  an  einep  anderen  Ort  gebracht,  während  die 
Temperatur  dieselbe  bleibt,  so  mag  das  Quecksilber  von  D 
bis  D'  in  dem  geschlossenen  Schenkel  gestiegen  seyn  und  sich 
zu  gleicher  Zeit  in  dem  offenen  Schenkel  von  E  bis  E'  ge- 
senkt haben.  Durch  den  Funkt  E'  lege  man  eine  horizon- 
tale  Ebene,  die  in  F*  den  geschlossenen  Schenkel  schneidet, 
bezeichne  durch  h'  den  Unterschied  D'F*  des  Niveau  des 
Quecksilbers  in  den  beiden  Schenkeln  und  durch  g'  die  ent- 
sprechende  Schwerkraft.  Die  barometrischen  Drucke  verhalten 
sich  daher  wie  gh  und  g' h*  bei  den  beiden  Beobachtungen, 
sie    sind    den  Dichtigkeiten   der    in  H  enlhalteuen  Flüssigkeit 
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proportional  und  stehen  daher  im  umgekehrteu  Verliälloisse 
der  Vohimiua,  die  sie  ia  diesem  Gefäfse  eluiiimmt«  Neitut 
man  diese  Volumina  V  und   V\    so  hat  man  .daher 

lJl  -  L 

gh   -  V" 

Nennt  man  aber  c  den  Flächeninhalt  des  horizontalen 
Schnittes  des  Gefäfses  im  Punkte  X),  so  ist  das  Volumen  des 
zwischen  D  und  Z?'  enthaltenen  Q^iccksilbers  (A'  —  A)  r; 
da  aber  diese  Flüssigkeit  nicht  zusammendrückbar  ist,  so  niui's, 
wie  auch  die  Gestalt  des  Gefäfses  Jl  beschalFen  sey ,  das  Volu- 
men V*  um  {Jl  —  A)c  gröfser  als  das  Volumen  V  seyii. 
Man  hat  daher 

und  findet  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

iL  _         v^>' 

g  ~  [r+(Ä'-/Oc]A' 
für  das  Verhältnlfs  der  Intensitäten  der  Schwere  an  den  bei- 
den Beobachtungsorten.  Welche  Sorge  man  aber  auch  auf 
die  Abmessung  der  Grufsen,  die  diese  Formel  enthält,  ver- 
wende ,  so  ist  dennoch  dieses  Verfahren  immer  nur  einer  ge. 
ringeren  Genauigkeit  fähig,  als  das,  welches  sich  auf  die  Pen« 
delversuche  gründet« 

622. 
Man  verschliefse  jetzt  in  C  (Fig.  44)  den  offenen  Schen- 
kel des  Barometers  und  öffne  in  yi  den  geschlossenen  Schen- 
kel. Indem  nun  der  atmosphärische  Druck  zu  dem  des  Queck- 
silbers hinzukommt,  so  wird  die  in  EC  enthaltene  Luft  ver- 
dichtet,  und  daher  steigt  das  Niveau  des  Quecksilbers  -in  die- 
sem Schenkel  und  senkt  sich  in  dem  anderen.  Man  giefse  in 
diesen  anderen  Schenkel  noch  eine  neue  Quantität  Quecksilber, 
so  dafs  der  Unterschied  des  Niveau  in  den  beiden  Schenkeln 
noch,  wie  vorher,  gleich  h  ist.  Ist  in  diesem  Zustande  das 
Quecksilber  von  /?nachi?'  und  von  i?  nach  E'  gestiegen,  und 
zieht  man  durch  den  Punkt  E'  eine  horizontale  Ebene,  welche  den 
anderen  Schenkel  in  F*  schneidet,  so  hat  man  D'F'*=:  DE. 
Im  Punkte  jF'  ist  der  Druck  des  Quecksilbers  nigh;  addiert 
man  den  atmosphärischen  Druck  77,  der  bei  dem  Niveau  D' 
statt  hat,   hinzu ;    so  hat  man  mgh"{- U  oder   2mgh.     Die 
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elastische  Kraft  der  ii\  CE'  enthaltenen  Luft^  die  auf  das 
Niveau  E'  wirkt  und  diesem  ganzen  Drucke  das  Gleichge« 
wicht  hält,  ist  das  Doppelle  derjenigen,  welche  statt  hatte, 
als  die  Luft  den  Raum  CE  einnahm.  Die  Erfahrung  lehrt 
aber,  dafs  der  Raum  CE'  die  Hälfte  von  CE  isf,  sie  zeigt 
auch,  dafs,  wenn  man  den  Druck  durch  eine  genügende  hin« 
zugegossene  Quantität  Quecksilber  verdreifacht,  der  Raum^ 
welchen  die  Luft  einnahm ,  auf  den  dritten  Theil  reduciert 
wird,  und  im  Allgemeinen  findet  man,  dafs  das  Volumen  der 
Flüssigkeit  sich  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Druckes,  den 
sie  erleidet,  ändert,  oder,  mit  anderen  Worten,  dafs  die  Dich- 
tigkeit in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  elastische  Kraft 
wächst. 

Dieses  Verhältnifs  nennt  man  das  Mariott  esc  he  Ge- 
setz, nach  dem  Namen  des  Physikers,  der  es  aus  der  Erfah- 
rung abgeleitet  hat.  Es  setzt  voraus ,  dafs  die  Flüssigkeit  keine 
Wärmeänderung  erleidet,  so  dafs  man,  wenn  man  es  genau 
beobachten  will,  der  in  CE  enthaltenen  Luft  die  Zeit  lassen 
mufs,  die  Zunahme  an  Wärme,  welche  sie  durch  das  Zu- 
sam^mendrücken  erhält,  wieder  zu  verlieren  und  auf  die  ur- 
sprüngliche Temperatur  zurück  zu  kommen.  Es  bat  für  alle 
Gasarten  und  auch  für  die  -Dampfe  statt,  wenn  der  Druck 
kleiner  als  derjenige  ist,  welcher  sie  in  den  flüssigen  Zustand 
verwandelt.  Endlich  besteht  es  auch  für  die  Mischungen  ver- 
schiedener Flüssigkeiten ,  und.  wenn  z.B.  zwei  Gasarten  die- 
selbe Temperatur  und  dasselbe  Volumen  f^  haben,  und  p  die 
elastische  Kraft  des  einen,  p'  die  des  anderen  ist^  und  man 
sie. unter  dem  Volumen  V  vereinigt,  so  ist  die  Temperatur 
der  Mischung  noch  dieselbe,  und  die  elastische  Kraft  oder  der 
Druck,  den  sie  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  ausübt,  ist  p4*p^ 

623. 
Vermittelst  des  Mariotteschen  Gesetzes  kann  man  leicht 
die  Höhe  des  Wassers  in  einer  Pumpe  berechnen ,  wenn  sich 
zwischen  dieser  Flüssigkeit  und  dem  Stempel  Luft  befindet, 
welche  Höhe,  wie  früher  (f. 598)  gesagt  wurde,  10  ,4  ist, 
wenn  das  Wasser  mit  dem  Stempel  in  Berührung  ist. 

Es  sey  nemlich  ^BCD  (Fig.  53)  die  cylindrische  verticale 
Röhre  einer  Piimpe,  die  bis  EF  in  Wasser  getaucla  ist,  und 
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GH  die  horizontale  Basis  des  Stempels.  Der  atmosphärische 
Druck  wirkt  auf  das  äufsere  Niveau  des  Wassers,  welches 
dasselbe  ist,  wie  das  innere  Niveau  EF.  Dieser  auf  die  Ein- 
heit der  Oberfläche  bezogene  Druck  ist  gleich  gl^  wenn  man 
die  Dichtigkeit  des  Wassers  als  Einheit  nimmt  und  durch  / 
die  Höhe  10  ^4  der  Wassersäule,  die  ilim  das  Gleichgewicht 
hält  y  bezeichnet*  Der  zwischen  EF  und  GH  enthaltene  Raum 
ist  mit  Luft  gefüllt,  dessen  elastische  Kraft  dem  äufseren  Drucke 
das  Gleichgewicht  hält  und  dessen  Maafs  ebenfalls  gl  ist. 
Unter  diesen  Umstanden  nenne  ich  a  die  gegebene  Höhe  von 
GH  über  EF^  nehme  alsdann  an,  dafs  man  den  Stempel  bis 
G'H'  erhebt,  und  bezeichne  durch  c  die  ebenfalls  gegebene 
Höhe  von  G'H'  über  GH.  Das  Wasser  steigt  im  Inneren 
der  Punkte  bis  EF'  zu  einer  Höhe  x  über  EFy  und  siükt 
aufserhalb  der  Pumpe  bis  zum  Niveau  eines  Schnittes  E,F, 
der  Pumpe,  der  in  einem  Abstände  y  unter  EF  liegt.  Nennt 
man  b  den  horizontalen  Schnitt  der  Pumpe,  und  ß  den  des 
Behälters,  in  welchem  sie  steht,  so  hat  man  zuerst 

bx 

weil  die  Flüssigkeit  unzusammendrückbar  ist,  und  die  Frage 
reduciert  sich  darauf,  den  Werth  von  x  zu  bestimmen.  Die 
Luft,  welche  den  Raum  EFHG  einnahm,  wird  nun  den 
Raum  jB'jP'JETG'  einnehmen,  und  da  letzter  sich  zum  ersten 
wie  a-|-c  —  x  zu  a  verhält,  so  folgt  hieraus ,  dafs  die  elasti- 
sche Kraft  gl  der  Flüssigkeit  in  dem  umgekehrten  Verhält- 
nisse vermindert  und  — r^ wird.     Dies  ist  der  auf  die 

a-j-  c  —  X 

Einheit  der  Oberfläche  bezogene  Druck,  welcher  auf  E' F' 
statt  hat,  addiert  man  ihn  zu  dem  Drucke  des  zwischen  E'F* 
und  EfF,  enthaltenen  Wassers,  dessen  Werth  g{x'\'y)  ist, 
80  hat  man  den  ganzen  Druck,  der  auf  das  innere  Niveau 
E,F,  ausgeübt  wirJ,  welcher  dem  äufseren  Drucke  gl  das 
Gleichgewicht  halten  mufs;  wonach  man 

la  ,  ,    bx         , 


a  -|-  c —  X  ß 

haben  mufs,  wenn  man  den  gemeinschaftlidien  Factor  g  weg- 
läfst   und   statt   y   seinen    vorhergehenden   Werth   substituiert. 
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Diese  Gleichung  ist  vom.  zweiten  Grade  und  kann  auf  folgende 
Weise  geschrieben  werden : 

wenn  man  reduciert^    und  zur  Abkürzung 

setzt.  /?  +  * 

Löst  man  diese  Gleichung  auf,  so  findet  man  zwei  reelle 
positive  Werthe  von  x'y  es  ist  jedoch  leicht,  zu  sehen,  dafs 
einer  derselben  hier  unstatthaft  ist. 

Denn  die  Erhebung  X'\~y  des  Wassers  über  das  äufsere 

X 

Niveau  kann  nicht  gröfser  als  /  seyn;  da  x-\-y=:—  ist,   so 

hat  man  daher  x  ^  fl.  Aufserdem  ist  es  einleuchtend ,  dafs 
man  auch  jc  <1  a  -|*  c  haben  mufs ;  da  aber  die  Summe  der 
zwei  Wurzeln  der  vorhergehenden  Gleichungen  /*/  -j-  a  -f-  c 
ist,  so  ist,  wenn  eine  kleiner  als  a  -(-  c  ist,  die  andere  gröfser 
als  fl^  oder  wenn  eine  kleiner  als  fl  ist,  die  andere  gröfser 
als  a'\'  c\  daher  ist  nur  eine  der  zwei  Wurzeln  zulässig, 
und  die  andere  mufs  als  der  Frage  fremd  abgewiesen  werden« 
In  Folge  der  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist  die  elasti« 

sr  In 

sehe  Kraft   ^ der   zwischen  E'F'  und  G' ir  ent- 

a  +  c  —  X 

haltenen  Luft-  gleich  g  l '--  g  {x  -^^  y).  Hieraus  crgiebt  sich 
auf  die  untere  Grundfläche  des  Stempels  ein  Druck,  der  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  und  gleich  glh — ^(^"-{-x)^ 
ist.  Die  obere  Grundfläche  dieses  Körpers  wird  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  durch  den  atmosphäiuschen  Druck,  der  gleich 
gib  ist,  fortgetrieben;  die  Last,  welche  der  Stempel  trägt, 
oder  der  Ueberschufs  dieser  zweiten  Kraft  über  die  erste,  ist 
daher  ^C^  +  J')^?  ^- ^*  ^^®  Gewicht  des  zwischen  E,F,  und 
EF*  enthaltenen  Wassers,  welches  über  dem  Niveau  der 
äufseren  Flüssigkeit  steht,  was  man  a  priori  ali  einleuchtend 
betrachten  kann. 

624. 

Es  mufs  nun  noch  das  Gesetz  der  elastischen  Kraft  der 
Luft,  im  Verhältnifs  zur  Temperatur  betrachtet  werden. 

Befindet  sich  die  Luft  und  die  verschiedenen  Gasarten, 
die  einem  beständigen   bei  allen   gleichen  Drucke  unterworfen 
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sind;  in  einem  Baume ^  dessen  Temperatur  sich  von  einem 
Augenblicke  2um  anderen  ändert ,  so  zeigt  die  Beobachtung,^ 
dafs  alle  diese  Flüssigkeiten  sich  auf  gleiche  Weise  ausdehnen. 
Nimmt  man  eine  derselben ,  z.  B*  die  Luft ,  als  Thermometer^ 
d.  h.  theilt  man  ihre  ganze  Ausdehnung  in  gleiche  Theile, 
welche  die  Grade  der  Temperatur  angeben ,  so  ergiebt  sich 
hieraus,  dafs  die  Zunahmen  des  Volumens  aller  Gasarten  für 
gleiche  Wärmezunahmen  dieselben  und  diesen  Zunahmen  pro* 
porlional  sind.  Die  Beobachtung  zeigt  auch,  dafs,  in  einer 
sehr  grofsen  Ausdehnung,  die  Angaben  des  Luflthermometers 
sehr  wenig  von  denen,  des  Quecksilberthermometers  verschie- 
den sind,  so  dafs,  innerhalb  dieses  Raumes,  die  Ausdehnung 
einer  beliebigen  Gasart  ihrer  Wärmezunahme,  die  durch  die 
Grade  eines  gewöhnlichen  Thermometers  angegeben  wird,  pro- 
portional ist.  Endlich  hat  Gay-Lussac  gefunden,  dafs  das  Vo- 
lumen der  einem  constanten  Drucke  unterworfenen  Luft,  und 
daher  auch  das  einer  jeden  Gasart,  von  Null  bis  100^,  d.h.  von 
der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  bis  zu  der  des  ko- 
chenden Wassers  im  ,Verhältnisse  von  1  zu  1,375  zunimmt, 
was  eine  Ausdehnung  von  0,00375  für  jeden  Grad  des  hun- 
derttheiligen  Thermometers  giebt. 

Hiernach  sey  V  das  Volumen  einer  beliebigen  Gasart 
bei  der  Temperatur  Null ,  H  ihre  elastische  Kraft  und  D  ihre 
Dichtigkeit*  Wenn  der  auf  die  Einheit  der  Fläche  bezogene 
Druck  derselbe  bleibt,  und  die  Anzahl  der  Wärmegrade  ^ 
wird,  so  sey  V  und  /?'  das,  was  dieses  Volumen  und  die 
Dichtigkeit  des  Gases  wird.     Man  hat  daher 

wenn  man 

a  =  0,00375 

setzt,  und  da  die  Dichtigkeit  sich  im  umgekehrten  Verhältnisse 

des  Volumens  ändert,  so  hat  man  auch 

1  +a& 
Man  nehme  nun  an,    der  Druck   ändere  sich,    ohne  dafs 

die  Temperatur  ^  wechselt.      Seyen   p   und    q  das,   was  zu 

gleicher  Zeit   der  Druck    und   die    Dichtigkeit  werden,    die  IT 

und  D'  waren.     Nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  hat  man 

„  _  p^ 

P  -  -D" 


y 
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und  wenn  man  for  D'  seinen  vorheigehenden  Werth  nimmt, 

und 

D 
setzt  I  80  ergiebt  sich  hieraus 

P  =  *e(i  +  a*)  (2) 

als  Ausdruck  der  elastischen  Kraft  einer  beliebigen  Gasart  als 
Function  ihrer  Dichtigkeit  und  ihrer  Temperatur. 

625. 
Diese  Formel  gilt  für  Gasarten  ^  för  Dämpfe  und  deren 
Mischungen.  Da  die  Temperatur  ^  durch  das  Quecksilber* 
thermometer  angegeben  wird,  so  hat  sie,  für  negative  Werthe 
von  ^,  bis  beinahe  —  36^  statte  d.  h«  bis  zu  einer  Tempe- 
ratur,  die  ein  Wenig  unter  dem  Gefrierpunkte  dieser  Flüssigkeit 
liegt.  Sie  ist  auch  für  Temperaturen,  die  weit  über  100^ 
liegen,  durch  Versuche  bestätigt  worden,  und  der  Unterschied 
zwischen  den  Gesetzen  der  Ausdehnung  der  Luft  und  des 
Quecksilbers  wird  nur  dann  beträchtlich^  wenn  x  über  300^ 
beträgt. 

Der  Coefficient  h  ist  für  verschiedene  Flüssigkeiten  ver- 
sclüeden.  In  Beziehung  auf  die  atmosphärische  Luft  haben 
Biot  und  Arago  auf  dem  Pariser  Observatorium 

—  =  10462 

für  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu  der 
der  Luft,  unter  dem  barometrischen  Drucke  0  ,76  und  der 
Temperatur  Null  gefunden  ($•61).  Setzt  man  daher  zu  glei- 
cher Zeit 

n  =  mGÄ,     h  =  o",76, 

so  ist  der  Werth  von  h 

i  =  (7951, 12)  G, 
und  in    diesem  Werthe   mufs    man   statt  .6  die  Schwere  an 

dem  Orte  nehmen,   an  welchem  das  Verhältnifs  j^   bestimmt 

^worden  ist,  d.h.  in  der  Breite  von  Paris,  für  welche  man 

G  =  9^,80896 

hat. 

31 
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1 

Der  »Coefficient  von  G  bezielit  sich  auf  die  vollkonimen 
trockne  Lufk;  wäre  die  Luft  feuclit^  so  wäre  ihre  Dichtigkeit, 
linier  demselben  «Drucke  und  bei  derselben  Tenipei\ilur,  germ- 
ger,  und  der  Werth  von  i  würd^  sich  im  umgekehrten  Ver- 
hältnisse dieser  Dichtigkeit  ändern.     Unter  dem  barometrischen 

Drucke  von  0  ,  76  und  bei  der  Temperatur  Null  sey  z.  B. 
c^  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  der  Luft  im  Maximum  der 
Feuchtigkeit  -  zur  Dichtigkeit  der  vollkommen  trockenen  Luft. 
Man  hat,  wie  später  gezeigt  werden  soll, 

O",  76  — 0*^,00508      ,     10   o"*,  00508 
ö  =  -^ ' ' — =  0,99749. 

0",76  ^ö        0"76^ 

Theilt  man  daher  den  vorhergehenden  Werth  von  h  durch 
diesen  Werth  von  J,  so  hat  man  den  Werth  von  ky  welcher 
dem  Maximum  der  Feuchtigkeit  der  Luft   entspricht ,    nemlich 

k  =  7971™  09- 

626.  '     . 

Wir  werden  jetzt ,  ohne  Schwierigkeit ,  die  verschiedenen 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  einer  atmosphärischen  Säule 
bilden  können.  Man  nehme  an,  diese  Säule  sey  cylindrisch 
und  vertical,  und  ihre  GrundQäche  sey  auf  der  Oberfläche  der 
Erde ,  und  erstrecke  sich  bis  zur  Granzje  der  Atmosphäre. 
Sey  ^  der  Flächeninhalt  des  horizontalen  Schnittes.  Man  theile 
diese  Säule  in  horizontale  unendlich  dünne  Schichten  und 
nehme  an,  dafs  die  Oberfläche  uä  sehr  wenig  Ausdehnung  hat, 
damit  sich  die  Dichtigkeit  und  Temperatur  von  einem  Punkte 
einer  beliebigen  Schichte  zum  anderen  nur  wenig  ändere.  Man 
nenne  p,  q,  ^,  die  elastische  Kraft  der  Luft,  ihre  Dichtigkeit 
und  Temperatur,  welche^  in  dem  Abstände  z  von  der  Ober- 
fläche der  Erde  statt  haben.  Sey  auch  g'  die  Schwere  in 
diesem  Abstände;  j4g'  qdz  wird  das  .Gewicht  der  Scliichte 
seyn,  deren  Dicke  dz  ist,  und  deren  zwei  Flächen  z  und 
^ — dz  entsprechen.  Der  Druck,  den  sie  auf  ihrer  oberen 
Oberfläche  erleidet,  wird  jip   seyn,   der,   welchei^  auf  ihrer 

unteren  Oberfläche  statt  hat,   wird   gleich  ji  Cp  —  -—dzj 

seyn.    Geht  man  aber  von  der  ersten  zur  zweiten  Fläche,   so 
mufs  der  Druck  um  jig'qdz  zunehmen  3  daher  mufs  man 
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oder  einfach 

dp  =  -^  g'gdz  (3) 

haben ;  was  mit  der  Gleichung  zusammenfällt,  die  man  aus 
der  Formel  (3)  des  §.  583  finde^  wenn  man  in  derselben 

X=o,     Y=o,     Z--g'       , 
setzt.    Eliminiert  man  ^  vermittelst  der  Gleichung  (2)^    so  er- 

giebt  sich 

dp  g'dz 

Nennt  man  r  den  Halbmesser  der  Erde  und  g  die  Schwere 
an  ihrer  Oberfläche,   so  hat  man 

ö>  —  (r  +  Ä)2 
in  der  Höhe  z^  wenn  man  die  Aenderung  der  Centrifugal- 
kraft  ebenso  wie  die  Wirkung  der  zwischen  den  zwei  kugel- 
förmigen und  concentrischen  Oberflächen,  deren  Halbmesser  r 
und  r  -|-  Ä  sind,  enthaltenen  Luftmasse,  welche  Wirkung 
nicht  im  Werlhe  von  g  vorkommt ,  und  zu  dem  Werthe  vop 
g'  addiert  werden  müfste  (^.101),  vernachlässigt.  Auf  diese 
Weise  hat  man 

dp  __  gr^dz 

p"  ""  ~  :i6(l  +  a^)(r-}-Ä)2  ' 
Um  diese  Formel  zu  integrieren,  müfste  man  noch  den 
Werlli  von  q^.als  Function  von  z  kennen;  da  aber  das  Ge- 
setz der  Temperaturen  unbekannt  ist,  so  ist  man  gezwungen, 
S-  als  eine  beständige  Gröfse  zu  betrachten,  und  man  nimmt 
in  jedem  Falle,  für  seinen  Werlh,  das  Mittel  aus  den  Tempe- 
raturen, welche  den  äufsersten  Punkten  der  Luftsäule,  auf 
welche  man  diese  Gleichung  anwendet,  entsprechen.  Ihr  In- 
tegral  ist  alsdann 

WO  C  die  willkührliche  Constante  ist.  Bezeichnet  man  den 
atmosphärischen  Druck,,  welcher  an  der  Oberfläche  der  Erde 
statt  hat,  durch  i7,   so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

z  =  o,  .p  =  n.   »«8  ^  =  r(i +U)  +  ^' 

31* 
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und  es  ergiebt  sieb    hieraus^   in  einer  beliebigen  Hohe  s  über 

dieser  Oberfläche 

,       P    —  g^^  (4) 

log^j  _  -    i(l+«^)(r  +  ^)-  ^^ 

In  Folge  dieser  Gleichung  und  der  Formel  (2),  und  wenn 
man  durch  e  die  Basis  der  üÄürlichcn  Logarilhmen  bezeichnet, 
hat  man  nun 

für  den  Werth  der  elastischen  Kraft  und  der  Dichtigkeit  der  Luft, 
von  der  Oberfläche  der  Erde  bis  zur  Höhe,  in  welcher  diese 
Flüssigkeit  durch  die  Kälte  ihre  ganze  Elasticitat  verloren  hat. 
Nach  dem,  was  in  f.  619  gesagt  worden  ist,  mufs  das  Ge- 
wicht der  Luftsäule,  deren  Grundfläche  die  Einheit  der  Ober- 
fläche ist,  so  -viel  betragen  als  der  Druck  JI,  der  sich  auf 
den  tiefsten   Punkt  bezieht,    und  dieses  Gewicht  ist  wirklich 

durch  das  Integral    /       Qgdzj   dessen   Werth  11  ist,   ver- 
möge der  Werlhe  von  p  und  g'  gegeben« 

627. 
Die  bewegende  Kraft  eines  Ballons,  der  sich  vertical  in 
der  Luft  erhebt,  ist  der  Ueberschufs  des  Gewichtes  der  Luft, 
die  er  in  jedem  Augenblicke  aus  ilu*er  Stelle  treibt,  über  sein 
eigenes  Gewicht.  Nennt  man  71  seine  Masse  und'  V  sein 
Volumen,  so  ist  daher  diese  Kraft  F^g' — fj^g*  in  der  Höhe  • 
z  über  der  Erde;   daher  hat  man 

als  Differentialgleichung  der  verticalen  Bewegung  dieses  Kör- 
pers, am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t.  Nennt  man  c  seine 
mittlere  Dichtigkeit,  so  dafs  man  /*  =  c/^  hat,  und  substi- 
tuiert statt  g  und  g'  ihre  vorhergehenden  Werthe,  so  wird 
diese  Gleichung 

Multipliciert  man   mit   2dzy    integriert   und  bezeichnet 
durch  C  die  wiUkührliche  Constante,   so  erhält  man 


dz 
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Nimmt  man  an^  dafs  der  Körper  von  der  Oberfläche  der' 
Erde  mit  einer  Geschwindigkeit  Null  ausgegangen  ist,  so  hat* 

man  zu  gleicher  Zeit  jb  =  o  und  -7-  z=:  o :    man  mufs  daher 

dt 

C  —  211—  2cgr 
haben  y  und  es  ergiebt  sich  hieraus 

-^  grz 

dt^  ~    c     i^  -J        r^z' 

für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  einer  beliebigen  Höhe. 
Löst  man  diese  Gleidiung  in  Beziehung  auf  dt  auf,  so  be- 
stimmt man  alsdann ,  durch  die  Methode  der  Quadraturen ,  die 
Zeit,  welche  der  Körper  braucht^  um  zu  einer  gegebenen 
Höhe  zu  gelangen« 

Setzt  man  den  Werth  von  -r-r  gleich  Null,  so  bestimmt 

dt^  ® 

man   die    Höhe,    in    welcher  der  Körper   im   Gleichgewichte 

bleiben  wurde,  wenn  er  daselbst,  ohne  erlangte  Geschwindig- 

dz^ 
keit,  ankäme,  und  ebenso  giebt  die  Gleichung  ■     ^    :=  o   die 

gröfste  Höhe  an,  bis  zu  welcher  sich  der  Ballon  in  der  At- 
mosphäre erheben  würde,  wenn  man  annähme,  dafs  seine 
Masse  und  sein  Volumen  sich  nicht  änderten«  Die  erste  dieser 
a:wei  Höhen  drückt  man  vermittelst  eines  Logarithmen  aus ; 
die  zweite  hängt  von  einer  transcendenten  Gleichung  ab  und 
Jkann  nur  annäherungsweise  gefunden  werden« 

628. 
Es  soll  jetzt  die  Gleichung  (4)  zur  Ausmessung  verticaler 
Höhen  angewandt  werden. 

Seyen  h  und  h'  die  Höhen  des  Quecksilber«  im  ßarometer 
an  dem  imteren  und  oberen  Standpunkte ,  T  und  T*  die  ent- 
sprechenden Temperaturen  des  Quecksilbers,  t  und  t'  die 
der  Luft,  die  von  jT  und  T"  verschieden  seyn  werden, 
wenn  das  Quecksilber  im  Barometer  nicht  die  Zeit  gehabt  hat, 
sich  während   der   Beobachtungen  mit   der  umgebenden  Luft 


! 


i 

I 

i 
i 


486 

ins  Gleichgewicht  der  Wärme   zu  setzen.     Ist  m  die  Dichtig- 
keit des  Ottecksilbers   an  dem   unteren  Standpunkte ,   so  wird 

(T T'n 
\  j\^  .. .  j  m  seine  Dichtigkeit  am  oberen  Standpunkte 

seyn,  weil  die  Dichtigkeit  dieser  Flüssigkeit  um  — ~-  für  Jeden 

Grad  der  Wärmeabnahme  zunimmt,    j^ur  gröfseren  Einfadiheit 

T T' 

werde  ich  den  Factor  1  A —— : —  mit  in  der  Höhe  li   be- 

'       5550 

greifen  y  die  alsdann   die   beobachtete  Höhe   mit  dieser  Gröfse 

multipliciert  seyn  wird;  und  wir  nehmen  alsdann  an,  dafs  m' 

die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  an  diesen  zwei  Standpunkten 

ist«    Auf  diese  Weise  hat  man 

,.,         mgrVi 

wodurch  die  Gleichung  (4) 

log  TT  +  2log  —5—   =  .,,    .    ■  .^.     ,     X  (5) 

wird. 

Wie  es  früher  gesagt  wurde,  mufs  man  1  (^  +  ^')  statt  & 
nehmen.  Der  Werth  von  et  ist  0,00375  für  die  trockene 
Luft,  ebenso  wie  für  die,  welche  Wasserdampf  in  beständi- 
ger Quantität  und  beliebigem  Verhältnisse  enthält.  Man  mufs 
jedoch  bemerken,  dafs,  wenn  die  Temperatur  steigt,  die 
Menge  des  Dampfes  im  Allgemeinen  in  der  Atmosphäre  zu- 
nimmt^ und  da  sich  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  z^  der  der  LufV, 
unter  dem  gewöhnlichen  Drucke  0  ,76,  wie  10  zu  16  ver- 
hält, so  folgt  daraus,  dafs  die  Dichtigkeit  der  freien  Luft, 
deren  Temperatur  steigt,  in  einem  gröfseren  Verhältnisse  ab- 
nehmen mufs,  als  dasjenige  ist,  welches  dem  CoeEficienten 
0,00375  entspricht.  Um  soviel  qls  möglich  die  Menge  des 
Dampfes,  die  sich  in  der  Atmosphäre  befindet,  zu  berück- 
sichtigen, wollen  wir  daher  den  Coefficienten  a  vergröfsem, 
und  werden  ihn,  zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung,  gleich 
0,004  setzen,  so  dafs  mau 

_  2(t+t') 
csftT  =;:=  

hat.  1000 

Die  Logarithmen ,  welche  in  dem  ersten  Theile,  der  vor- 
hergehenden Gleichung    vorkommen,    sind  natürliche;   um  sie 
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in  briggische  Logarithmen  zu  yerwandelii^  nuiltipliciere  ich 
diese  Gleichung  mit  dem  Modulus  der  letzteren,  den  ich  M 
nenne  und  dessen  Werth 

M  =  0;4342945 

ist.  Die  Schwere  g^  welche  ihr  zweiler  Theil  enthält,  ist 
diejenige,  welche  dem  unteren  Standpunkte ,  und  der  Breite 
des  Beobachtungsortes  entspricht.  Bezeichnet  man  diesen  Win- 
kel durch  i]j  und  vergleicht  die  Schwere  g  mit  der ,  welche 
in  den  Werthen  von  h  des  $.  625  vorkommt  und  der  Breite 
von  Paris  entspricht,  so  hat  man 

_        (1  —  0, 002588  cos  2\l))G 
^  "^  1  —  0,002588  cos  2  (48^50'  14") ' 

Aufserdem  entspricht  in  diesen  zwei  Werthen  von  h  der 
eine  Coefficient  von  G  der  äufsersten  Trockenheit ,  der  andere 
der  äufsersten  Feuchtigkeit ;  man  kann  daher  die  halbe  Summe 
dieser  zwei  GrÖfsen  oder  7961  ,10  für  den  dem  gewöhnlichen 
Zustande  der  Atmosphäre  entsprechenden  Coefficienten  nehmen. 
Alsdann  hat  man 

h  '  m 

—  [1  —  0, 002588  cos 2  (48050'14")]  =(18337  ,46)G 

und  vermittelst  dieses  Werthes  und  des  Werthee  von  g  findet 
man  aus  der  Gleichung  (5) 

1—0, 002588  cos  2  ^  L  ^^  A '    ^     /g) 

.     +2log(l  +  -i.)](l+f), 

in  welcher  Formel  die  Logarithmen  briggische  sind. 

Um  diese  Gleichung  anwenden  zu  könnein,  vernachlässigt 
man    zuerst  den  in   ihrem    zweiten  Theile  enthaltenen   Bruch 

— ,  wodurch  man  einen  ersten  Näh  er  ungs  werth  von  z  erhält, 

substituiert  man  diesen  in  den  zweiten  Theil,  so  erhält  man 
einen  zweiten  mehr  genäherten  Werth,  als  der  erste  ist  und 
bei  welchem  man  immer  stehen  bleiben  kann. 

Ersetzt  man  die  Zahl  18337,46  in  dieser  Gleichung  durch 
einen    unbekannten   Coefficienlen ,    und   bestimmt  a  aus    dem 
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Mittel  einer  grofsoD  Anzalil  von  Höhen  Zf  die  trigonometrisch 
gemessen  worden  sind,  so  findet  man 

a  =  48336™ 
was  sehr  wenig  von  dem  Coefficienten  18337,46,  den  wir  di- 
rect  berechnet  haben,  verschieden  ist. 

629. 
Will  man  die  Formel  (6)  2ur  Bestimmung  der  Höhe  eines 

Ortes  der  Erde  über  der  Meeresfläche  anwenden,  so  mufs 
man  T\  t\  h'  auf  diesen  Ort,  T^  t,  h  auf  den  nächsten 
Rand  des  Meeres  beziehen ,  und  zur  gröfseren  Genauigkeit 
mufs  man  für  ^  eine  mittlere  Breite  zwischen  diesen  Punkten 
nehmen.  Vermöge  der  Bemerkung  des  ^.  255  mufs  man  auch 
in  den  Ausdrücken  der  Schwere  g'  die  Wirkung  der  Erd- 
schichte, deren  Höhe  z  ist,  berücksichtigen-;  nimmt  man  an, 
dafs  ihre  Dichtigkeit  der*  Hälfte  der  mittleren  Dichtigkeit  der 
Erde  gleich  ist^  so  hat  man  alsdann 

«    —  (r  +  a)«  ^    Ar  ' 

und  wegen  der  Kleinheit  des  Bruches  —  findet  man,    dafs, 

r 

wenn  man  diese  Schwere  g'  anwendet,  die  in  der  Formel  (6) 

1-1  ^  ^  ^ 

enthaltene  Gröfse   1  H durch  1  +  —  ersetzt  werden  mufs. 

'    r  '    8r 

Um  ein  Beispiel   der  Berechnung  dieser   so  modificierten 
Formel  zu  geben,   will  ich  das  im   Annuaire   du   bureau 
des  longitudes   angeführte   wählen,    welches  sich   auf  die 
Höhe  von  Guanaxuato   über  der  Meeresfläche  bezieht. 
Die  gegebenen  Stücke  sind  in  diesem  Beispiele 
Ä  =  0",76315,      T  =  t  =  25^,3 
h'  =  O",  60095,     T'  =  ^'  =  21^3,    ^  =  210. 

T — r' 

Wird  die  Höhe  h'  corrigiert  und  mit  dem  Factor  1  -j-  ■  -  .^^ — 

multipliciert,    wie  dies  in  der  Formel  (6)  vorausgesetzt  wird, 

so  hat  man  ,,  m 

h    =  0  ,60138. 

Vernachlässigt  man  den  Bruch  —  in  dieser  Formel,    so 

findet  man 

z  =  2077"  98 
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als   ersten   Näherüngswe^th  von   z,    und   w^nn    man  diesen 

Werlh  in  dieselbe  Formel  substiluiert ,    1  H statt  i  -\ 

'       ^  Sr  r 

setzt;  "Wie  eben  gesagt  vrorden  ist,  tind  bemerkt,  d^fs  man 

r  =  6366198"" 
hat,  so  findet  man 

z  =  2081"  96 

für  die  gesuchte  Höhe,    welche  ungefähr  2J  Meter  ;weniger 

als. die  im  Annuaire  angegebene   beträgt« 

630. 

Ist  die  Höhe  z  nicht  sehr  beträchtlich,  so  kann  man  den 

z 
Bruch  —  in  der  Formel  (6)  vernachlässigen,  und  zu  gleicher 

Zeit  die  Zahl  1833?"*,  46  durch  einen  gröfseren  CoeSicienten 
ersetzen.  Derjenige,  welcher  sich^  aus  zahlreichen  Beobach- 
tungen, die  Ramond  im  südlichen  Frankreich  angestellt  hat, 
ergiebt,  ist  18393  Meter.  Die  entsprechende  Breite  ist  urige* 
fälir  tp  =  45^,  und  hiernach  reduciert  sich  die  Gleichung  (6) 
auf 
.  .  =  18393»  ri+a(L±jQ-|,Ä, 

L     '       1000   J    ®Ä" 

dies  ist  die  barometrische  Formel,   die  gewöhnlich   angewandt 
wird. 

In  demselben  Gefafse  und  unter  demselben  Drucke  fängt 
das  Sieden  des  destillierten  Wassers  immer  bei  derselben  Tem- 
peratur an,  und  diese  Temperatur  wird  niedriger,  jemdu*der 
äufsere  Druck  abnimmt.  Hat  man  daher,  nach  der  Erfahrung, 
eine  Tabelle  der  Temperaturen  entworfen,  bei  wichen  das 
Wasser  unter  Temperaturen,  die  in  sehr  kleinen  Graden  ab« 
nehmen,  zu  siedeHj^  anfangt,  und  bringt  ein  Wasser  enthalten-  - 
des  Gefafs  in  vermiedene  Höhen  über  die  Erde,  so  kann 
man  aus  den  Temperaturen,  bei  welchen  dieses  Wasser  zu 
kochen  anfangt,  vermittelst  dieser  Tafel,  '  die  entsprechenden 
barometrischen  Höhen  erfahren,  die  man  in  der  vorhergehen- 
den Formel  anwenden  kann.  Hierauf  beruht  der  Vorschlag, 
die  Unterschiede  der  Höhen  über  der  Erde,  vermittelst  der 
Beobachtung, des  Siedepunktes  des  Wassers  und  ohne  die  ba- 
rometrischen Messungen  direct  anzuwenden,  zu  finden. 
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631, 

leb  Will  dieses  Kapitel  mit  einigen  auf  das  Gewicht  und 
die  elastische  Kraft  der  Dämpfe,  welche  Kraft  man  auch  die 
Spannung  dieser  Flüssigkeiten  nennt;  bezüglichen  Bemerkun- 
gen beschliefsen. 

Enthält  ein  geschlossenes  Gefäfs  eine  Flüssigkeit,  in  bin- 
reichender  Menge ^  um  den  gesammten  Dampf  zu  liefern,  der 
sich  in  demselben  bilden  kann,  so  erreicht  der  sich  aus  dieser 
Flüssigkeit  entwickelnde  Dampf,  schneller  oder  langsamer  eiu 
Maximum,  welches  nur  Yon  der  Temperatur  abhängt,  und 
dasselbe  ist ,  wenn  das  Gefäfs  luftleer  ist ,  oder  Luft  oder  Gas, 
in  verdichtetem  oder  ausgedehntem  Zustande  enthalt,  ÜNIag 
nun  diese  Dampfmenge  ihr  Maximum  erreicht  haben,  oder 
noch  unter  demselben  seyn^  so  wird  ihre  Spannung  immer 
zu  der  des  trockenen  Gases' hinzukommen,  und  ihre  Summe 
die  elastische  Kraft  der  Mischung  bilden«  Bei  derselben  Tem- 
peratur ist  die  gröfste  Spannung  für  verschiedene  Dämpfe  ver- 
schieden, und  das  Gesetz,  welches  sie  bei  einem  und  dem- 
selben  Dampfe  befolgt,  ist  noch  nicht  als  Function  der  Tem- 
peratur- bekannt.  In  Beziehung  auf  den  Wasserdampf,  sind 
die  ausgedehntesten  Versuche,  die  man  bis  jetzt  besitzt,  die 
der  Commissäre  der  pariser  Akademie  der  Wissenschafter», 
über  wekhe  man  in  dem  zehnten  und  elften  Theile  ihrer 
Abhandlungen  Nachricht  findet. 

Die  gröfste  elastische  Kraft  des  Wasserdampfes,  der  im 
leeren  Räume,  bei  der  Temperatur  18^,75  z.B.  gebildet  wird, 
wird  durch  eine  barometrische  Höhe  yon  0  ,016  gemessen, 
bildet  er.  sich  in  trockener  Luft,  bei  derselben  Temperatur 
und  unter  dem  Drucke  0  ,76,  so  kommt  seine  elastische 
Kraft  zu  der  dieses  Druckes  hinzu,  und  die  Erfahrung  giebt 
wirklich  0  ,  776  für  den  durch  die  Mischung  ausgeübten  Druck. 
Könnte  man ,  ohne  den  isolierten  Dampf  in  den  flüssigen 
Zustand  zurück  zu  führen,  seine  Spannung  von  0  ,016  auf 
0™,76  erheben,  so  verhielte  sich  seine  Dichtigkeit,  nach  Gay 
Lussac's  Bestimmungen,  zu  der  der  trockenen  Luft,  unter 
demselben  Drucke  und  derselben  Temperatur,  wie  10  zu  16. 

In  Folge    des  Mariotteschen  Gesetzes  ist  daher  die  Dichtigkeit 

10    0,016 

des  Danipfes,   den  wir  als  Beispiel  gewählt  haben,    —  . -; 

16     Oj76 
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wenn  die  der  Luft  bei  der  Temperatar  18^>75  und  unter  dem 
Drucke  0  ,  76  als  Einheit  genommen  wird.  Nennt  man  daher 
P  da»  Gewicht  eines  Liters  dieser  Luft^  und  P'  die  eines 
Liters  Wasferdampfes ,   so  hat  man 

76  • 
Bei  der  Temperatur  Null  wäre  P  gleich  1000  Gramm^ 
dividiert  durch  769,4  (f.  61);  um  Seinen  Werlh  bei  der  Tem- 
peratur 18^^75  zu  erhalten,  mufs man  diesen  Quotienten  durch 
1-f- (18,75)  (0,00375),  vermöge  des  Gesetzes  der  Dichtigkeit 
der  Luft,  dividieren.     Hieraus  ergiebt  sich 

P  =  l*^21433, 
und  hieraus  findet  man 

P'  =  0^,0  J597. 
Das  Gewicht  eines  Liter  Dampfes,  bei  der  Temperatur 
18^,75  und  im  Maximum  der  Dichtigkeit,  mufs  dem  der  gröfs- 
ten  Quantität  Dampf  gleich  seyn,  welche  ein  Liter  Luft  bei 
dieser  Temperatur  enthalten  kann,  wie  auch  ihre  Dichtigkeit 
beschaffen  sey.  Durch  einen  directen  Versuch  hat  aber  Saus- 
sure gefunden,  dafs  das  gröfste  Gewicht  des  WasserdampfeS| 
der  sich  in  einem  Cubikfufse  Luft,  unter  dem  gewöhnlichen 
Drucke,  und  der  gegebenen  Temperatur  entwickeln  kann,  .10 
Grain  ist;  hieraus  ergiebt  sich  für  das  Cubikdecimeter  0,01546 
Gramm ,  was  von  dem  vorhergehenden  Resultate  wenig  ver- 
schieden ist.  Im  Allgemeinen  hat  man  unter  dem  barometri- 
schen Drucke  A,  und  bei  einer  beliebigen  Temperatur,  wenn 
man  A  di»  Dichtigkeit  der  trockenen  Luft,  A'  die  der  feuchten 
Luft  und  a  die  Spannung  des  Dampfes,  die  sie  enthält,  nennt, 


A   =-7-(/i  —  a  A a). 


Denn   ein  beliebiges   Volumen   j4   feuchter  Luft '  besteht 
aus  einem  gleichen  Volumen  trockener  Luft,  deren  elastische 

Kraft  auf  h  —  a  und  deren  Dichtigkeit  auf  —  (A  —  a)  re- 
duciert  ist,-  verbunden  mit   einem  gleichen  Volumen  Dampf, 

dessen  Dichtigkeit A   ist.     Daher   drückt    die   Summe 

16    A 

beider    Dichtigkeiten,    multipliciert   mit   -<^,    die   Masse   -^A' 
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der  Mischung  aus  9  und  wenn  man  den  gemeinschaftlichen 
Factor  A  wegläfst;  ^o  hat  man  die  vorhergehende  Gleichung. 
Diese  Gleichung  dient  dazu,  das  Gewicht  eines  gegebenen 
Volumens  feuchter  Luft  zu  bestimmen ,  wenn  man  das  Ge- 
wicht desselben  Volumens  trockener  Luft  bei  derselben  Tem- 
peratur,  und  die  Spannung  des  in  der  feuchten  Luft  enthal-^ 
tenen  Wasserdampfes  kennt.  Setzt  man  A  =  0  ,76,  nimmt 
an,  dafs  die  Temperatur  Null  ist,  und  bemerkt,  dafs  bei  dieser 
Temperatur  die  gröfste  Spannung  des  Wasserdampfes  0  ,  00508 
ist,  so  findet  man  daraus  den  Werth  von  d  des  ^.625. 

632. 
Vfäre  die   uns   umgebende  Atmosphäre  nicht  vorhanden, 

80  würde  sie  durch  eine  andere,  aus  dem  sich  über  dem 
Meere  erhebenden  Dampfe  gebildete,  ersetzt  werden.  Das 
Gesetz  der  Dichtigkeiten  ihrer  Schichten  und  die  ganze 
Höhe  würde  von  dem  Gesetze^  der  Temperatur,  welche  in 
dieser  aus  Wasserdampf  gebildeten  Atmosphäre  statt  hätte, 
und  welches  wir  nicht  kennen  können,  abhängen.  Wie  es 
aber  immer  beschaiFen  sey,  so  wird  stets  das  ganze  Gewicht 
einer  verticalen  cylindrischen  Säule  dieses  Dampfes,  dessen 
Grundfläche  die  Einheit  der  Oberfläche  ist,  der  elastischen 
Kraft,  die  ihrem  tiefsten  Funkte  entspricht,  gleich  seyn  (f.  626}, 
und  wenn  ihre  Dichtigkeit,  in  diesem  Punkte,  das  Maximum 
erreicht  hat,  so  wird  diese  Kraft  nur  noch  von  der  entsprechen- 
den Temperatur  abhängen.  Freilich  wissen  wir  nicht,  wie  diese 
Temperatur  beschaiFen  seyn  würde ,  und  es  ist  wahrscheinlich, 
dafs  sie  viel  niedriger  seyn  würde,  als  diejenige,  welche  jetzt 
an  der  Oberfläche  der  Erde  statt  hat,  weil  die  Flüssigkeit, 
welche  mit  dieser  Oberfläche  in  Berührung  wäre,  eine  viel  ge- 
ringere Dichtigkeit,  als  die  der  atmosphärischen  Luft  ist,  hätte. 
Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  sey  diese  Tempe- 
ratur noch  immer  18^,75.  Das  Gewicht  der  aus  Wasser- 
dampf gebildeten  atmosphärischen  Säule,  deren  Grundfläche 
ein  Cubikdecimeter  ist,  kann  nicht  gröfser  als  die  eines 
Quecksilberprisma  seyn,  das  dieselbe  Grundfläche  und  die  Höhe 
P  ,016  hat,  d.h.  als  das  Gewicht  von  16  Hundertel  eines 
Liter  Quecksilber  oder  ungefähr .  2300  Gramm.  Das  ganze 
Gewicht  des  Wasserdampfes,   welcher  in  einer  Säule  unserer 
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Atmosphäre  enthalten  seyn  kann,  hSngt  von  dem  Gesetze  der 
Abnahme  der  Temperatur,  im  verticalen  Sinne,  ab,  und  kann 
nicht  berechnet  werden«  Ist  ab^r  die  Grundfläche  der  Säule 
ein  Quadratdecimeter  und  die  untere  Temperatur  18^,75,  so 
kann  man  sich  leicht  überzeugen ,  iah  dieses  Gewicht  mehr  als 
2300  Gramm  betragen  mufs,  wenn  map  bemerkt,  dafs  in  dem 
ganzen  Theil  dieser  Säule,  deren  Temperatur  wenig  von  18^,75 
verschieden  ist,  und  bis  zu  der  Höhe,  in  welcher  der  Drück 

tu 

nicht  auf  0  ,016  reduciert  ist,  )edes  Liter  Luft  ungefähr  16 
Milligramm  Dampf  enthalten  kann. 

Die  Atmosphäre,  welche  auf  die  Oberfläche  der  Erde 
drückt,  ist  daher  keines weges,  wie  man  früher  glaubte,  die 
Ursache,  welche  die  Flüssigkeiten  verhindert  zu  verdunsten 
und  sich  im  Räume  zu  zerstreuen,  vielmehr  macht  es  ihre 
Gegenwart  den  Dämpfen  möglich ,  sich  über  der  Erde  in  gröfse- 
rer  Menge  zu  erhalten ,  als  wenn  die  Atmosphäre  nicht  vor- 
handen wäre. 
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Sechste»    Kapitel. 

Ueber   die   elastische    Kraft   und   die  Wärme   der 

Gasarten, 

633.  . 
Das  Mariotlesche  Gesetz  s^tzt,  wie  wir  ({•  622)  gesagt 
lia|)eDy  voraus^  dafs  man  der  ausgedehnten  oder  verdicliteteii 
Flüssigkeit  die  Zeit  gelassen  hat,  zu  ihrer  ursprünglichen  Tem- 
peratur zurück  zu  kehren.  Vernachlässigt  man  diese  Vorsicht^ 
80  nimmt  die  Temperatur  in  derselben  Zeit,  wie  die  Dichtig- 
keit, zu  oder  ab,  und  da  die  elastische  Kraft  auf  diese  Weise, 
im  Verhältnisse  der  Dichtigkeit  und  der  Temperatur ,  zu  oder 
abnimmt,  so  sieht  man,  dafs  sie  sich,  für  dieselbe  Flüssigkeit 
in  einem  gröfseren  Verhältnisse  als  die  Dichtigkeit  ändern 
mufs.  Ist  die  Flüssigkeit  in  einem  Gefäfse  enthalten,  dessen 
Wände  für  die  Wärme  undurchdringlich  sind,  so  behält  diese, 
wenn  sie  sich  ausdehnt  oder  verdichtet,  allen,  ihren  Wär- 
mestoif ,  und  ihre  Temperatur  nimmt  daher  zu  oder  ab.  Das- 
selbe ist  der  Fall,  so  oft  die  Veränderungen  der  Dichtigkeit 
schnell  genug  sind,  damit  iht*e  eigene  Wärme  nicht,  im  Falle 
einer  Verdichtung,  die  Zeit  hat^  als  strahlende  Wärme  zu 
entweichen,  oder  sich  durch  Berührung  den  benachbarten 
Körpern  mitzutheilen ,  und  damit,  im  Falle  der  Ausdehnung, 
diese  Körper,  vermittelst  der  Ausstrahlung  oder  der  Berührung 
keine  merkliche  Quantität  von  Wärmestoff  der  Flüssigkeit  mit- 
theilen können.  Dies  nimmt  man  z.  B. ,  wie  in  der  Folge 
erklärt  werden  soll,  in  Beziehung  auf  die  Veränderungen  der 
Dichtigkeit  an,  welche  bei  den  Schallwellen  statt  haben,  deren 
Dauer  nur  einige  Tausendel  einer  Secunde  beträgt*  Bei  dieser 
Frage  und  vielen  anderen  wäre  es  wichtig,  den  Ausdruck 
für  die  elastische  Kraft  eines  Gases  als  Function  der  Dichtig- 
keit und  des  entsprechenden  Steigens  oder  Sinkens  der  Tem- 
peratur zu  kennen,  w'enn  die  Wärmemenge  der  flüssigen 
Masse  unveränderlich  bleibt.  Bei  dem  gegenwärtigen  Zustande 
mangeln  uns  jedoch  die  nötlügen  Angaben  für  die  vollständige 
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Löfiung  dieser  Aufgabe  und  ich  will  iu  diesem  Capitel  erläu- 
tern ^  was  Rechnung  und  Erfahrung  uns  bis  jetzt  über  diesen 
Gegenstand  gelehrt  haben. 

634. 

Sey  Q  die  Dichtigkeit  einer  Gasart,  &  ihre  Temperatur  in 
Graden  des  hu ndertth eiligen  Thermometers  und  p  der  Druck, 
den  sie  auf  jede  Einheit  der  Oberfläche  ausübt ,  oder  das  Maafs 
ihrer  elastischen  Kraft,  so  hat  man   (f.  624). 

p  =  lQ(i  +  a&),  (1) 

wo  a  lind  l  zwei  von  q  und  S*  unabhängige  Coefficienten  sind, 
von  welchen  der  erste  für  alle  Gasarien  derselbe  und  gleich 
0^00375  ist,  der  zweite  dagegen  für  jede  Gasart  besonders 
gegeben  seyn  mufs. 

Die  ganze  Menge  der  in  einem  gegebenen  Gewichte  des 
Körpers,  iu  einem  Gramm  z.B.,  enthaltenen  Wärme,  kann 
nicht  berechnet  werden;  man  betrachtet  sie  als  unerschöpflich 
und  als  sehr  beträchtlich  im  Verhältnisse  zu  den  Giöfsen,  um 
welche  sie  sich  ändert,  wenn  sich  die  Dichtigkeit  oder  die 
Temperatur  dieses  Körpers  ändert.  Diese  zu  addierenden 
oder  abzuziehenden  Gröfsen  sind  es,  welche  man  untereinan- 
der vergleicht  und  der  Rechnung:  unterwirft.  Wir  werden 
daher  durch  q  den  Ueberschufs  der  in  einem  Gramme  Gas 
enthaltenen  Wärme,  über  die,  welche  dieses  Gramm  in  dem 
Falle,  wenn  das  Gas  eine  beliebige  Temperatur  und  Dichtig- 
keit hat,  enthält  und  die  z.B.  die  Temperatur  Null  und  die 
Dichtigkeit  0™,  76  seyn  sollen ,  betrachten.  Diese  Gröfse  q 
wird  eine  Function  von  P)  Q,  d*  oder  einfach  von  p  und  q 
seyn ,  weil  diese  drei  Veränderlichen  durch  die  vorhergehende 
Gleichung  untereinander  verbunden  sind.    Man  hat  daher 

wo  f  eine  Function  bedeutet,  deren  Gestalt  bestimmt  werden 

soll. 

Die  specifische  Wärme  dieses  Gramms  ist  die  Wärme- 
menge, welche  man  ihm  mittheilen  müfste,  um  seine  Tempe- 
ratur um  einen  Grad  zu  erheben,  oder  so  zu  sagen  die  Ge- 
schwindigkeit des   Wachs'thums  von  q  in   Beziehung  auf  ^, 

dq   ,  i 

deren  Werth    -rr  ist.     Man  kann  sie   aber  unter   zwei  ver- 
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scbiedeuen  Gesiclilsp unkten  betrachten,  einmal,  indem  mau 
den  Druck  p  als  constant  annimmt,  und  dem  Gaee  die  Frei- 
lieit  sich  auszudehnen  läfst,  oder,  indem  man  es  imter  einem 
beständigen  Volumen  erhält  und  annimmt,  dafs  der  Druck  p 
mit   der  Temperatur   zunimmt.     In   Folge   der   Gleichung  (1) 

hat  man  ^ 

dg    ^^^  aq 

wenn  man  p  als  eine  beständige  Gröfse  ansieht  ^    und 

dp    ap 

d&  ~    1-f  «^  ' 

wenn  man  q  als  unveränderlich  betrachtet.    Nennt  man  daher 

c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  beständigem  Drucke, 

und  c,  seine  specifische  Wärme  bei  beständigem  Volumen ,  so 

dafs  man  -,       ^  i       ^ 

aq  dg  dq  dp 

^         rfß  5^'      '         dp  d^ 

hat;   so  ergiebt  sich  hieraus 

~~   ■    de   1+a»'      '  ^  dp    1  +  «*'     ^' 
und  daher 

wenn  man  durch  y  das  Verhältnifs  der  zwei  specifischen 
Wärmen  bezeichnet,    d«  h.  wenn  man 

—  -1   ' 
setzt.  ^/ 

Es  ist  a  priori  einleuchtend,  dafs  dieses  Verhältnifs  y 
gröfser  als  die  Einheit  seyn  mufs.  Denn  man  braucht  .mehr 
Wärme,  um  die  Temperatur  eines  Gases  zu  vermehren  und 
es  zu  gleicher  Zeit  auszudehnen,  als  um  seine  Temperatur 
um  dieselbe  Gröfse  zu  vermehren ,  ohne  seine  Theilchen  von 
einander  zu  entfernen»  Die  Erfahrung  allein  kann  aber  nur 
den  Werth  von  y  für  die  verschiedenen  Gasarten  angeben^ 
und  wie  dieser  Werth  von  dem  Drucke  und  der  Dichtigkeit 
abhängt.  Diesen  Werth  findet  man,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soU^  aus  der  Zunahme  der  einer  kleinen  Verdichtung 
des  Qases,  bei  welcher  keine  Wärme  verloren  gieng^  entspre- 
ehenden  Temperatur« 
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635. 

Man  bezeichne  immer  durch  &  die  Temperatur  des  Gases; 
sey  1^  -("  ^  ^^^9  ^^^  ^^^  ipvlrd,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Flüssig, 
keit,  durch  eine  selir  schnelle  Verdichtung,  in  dem  Verhältnisse 
von  1  -j-  (J  zur  Einheit  vermehrt  worden  ist,  wo  d  ein  sehr  kleiner 
Bruchist.  Ist  der  während  dieser  Zusammendrückung  stattgehabte 
Wärmeverlust  unmerklich ,  so  ist  die  Zunahme  w  der  Wärme, 
welche  der  sehr  kleinen  Verdichtung  (f  entspricht,  die  Gröfse, 
welche  zuerst  durch  folgenden  Versuch  bestimmt  werden  soll. 

Man  nehme  an,  die  Gasart  sey  atmosphärische  Luft,  die 
in  einem  geschlossenen  Gefafse  enthalten  ist  und  deren  Druck, 
Dichtigkeit  und  Temperatur  dieselben,  wie  auJserhalb  sind, 
wo  sie,  während  der  Dauer  der  Beobachtung,  durch  p,  p,  '^ 
bezeichnet  werden  sollen.  Man  nimmt  einen  kleinen  Theil 
der  inneren  Luft  weg,  und  .nachdem  die  übrige  Luft  ihre 
ursprüngliche  Temperatur  wieder  angenommen  hat,  bezeichnet 
man  durch  p'  und  q'  ihren  Druck  und  ihre  Dichtigkeit. 
Man  stellt  alsdann  die  Verbindung  mit  der  äufseren  Luft  wie« 
der  her;  der  Druck,  die  Dichtigkeit  und  die  Temperatur 
nehmen  zu  gleicher  Zeit  zu,  so  dafs,  nach  einer  sehr  kurzen 
Zeit,  der  innere  Druck  dem  äufseren  Drucke  gleich  ist.  In 
diesem  Augenblicke  unterbricht  man  die  Verbindung,  und  es 
sey  nun  q"  und  &  -{^  w  die  innere  Dichtigkeit  und  Tempera- 
tur. Diese  Zunahme  o)  der  Temperatur  verliert  sich,  und 
ohne  dafs  die  Dichtigkeit  q"  sich  ändert,  nimmt  der  innere 
Druck  ab  und  wird  p'\  Da  die  Dichtigkeit  der  inneren  Luft 
sehr  schnell  von  q'  zu  p"  übergegangen  ist,  so  wird,  wenn  man 

Q 

setzt,  und  die  kleine  Wärmemenge,  welche  das  Gefäfs  vielleicht, 

während  der  Zeit  dieses  Ueberganges,  absorbiert  hat,  vernach- 
lässigt, die  Zunahme  der  Temperatur  w  diejenige  seyn,  welche 
der  Verdichtung  d  entspricht  und  deren  Werth  man  sucht. 
Die  Angabe  eines  in  -die  innere  Luft  getauchten  Thermometers 
wäre  zu  langsam,  um  diese  Zunahme  der  Temperatur  anzu- 
geben, welche  nvr  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  vorhanden 
ist ;  man  kann  aber  den  Werth  von  o)  aus  den  drei  Drucken 
p,  p', p',  oder  den  drei  entsprechenden  Barometerhühen  finden, 
zu   deren  Beobachtung  man  Zeit  hat.    ' 

32, 
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Es  giebt  nenilicli,  bei  dem  eben  bescbriebeiien  Versuche, 
zwei  Zeitpunkte ,  in  welchen  die  Temperatiu*  >&  zwei  verschie- 
dene Dichligkeilen  g'  und  q  und  den  gegebenen  Drucken  p' 
und  p"  entspricht.  Nach  dem  Mariolleschen  Gesetze  hat  man 
daher  ''  p" 


und  mithin 


I        —^  r    > 

Q  P 


V  _  P    —P 

o  =  ; , 

P 
woraus   man  die  Verdicblung   d  findet.     Aufserdem   giebt   es 

zwei  Zeilpunkte,    in   welchen   dieselbe  Dichtigkeit  ^"  für  die 

Temperaturen  d^-^w  und  &,   unter   dem  Drucke  p  und  /?", 

statt   hat.      Vermöge   des   Gesetzes    der  elastischen  Kräfte   bei 

gleicher  Dichtigkeit  hat  man  daher  auch 

p_   _    l  +  «(^+c»)  , .. 

p'-  1  +  «^       '  w 

woraus  man  den  Werlh  von  w,    der  der  Verdichtung   S  ent- 
spricht, findet.  '  ^ 

Bei  einem  Versuche  der  Herren  Desormes  und  Cle- 
ment, bei  welchem  der  Uebergang  von  der  Dichtigkeit  q' 
zur  Dichtigkeit  q"  in  weniger  als  einer  halben  Secuude  statt 
hatte,  war 

p  =  O'^jTÖÖS,       p'  =  0™,7527,      p"  =  o"',7629; 
was 

S  —  0,0133 

giebt.     Man  hatte  a^Jch  ^=12^,5;    und  da  «  =  0,00375    ist, 

so  findet  man  aus  der  Gleichung  (4) 

w  =  10,3173; 

hieraus   folgt,    dafs   für    eine  Verdichtung   von   0,0133,    ohne 

Wärmeverlust,    die   Temperatur   der  Luft   um    1^,3173    oder 

beinahe  um  einen  Grad  für  eine  Verdichtung 

.         0,01331 

S  —  ± —  0,0101 

zunimmt.  1,3173 

Diese  Wärmezunahme  kann  man  auch  aus  der  Geschwin- 
digkeit des  Schalles  finden,  und  auf  diese  Weise  habe  ich 
früher  eine  Zunahme  von    einem  Grade    für  eine  Verdichtung 

— ,    ohne   Wärmeverlust,    gefunden,    welches   Resultat   sich 

von  dem  eben  angeführten  Versuche  nicht  sehr  entfernt. 
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636. 
Ich  behaupte   nun,   dafs    der  WeJrlh    des   Verhähnisses  y 
des  \.  634 

ist.  Denn  es  sey,  wie  vorher,  p  die  elastische  Kraft,  ^  die 
Temperatur  eines  Gases,  und  die  Verdichtung  8  derjenigen 
gleich,  welche  die  Flüssigkeit  erleidet,  wenn  man  ihre  Tempe^ 
ralur  um  sehr  wenig  vermindert,  ohne  den  Druck  zu  ändern. 
Bezeichnet  man  diese  kleine  Wärmeänderung  durch  e,  so  hat 
man 

1  +a^ 
Man  nenne  V  die  Wärmemenge,  die  man  einem  Gramme 
des  Gases,  welches  man  betrachtet,  mittheilen  müfste,  um 
seine  Temperatur  von  ^ — b  auf  ^  zu  erheben,  ohne  den 
Druck  p  zu  ändern«  Ist  die  specÜische  Wärme  bei  beständi- 
gem Drucke  c,  so  hat  man  auch 

,  r  =  c«. 

Man  nehme  nun  an,  dafs  man  die  Flüssigkeit^  nachdem 
ihr  diese  Wärme  mitgetheilt  worden  ist,  plötzlich  zusammen- 
drücke,, so  dafs  man  sie  auf  ihr  anfängliches  Volumen  zu- 
rückführt. Sie  wird  alsdann  eine  Verdichtung  8  erleiden ,  und 
wenn  sie  keine  Wärme  verloren  hat,  so  wird  ihre  Tempe- 
ratur um  CD  zugenommen  haben  und  i^  -}-  co  geworden  seyn. 
In  diesem  Zustande  wird  der  Druck  der  Flüssigkeit  gröfser 
gewjorden  seyn  als  j!>;  lafst  man  aber,  ohne  das  Volumen  zu 
ändern,  die  Temperatur  h\&  d'  —  b  sinken,  so  Qimmt  dieser 
Druck  ebenfalls  ab  und  wird  wieder  gleich  p,  ,  Während 
dieses  Sinkens  der  Temperatur  wird  das  Gas  eine  Menge  von 
Wärm?  verlieren ,  die  der  kleinen  Verminderung  der  Tempe- 
ratur €  -f-  (w  proportional  ist  und  durch  c,  (c  -|-  ^'O  ausge- 
drückt wird,  weil  c,  seine  specifische  Wärme  bei  beständigem 
Volumen  ist.  Da  das  Volumen,  die  Temperatur  und  der 
Druck,  nach  diesem  Wärmeverlust ,  dieselben  sind,  wie  sie 
waren,  ehe  die  Wärmemenge  V  der  Flüssigkeit  mitgetheilt 
wurde,  so  ist  es  nothwendig,  dafs  der  Verlust  c,  (e  +  w)  der 
Wärme  gleich  V  sey;   man  hat  daher 

c  6  =  C/  («  "1"  w) ; 

32* 
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woraus  mau 

^  =  7-  =  *  +  7 

findet;  und  vrenn  man  den  vorhergelienden  WerUi  von  S  be- 
rücksichtigt,   50  sieht  man,   dafs  dieser  Werlh  von  y  mit  der 

Formel  (5)  zusammenfölll. 

»  « 

637. 

ff  t 

Setzt  man  in  dieser  Formel  ,         au  die  Stelle  von 

P 
fi,  und  statt  fa  seinen  aus  der  Gleichung  (4)  abgeleiteten  Werth, 

80  hat  man 

KP    —P)P 
v^'odurch  man  den  Werth  von  fy  vermöge  der  Drucke/?,  p ',77", 

oder   der  entsprechenden   barometrischen  Höhen   erfährt,   der 

sich  aus  dem  oben  beschriebenen  Versuche  ergiebt* 

Wendet   man  die   früher   angeführten   Zahlenwerthe  von 
p,  p',  p'  an,  so  findet  man 

y  z=i  1,3482 
für  den  Werth  des  Verhältnisses  der  beiden  specifischen  Wär- 
men c  und  C/,  bei  der  atmosphärischen  LuD. 

Gay  Lussac  und  Welt  er  haben  durch  ein  ähnliches 
Verfahren  einen  etwas  verschiedenen  Wertli  dieses  Verhält- 
nisses gefunden,  nemlich 

y  =  1,3748, 

und  sich  überzeugt,  dafs  diese  Gröfse  von  der  Temperatur 
und  dem  Drucke  der  Luft  unabhängig  ist ;  so  dafs  man  in  der 
auf  diese  Flüssigkeit  angewandten  Gleichung  (3),  die'  Gröfse  y 
als  eine  beständige  ansehen  kann«  Durch  ein  anderes  Ver-* 
faliren  hat  Du  long  für  vollkommen  trockene  Luft''') 

y  =  1,421, 
und  einen  fast  gleichen  Werth  für  Sauerstoff-  und  Wasser- 
stofPgas  gefunden.  Für  andere  Flüssigkeiten  aber,  wie  z.  B. 
für  Kohlensäure  und  Ölbildendes  Gas,  hat  dieses  Verfahren, 
welches  in  der  Folge  vorkommen  wird,  sehr  ungleiche  Werthe 
von  y  gegeben ,  die  weniger   als  die  vorhergehenden  betragen. 


*)  Mteoires  de  FAcad.  des  Sciences.  T.  X. 
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so  dafs  dieses  Verhüllnifs  im  AUgemeioeo   von  der  Natur  des 

_  t 

Gases ^  dem  es  entspricht,   abhängt 

638. 
Betrachtet  man  y  als   eine   beständige  Gröfse,   so  ist  das 

Integral  der  partiellen  DifiFerentialgleichung  (3) 

wo  /  die  willkührliche  Function  bezeichnet.      Umgekehrt  hat 
man 


p  =  /^?» 

und  vermöge  der  Gleichung  (1) 

1       y  — 1 

1 

*=ai^           ^9- 

wo  9)  die  umgekehrte  Function  von  f  ist« 

Bleibt  die  Gröfse  q  dieselbe ,  wenn  p,  Qy  &  11^  p  >  Q'y  'S* 
übergehen ,  so  hat  man  ebenso 

P  =  p    9j,    *  =  — ^  e         vq  —  —• 

Man  hat  —  =  266,67;    und  wenn  *  und  &'  Grade  der 
a 

hunderttheiligen  Scale  seyn  sollen,  so  mufs  dieser  Factor  ih- 
res Werlhes  ähnliche  Grade  ausdrücken.  Eliminiert  man  aufser- 
dem  y)q  aus  diesen  zwei  letzten  Gleichungen  und  der  vorher- 
gehenden, so  ergiebt  sich 

"'  =  "  (t)' 

^'  =  (2660,67  +  &)  f^J  —  2660,67 

Diese  Gleichungen  (b)  enthalten  die  Gesetze  der  elasti- 
schen Kraft  und  der  Temperatur  der  Gase,  die  ohne  Acnde- 
rung  in  ihrer  Wärmemenge  zusammengedrückt  oder  ausgedehnt 
werden.  Sie  beruhen  auf  der  einzigen  Voraussetzung,  dafs 
das  Verhältnifs  y  der  zwei  specifischen  Wärmen  sich  nicht  für 
dieselbe  Flüssigkeit,  mit  dem  Drucke  und  der  Temperatur 
ändert,  welche  Voraussetzung  in  Beziehung  auf  die  atmosphä- 
rische Luft  4u^<^^  die.  im  vorhergehenden  f.  angeführten  Ver- 
suche bestätigt  worden  ist. 
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639. 
Mao  mufs  uocli  eine  zweite  Voraussetzung  machen,  um 
die  willkiihrliclie  Function  /  zu  bestimmen,,  welche  der  Werth 
von  q  enthält.  Das  Einfachste  ist,  anzunehmen,  dafs  eine 
Gasarl,  unter  beständigem  Drucke,  sich  für  gleiche  Zunahme 
an  Wäruiemeuge  gleichförmig  ausdehnt ,  was  darauf  zurück« 
kommt,  dafs  die  specifischc  Wärme  c  constant  ist,  wenn  die 
Zunahme  von  einem  Wärmegrade,  dem  sie  entspricht  (634), 
durch  ein  Luflthermometer  gemessen  wird.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung muls  q  eine  lineare  Function  von  &  seyn,  substi- 
tuiert man  aber  in  der  Function /J  den  aus  der  Gleichung  (l) 
gefundenen  Werth  von   q^  so  hat  man 

Daher  ist  ' 

qz=z  J  ^  J9  (2660,67+^)/?? "'S         (7) 
wo  yi  und  B  Gröfsen  bedeuten,  die  von  p  und  d-  unabhängig 
sind    und  von  der  Natur  der  betrachteten  Gasart  abhängen. 

Vermöge  der  Gleichung  (2)  hat  man 

c  z=z  Bp  r       S     _C/  =  --  /j  y      ^ , 

und  um  die  specifische  Wärme  einer  Gasarl,  bei  beständigem 
Drucke  oder  beständiger  Dichtigkeit,  unter  jedem  Drucke  zu 
kennen ,  ist  es  hinreicliend ,  dafs  sie  unter  einem  bestimmten 
Drucke  bekannt  sey.  Nach  Laroche  und  B^rard  hat  man 
z.  B.  c  =  0,2669  für  die  trockene  Luft  unter  dem  Drucke 
von  0  ,76,  wenn  die  specifische  Wärme  des  Wassers  als 
Einheit  genommen  wird.  Nennt  man  H  den  dieser  barometri- 
schen Höhe  entsprechenden  Druck,    so  hat  man  daher 

0,2669  =  BJI  F""^, 
und  wenn  man  auch  h  die  Höhe  des  Barometers,   in  Metern 
ausgedrückt,   nennt,    die    einem   beliebigen  Drucke  entspricht, 

n  7i 

SO  dafs  man  -^  = hat,  so  ergiebt  sich  hieraus 

II         0,76  '  fe 

/0,76n  .  _    i 
c  =  0,2669  QJ^-JI--, 

woraus  man  den  Werth  von  c,  findet,    wenn  man  durch  die 
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Coustaot«  Y  dividiert.     Da  diese  Constante  gröfser  als  die  Ein- 

lieit  ist ,   wodurch  der  Exponent  1 positiv  wird,  so  sielit 

man,  dafs  die  specifisclie  Wärme  eines  Grammes  Luft  abnimmt, 
wenn  seine  elastische  Kraft  oder  die  Höhe  h  zunimmt« 

Bezeichnet  man  durch  m  die  Wärmemenge,  welche  ein 
Gramm  Luft  verliert,  wenn  sei^e  Temperatur  um  n  Grade 
abnimmt,  ohne  dafs  sich  die  elastische  Kraft  ändert,  so  hat 
man 

m*=  n  (0,2669)  V^-r— y  ^  • 

Bei  gleichem  Volumen  und  gleicher  anfänglicher  Tempe- 
ratur nimmt  das  .Gewicht  dieser  Luft  in  dem  Verhältnisse  von 
Ä'  zu  A,  unter  einem  Dxucke,  der  durch  eine  andere  Höhe  Ji 
des  Barometers  gemessen  wird,  zu.  Nennt  man  m  die  Wärme- 
menge, welche  dieses  Volumen,  unter  diesem  anderen  Drucke, 
bei  einer  Wärmeabnahme  n  ^  verloren  hat,  so  hat  man  daher 

m-  =-^  (0,2669)  (-1^)»       ., 
woraus  man 

ni  \  h  J 

für  das  Verhältnifs  der  Wärmemengen ,   die  dasselbe  Volumen 
Luft  unter  verschiedenen  Drucken  verloren  hat,  findet. 
In  einem  Falle,  bei  welchem 

li    =  l'",0058 ,     h  =;=  o"*  J405 
war,  fanden  Laroche  und  Berard 

—  =  1,2396 
m 

als  Mittel  aus  zwei  Beobachtungen.     Setzt  man  y  =  i,421,  so 
fiiebt  die  Formel  für  diese  Werthe  von  h  uud  li 

—  =  1,2405, 
m 

was  nicht  merklich  von  dem  Resultate  des  Versuches  verschie- 

den  ist. 

640. 
Will  man  die  Formel  (7)  auf  den  Wasserdawpf  anwen- 
den, so  mufs  man  annehmen: 
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1)  dsSSf  wenn  ein  Gramm  Luft  gebildet  hi  und  sich  kein 
Theil  demselben  niederschlägt,  noch  von  Neuem  Dampf  hinzu 
kommt,  das  durch  y  bezeichnete  Verhältnifs  seiner  specifischen 
Wäi^nic  bei  beständigem  Drucke  zu  seiner  speciüschen  Wärme 
unter  beständigem  Vohimen,  sich  nicht  mit  der  Temperatur 
und  Dichtigkeit  ändert. 

2)  dai's  die  Wärmemenge ,  welche  notliwendig  ist,  um  die 
Temperatur  dieses  Grammes  Dampf  um  eine  gewisse  Zahl 
von  Graden  zu  erhöhen ,  eey  es  nun  unter  beständigem 
Drucke  oder  unter  unveränderlichem  Volumen,  dieser  Zalil 
proportional  ist,  wenn  die  Temperatur  durch  ein  Luftther- 
mometer  angegeben  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  nennt  man  nun  C  die  Wärmemenge, 
welche  erforderlich  ist ,  um ,  unter  dem  barometrischen  Drucke 
0  ,76  und  bei  der  Temperatur  100^,  ein  Gramm  Wasser, 
dessen  anfängliche  Temperatur  Null  ist,  in  Dampf  zu  ver- 
wandeln, bezeichnet  durch  q  die  Wärmemenge,  die  man  an- 
wenden mufs,  um  dieses  Gramm  Wasser  in  Dampf  zu  ver- 
wandeln, und  dem  Dampf  eine  Temperatur  S'  unter  einem 
beliebigen  Drucke  p  zu  geben ,  bezeichnet  man  endlich  durch 
c  die  speciüsche  Wärme  des  Wasserdampfes  unter  dem  bestän- 
digen Drucke  von  0™,  76  und  ersetzt  in  der  Gleichung  (7) 
den  Druck  p  diuxh  die  barometrische  Höhe,  durch  wdche 
er  gemessen  wird  und  die  wir  durch  h  bezeichnen,  so  muTs 
diese  Formel  q  =z  C  geben,  wenn  h  =  0™,76  und  &  =  1X)0® 

ist,  und  -j-^  =  c  geben,  wenn  A=:0°»,76  ist. 

Bestimmt  man  aber  durch  diese  Bedingungen  die  zwei 
willkührlichen  Constanten  j4  und  £,  die  sie  enthält,  so  wird 
sie  alsdann 

q  =  C+c  ["(2660,67  +  d)  (p^)  "7~—  366^,67"]      (8) 

Es  wäre  zu  wünschen,  dafs  man  durch  Versuche  den 
Grad  der  Genauigkeit  dieser  Formel  erforschte,  und  dafs  die 
drei  Constanten  C,  c,  ;/,  die  sie  enthält,  mit  Genauigkeit  be- 
stimmt würden.  Nimmt  man  die  specifische  Wärme  eines 
Grammes  Wasser  bei  der  Temperatur  Null  als  Einheit,  so 
hat  man 

C  =  550, 
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wenn  man  für  C  das  Mittel   aus   den  Wertlien   dieser  Gröfse 

Ditnmt;    welclie   verschiedene   Physiker   erhalten    haben.     Zn 

gleicher  Zeit  hat  man 

c  =  0,847 

nach  einem  unzuverlM»sigen  Versuche,  der  wiederholt  zu  wer- 
den verdiente.  Was  den  Werth  von  y  betrifft,  so  ist  er  bis 
jetzt  ganz  unbekannt« 

641. 
Sey  es  nun,  dafs  die  Dichtigkeit  q  des  Wasserdampfes, 
welche  dem  Drucke  p  und  der  Temperatur  ^  entspricht,  ihr 
Maximum  erreicht  hat,  oder  unter  demselben  ist,  immer  wiixl^ 
die  für  Dämpfe  und  permanente  Gasarten  güllige  Gleichung  (1) 
den  Werth  von  q  angeben,  wenn  die  Werthe  von  p  und  ^ 
gegeben  sind.  Nennt  nfian  D  die  Dichtigkeit  bei  der  Tempe- 
ratur von  100®  und  unter  dem  gewöhnlichen  Drucke  von 
0"",76,  und  bezeichnet,  wie  früher,  durch  //  die  barometrische 
Höhe,  welche  p  entspricht,  so  findet  man  aus  dieser  Glei- 
chung (2) 

_     Dh  366Q,67 

*  ~  0«  76    266<>,67  +  d^  * 
Da   das    Gewicht    eines   Liters    trockener    Luft,    bei  der 
Temperatur  Null  und  unter  dem  Drucke  von  0™,76,  nach  f.  631, 
1^'',21433  beträgt,  so  wird  es,  bei  der  Temperatur  100<>, 

1^^21433 

1,375    ' 

oder  0^^,883,    und   das   Gewicht    eines   Liters   Wasserdampf, 

bei  derselben   Temperatur  und   unter   demselben  Drucke,   ist 

10 

—  (0*^883)  oder  0*',55;    daher  hat  man 

D    ^      ^     ^  0'",76  *  266,67+^ 

für  das  Gewicht  eines  Volumens  v  von  Dampf  bei  der  Tem- 
peratur &  und  unter  dem  beliebigen  Drucke  h.  Nennt  man 
daher  J^  die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  dieses 
Gewicht  Dampf  zu  büden,  wenn  das  Wasser  ursprünglich  die 
Temperatur  Null  hatte ,  so  ist  P^  das  Produkt  aus  dieser  An- 
zahl von  Grammen  in  die  Gröfse  q ,  die  durch  die  Formel  (8) 
gegeben  ist;    so  dafs  man 
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vhq  201«%  66 


V  = 

O^jTö  '  266,67  4- d- 

bat. 

Die  Einheit,  auf  welche  diese  GrÖfse  /^nun  bezogen  wird, 
ist  die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Tempe- 
ratur eines  Grammes  Wasser,  von  Null  bis  zu  einem  Grade 
zu  erheben ;  und  diese  Einheit  ist ,  wie  man  weifs,  dem  75- 
fachen  der  Wärmemenge  gleich,  die  man  anwenden  mufs,  um 
ein  Gramm  Eis  bei  der  Temperatur  Null  zu  schmelzen,  ohne 
diese  Temperatur  zu  vermehren. 

Verschiedene  Beobachtungen  haben  manche  Physiker  auf  den 
Gedanken  gebracht,  dafs,  wenn  der  Wasserdampf  das  Maximum 
seiner  Dichtigkeit  erreicht  hat ,  welches  seiner  Temperatur  ent- 
spricht, die  Wärmemenge,  welche  wir  durch  q  bezeichnet  ha- 
ben, sich  nicht  mit  dieser  Temperatur  ändert.  In  diesem 
Zustande  braucht  man  di^se  Flüssigkeit  bei  den  Dampfma- 
schinen, Das  Verhältnifs  der  erzeugten  Wärmemenge  /^  zu 
der  Spannung  7i,  stände  alsdann,  bei  sonst  gleichen  Umstän^ 
den,  im  umgekehrten  Verhältnisse  von  266^,67 -}- -ö*.  Daher 
würde  das  Verhältnifs  des  Wärmeaufwandes  zu  der  auf  den 
Stempel  ausgeübten  Wirkung,  deren  Maafs  h  ist,  abnehmen, 
wenn  die  Temperatur  grofser  würde,  und  dieses  Verhältnifs 
wäre  bei  Hochdruckmaschinen  am  kleinsten.  Indessen  wäre 
alsdann  die  Ersparung  an  Brennmaterial,  die  sich  zu  ihrem 
Vorlheil  ergeben  würde,  weit  von  der  entfernt,*  die  die  Er- 
fahrung anzugeben  scheint,  und  diese  Maschinen  verdanken 
daher  ihren  Vorzug  ohne  Zweifel  anderen  Umständen. 

642. 
Man  denke  sich ,  der  Theil  des  verticalen  Cylinders 
ABCD  (Fig.  53) ,  der  zwischen  der  Oberfläche  des  Wassers 
EF  und  der  Fläche  des  Stempels  GH  enthalten  ist,  sey  mit 
Wasserdampf  im  Maximum  der  Dichtigkeit  angefüllt,  welches 
der  Temperatiw  d'  dieses  Dampfes,  des  unteren  Wassers,  des 
Cylinders  und  des  Stempels  entspricht.  In  diesem  Zustande 
sey  die  elastische  Kraft  des  Dampfes  im  Gleichgwichte  mit  dem 
Gewichte,  des  Stempels,  so  dafs,  wenn  man  diese  Kraft  p^ 
dieses  Gewicht,  den  äufseren  Druck ,  den  der  Stempel  erleider, 
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mit  eingerechnet^  P  und  A  den  Flächeninhalt  seiner  horizon- 
talen Grundfläche  nennt, 

P  =  Xp 
ist. 

Vermehrt  man  das  Gewicht  P,  so  dafs  es  P  +  i7  wird, 
80  sinkt  der  Stempel,  und  der  Raum,  den  der  Dampf  ein- 
nimmt, wird  kleiner;  da  man  aber  angenommen  hat,  dafs  er 
im  Maximum  seiner  Dichtigkeit  ist,  so  wird  sich  ein  Theil 
in  Wasser  verwandeln ,  und  ist  die  Temperatur  unveränderlich, 
80  wird  es  der  Druck  p  auch  seyn.  Im  ersten  Momente  der 
Zusammendrückung  wird  freilich  die  Temperatur  d"  zunehmen, 
so  dafs  vielleicht  der  Uebergang  in  den  flüssigen  Zustand  nicht 
80g1eich  statt  hat,  und  der  Druck  p  kann  zunehmen.  Ist 
aber  die  Bewegung  des,  Stempels  nicht  sehr  schnell,  so  ver- 
schwindet diese  Zunahme  der  Wärme,  ehe  die  Verrückung 
des  Körpers  merklich  wird,  und  man  mufs  alsdann  &  und  p, 
während  der  ganzen  Bewegung  als  beständige  Grüfsen  ansehen. 
Man  mufs  auch  bemerken,  dafs  die  Verdichtung  der  Flüssig- 
keit, die  sie  in  Wasser  verwandelt  und  unmittelbar  an  dem 
oberen  Theile  G//,  der  mit  dem  Stempel  in  Berührung  steht, 
erzeugt  wird,  sich  bis  EF  fortpflanzt,  und  zwar  in  einer 
sehr  kurzen  Zeit,  während  welcher  die  Verrückung  des  Stem- 
pels unmerklich  ist;  hieraus  folgt,  dafs  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  in  ihrer  ganzen  Höhe,  während  des  Sinkens  des 
Stempels,  merklich  dieselbe  ist.  Dies  vorausgesetzt,  wird  die 
bewegende  Kraft  dieses  Körpers  constant,  und  dem  Ueber- 
schusse  von  P  -]-  11  über  Xp  oder  17  gleich  seyn.  Vernach- 
lässigt man  die  Reibung  gegen  die  Wände  des  Cylinders,  so 
ist  seine  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt,  und  wenn  man 
die  dem  Dampfe  mitgetheilte  Bewegung  unberücl^sichtigt  läfst, 
d.h.  wenn  man  seine  Masse  im  Verhältnifs  zu  der  des  Ge- 
wichtes H  vernachlässigt,  so  ist  die  beschleunigende  Kraft 
dieser  Bewegung  die  im  Verhältnifs  von  J7  zu  P  ^-  77  ver- 
minderte Schwere.  Nennt  man  daher  /  die  Höhe  von  GH 
über  JEFf  so  ist  der  Werth  der  durch  den  ganzen  Fall  des 
Stempels  hervorgebrachten  lebendigen  Kraft  217/. 

Man  nehme  an ,  dafs ,  während  der  Stempel  zuerst  in  GH 
angehalten  wurde,  die  Temperatur  des  unteren  Wassers  plötz- 
lich abgenommen  habe^,  und  ^\  kleiner  als  &j  geworden  sey. 
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Die  mit  EF  in   Berührung  befindliche    Danipfschichte   wird 
durch  die  Kälte  in  Wasser  verwandelt;'  sie    wird  durch  eine 
andere  ersetzt,  die  sich  ebenf^Uv^  in  Wasser  verwandelt,   und 
wenn  die  Wassermasse   hinlänglich  grofs  ist,   damit  diese  auf 
einander   folgenden    Dampfschichten    seine    Temperatur    nicht 
merklich   ändern,   so    wird    der   Uebergang    des  Dampfes  in 
Wasser  fortdauern,   bis   die  ganze  Dampf masse   die  elastische 
Kraft  p'  hat,   welche  der  Temperatur  ^'  und  dem  Maximum 
der  zu   dieser  Temperatur  gehörenden   Dichtigkeit  entspricht. 
Indessen   wird  die  Temperatur   der  Dampfsäule,   ebenso   wie 
die  Dichtigkeit,    nicht  in   ihrer  ganzen   Höhe   dieselbe   seyn, 
und  es  wäre  eine  interessante  Aufgabe,  die  Gesetze  ihrer  Tem- 
peratur  und   Dichtigkeit  aus  den  Temperaturen  ^  und  ^'  zu 
bestimmen,   die   beständig  an   ihren   beiden  Endpunkten  statt 
haben,    und   indem   man   die    Dichtigkeit   |eder   Schichte    als 
Function  ilirer  Temperatur  betrachtet  t  so   dafs  die   elastische 
Kraft    constant   und   gleich   p'   ist.      Diese   Beständigkeit   des 
Druckes  in  der  ganzen  Höhe  der  Dampfsäule  ist  offenbar  die 
Bedingung    des    Gleichgewichtes   der   auf    einander    folgenden 
Schichten,  und  ist  das  Gleichgewicht  hergestellt,  so  ist  es  ein- 
leuchtend,   dafs   der   Werth    des    beständigen    Druckes    nicht 
gröfser    seyn    kann    als  der,    welcher   der  kleinsten  der  zwei 
Temperaturen  d"  und  &'   entspricht,   w^ährend    er  kleiner   als 
die   der  gröfsten   entsprechenden   elastischen  Kraft  seyn  kann. 
Uebrigens  zeigt  die  Erfahrung,  dafs  der  Dampf,  in  einer  sehr 
kurzen  Zeit,  in    den   erwähnten  Zustand   des  Gleichgewichtes 
kommt,  so  dafs,  wenn  Wasserdampf,  im  Maximum  der  Dich- 
tigkeit  und  des  Druckes,   in  einem  geschlossenen  Räume  ent- 
halten ist,  dessen  Wände  überall  dieselbe  Temperatur  wie  er 
haben,    und   man   die  Temperatur  eines  Theils  dieser  Wände 
ungleich  vermindert,   ein  Theil  des  Dampfes  in   den  flüssigen 
Zustand  übergehen,   und  der  übrige  Theil,  in    seiner  ganzen 
Ausdehnung,    mit  grofser  Schnelligkeit,    die   gröfste   elastische 
Kraft  annehmen  wird,  die  der  kleinsten  Temperatur  entspricht. 
Wird   nun   der   Stempel    nicht  mehr  zurückgehalten,    so 
sinkt    er,     und     man    sieht,     wie    im    vorhergehenden    Falle, 
dafs   seine  Bewegung    gleichförmig    beschleunigt,    seine  bewe- 
gende Kraft  gleich  P —  Ap'  oder  X^p — p'),  seine  beschleu- 
nigende  Kraft  der  Schwere,    multi[)licicrt   mit    dem    Verhält- 
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01886  ^ und   endlich  die  lebendige  Kraft ,  die  das  ganze 

Sinken  des  Stempels  hervorbringt,  gleich  2X{p  —  />')/  ist« 
Ist  der  Stempel  nach  EF  gekommen  und  man  erhebt  die  Tem- 
peratur des  unteren  Wassers,  so  dafs  dieses  einen  Dampf  er- 
zeugt, dessen  beständiger  Druck  gegen  ,die  Grundfläche  des 
Stempels  gröfser  als  das  Gewicht  dieses  Körpers  ist,  so  steigt 
er  mit  gleichfürmig  beschleunigter  Bewegung,  und  wenn  er  die 
Länge  /'  durchlaufen  haben  wird,  so  ist  die  erzeugte  lebendige 
Krs^ft  dem  Doppelten  von  /',  mullipliciert  mit  dem  Ueberschusse 
dieses  Druckes  über  dieses  Gewicht,  gleich,  wenn  man  immer 
die  Reibung  vernachlässigt« 

Nach  diesen  Betrachtungen  berechnet  man  die  lebendige 
Kraft,  die  von  dem  Sinken  oder  Steigen  des  Stempels  in  den 
Dampfmaschinen  herrührt,  welche  Kraft  sich  alsdann  in  dem 
Systeme  vertheilt,  an  welches  die  Maschine  angebracht  ist 
und  dort  zum  Theil  durch  die  Reibungen  aufgehoben,  zum 
Theil  angewandt  wird,*  um  einen  Nutzeifect  hervor  zu  brin- 
gen« Anders  wäre  die  Rechnung,  wenn  die  Dichtigkeit  des 
in  dem  Stiefel  enthaltenen  Dampfes  nicht  im  Maximum  wäre, 
was  wirklich  der  Fall  ist,  während  man  die  Verbindung  des 
Dampfes  mit  dem  Kessel  unterbricht  und  sich  der  Dampf  aus- 
dehnt, ohne  dafs  man  neuen  zuführt.  Die  Bewegung  des  Stem- 
pels ist  alsdann  die  in  $•  358  betrachtete ,  und  nach  dem ,  was 
man  in  dem  folgenden  $•  gesehen  hat,  ist  der  Werth  der  leben- 
digen Kraft,  welche,  während  der  Stempel  eine  beliebige  Länge 

durchläuft,  erzeugt  wird,  gleich  2pp\og  — ,  wenn  man  durch 

V  das  anfängliche  Volumen  der  Flüssigkeit  und  durch  p  und 
p'  ihre  elastischen  Kräfte  im  Anfang  und  Ende  der  Bewegung 
bezeichnet« 

643« 

£s  müssen  jetzt  noch  die  elastischen  Kräfte  und  die 
Wärmemengen  der  Mischungen  verschiedener  Gasarten,  im 
Vergleich  mit  denen  dieser  Flüssigkeiten,  betrachtet  werden. 

Man  habe  zwei  verschiedene  Gasarten  von  derselben 
Temperatur  -d-  und  unter  demselben  Drucke  p,  deren  Volu- 
mina a  und  a'  sind.  Bringt  man  sie  in  einem  geschlossenen 
Geräfse  über  einander,  das  den  Raum  a  -f"  ^'  enthält,  so  ist 


510 

es  eiiileucliteud ,  dafs^  sie  sicli  in  tlcmselben  ini  Gleiclige\\iclile 
lialteu  können,  weil  sie  dieselbe  Temperatur  liabea  und  den- 
selben Druck  gegen  einander  *  ausüben.  Dfe  Erfahrung  zeigt 
jedoch,  dafs  dieses  Gleichgewicht  nicht  dauernd  ist,  yiehnehr 
lehren  die  Versuche,  dafs  die  zwei  Flüssigkeiten  sich  ällma- 
lich  durchdringen,  bis  sie  vollständig  gemischt  sind,  und  sie 
zeigen  auch,  dafs,  bei  diesem  Vorgange,  keine  Aenderung  der 
Temperatur  und  kein  Verlust  oder  Absorption  von  Wärme 
stall  findet,  so  dafs  nach  einer  gewissen,  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  verschiedenen  Zeit,  sich  eine  gleichartige  Mischung' 
bildet,  in  welcher  das  Verhaltnifs  der  beiden  Gasarten  überall 
dasselbe  ist  und  deren  Temperatur  und  elastische  Kraft  im- 
mer &  und  p  sind.  Aus  diesen  durch  die  Beobachtung  bestä- 
tigten Thatsachen  kann  man  einen  Schlufs  ziehen,  der  eben- 
falls durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird. 

Hat  man  zwei  Gasarten ,  die  unter  einander  gemischt  sind, 
und  ein  Volumen  f^,  bei  der  Temperatur  &,  einnehmen,  und 
bezeichnet  man  durch  p  und  p'  die  auf  die  Einheit  der  Ober- 
fläche bezogenen  Drucke,  welche  diese  zwei  Gasarten,  in  ge- 
trenntem Zustande,  bei  derselben  Temperatur  und  unter  dem- 
selben Volumen  u,  ertragen,  so  ist  die  elastische  Kraft  der 
Mischung  p  +  p\  Denn  man  nehme  zuerst  an ,  die  zwei 
Gasarten  seyen  getrennt,  und  man  habe  p' ^  p»  Dehnt  man 
das  dem  Drucke  p'  unterworfene  Gas  aus,  ohne  seine  Tem- 
peratur zu   ändern,   und  so,    dal's   sich   seine   elastische  Kraft 

auf  p  reduciert,  so  ist  sein  Volumen,  nach  dem  Mariotteschen 

vp 
Gesetze.    .     Man  nehme   alsdann  an,  die  beiden  Gasarten 

würden  in  einem  geschlossenen  Gefäfse,  das  den  Raum  p  -| — 

V  ,  ,  P 

oder  —  (p  "}•  p)  fafst,   über  einander  gebracht,  so  werden 

sich  diese  Gase,  wie  so  eben  gesagt  wurde,  ohne  Aenderung 
der  Temperatur,  mischen,  und  es  wird  daraus  ein  gleicharti- 
ges Gemenge  bei  der  Temperatur  &  und  unter  dem  Drucke 
p  entstehen.  Da  aber  das  Mariottesche  Gesetz  ebensowohl 
auf  Mischungen  von  Gasarien  als  auf  einfache  Gase  pafst,  so 
geht  die  elastische  Kraft  p  in  p  ~\^  p'  über,  wenn  man  diese 
Mischung   ohne   Aenderung   der  Temperatur  zusammendrückt, 

bis  das  Volumen  —  (p  +  /)')  auf  p  reduciert  ist.     Dasselbe 

P 
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PriDcip  bat  auch  bei  drei  und  mehr  Gasen  und  für  eine  Mi- 
scbung  von  Gas  und  Dämpfen  statt.  Der  Druck  der  Mischung 
wird  immer  die  Summe  der  Drucke  seyn,  welche  diese  Flüs- 
sigkeiten isoliert  erleiden  würden,  wenn  sie  dieselbe  Tempe- 
ratur und  dasselbe  Volumen  hätten  wie  die  Mischung, 

644. 
Soyen  nun  n  und  n  die  Anzahl  Gramme  der  zwei  Gas- 
arien, die  unter  einander  gemischt  sind  und  ein  Volumen  v 
bei  der  Temperatur  d'  und  unter  dem  Drucke  p  füllen.  Man 
bezeichne  durch  c  und  c  die  speciiische  Wärme  eines  Gram- 
mes  dieser  Gasarten  unter  einem  beständigen  Drucke,  der 
gleich  p  ist,  und  durch  c"  die  specifische  Wärme  eines  Gram- 
mes  der  Mischung  unter  demselben  Drucke;  so  hat  man 

(// + '2')  <^"  =  /2C -{-//' c'.  (9) 

Ich  nehme  nemlich  an,  dafs  die  zwei  Gasarten,  statt 
vollständig  gemischt  zu  seyn ,  nur  über  einander  stehen ,  so 
dafs  sie  gelrennte  Tlieile  a  und  a '  des  Volumens  p  einnehmen. 
Nach  dem  früher  Gesagten  wird  die  Wärmemenge  in  beiden 
getrennten  Gasarten  dieselbe  seyn,  wie  in  der  Mischung  der 
beiden  Gase,  und  diese  Gleichheit  der  Wärme  besteht  auch 
noch,  wenn  man  die  Temperatur  -9-- der  zwei  Gase  und  der 
Mischung  um  einen  Grad  vermehrt.  Damit  aber  diese  Vermeh- 
rung  statt  haben  soll,  mufs  man,  bei  demselben  Drucke  /?, 
der  Mischung  eine  Wärmemenge  (^  -f-  « ')  c"  zuführen ,  und 
dei\  beiden  Gasen  die  Mengen  nc  und  nc\  Die  erste  Gröfse 
mufs  daher  der  Summe  der  beiden  anderen  gleich  seyn,  was 
die  Gleichung  (9)  giebt,  die  man  leicht  auf  eine  beliebige 
Anzahl  elastischer  Flüssigkeiten  ausdehnen  kann.  Sie  giebt 
die  specifische  Wärme  einer  Mischung,  wenn  die  aller  Gasar- 
ten oder  Dämpfe,  aus  welchen  sie  besteht^  und  die  Verhält- 
nisse dieser  Flüssigkeiten  bekannt  sind.  Umgekehrt  kann  man 
sich  dieser  Formel  bedienen,  um  die  specifische  Wärme  eines 
Bestandtheiis  aus  der  aller  übrigen  und  der  ganzen  Mischung 
zu  bestimmen,  und  es  ist  bemerkenswerth ,  dafs  hierbei  nicht 
vorausgesetzt  wird,  dafs  die  specifischen  Wärmen  der  gemischten 
Gase  von  ihrer  gemeinschaftlichen  Temperatur  unabhängig  sind. 
Statt  die  specifischen  Wärmen  c,  c',  c'\  der  Gase  und 
der  Mischung  unter  beständigem  Drucke  zu  betrachten,  hätte 
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man  auf  dieselbe  Weise  ihre  specifisclien  Wärmen  bei  bestän* 
digem  Volumen  betrachten  können,  und  bezeichnet  man  sie 
durch  O^^/^o'S  80  erhielte  man  eine  ähnliche  Gleichung  wie 
die  vorhergehende,  nemllch 

(/2-|-«')  c/'  =  /2C,  +  «V/,     ^  (10) 

Setzt  man  aber 

c  c  ,       c  „ 

c  c,  c, 

so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (iO) 

y    = ; — r-7— ,  (11; 

vrelche  Gleichung  das  auf  die  Mischung  bezügliche  VerhältniTs 
y  angiebt,  wenn  die  ähnlichen  Gröfsen  y  und  y'  und  die 
Werthe  C/  und  c/  für  die  zwei  gemischten  Gase  bekannt 
sind.  Mag  man  nua  y  =  1,375  oder  y  =  1,421  (f.  637)  für 
den  Werth  von  y  bei  trockener  Luft  nehnien,  und  wie  auch 
der  unbekannte  Werth  von  y%  der  dem  Wasserdampfe  ent- 
spricht, beschaffen  sey,  immer  wird  der  auf  die  gewöhnliche 
Luft  bezügliche  Werth  von  y"  wenig  von  y  verschieden  seyn, 
weil  diese  Luft  nur  wenig  Dampf  enthält. 

Aus  dem  in  $.639  Gesagten  folgt,  dafs,  wenn  die  Ver- 
hältnisse y  und  y'  vom  Drucke  p  unabhängig  aber  für  die 
beiden  Gase  veschieden  sind,  die  Gröfsen  c^  und  c/  durch 
ungleiche  Potenzen  von  p  ausgedrückt  werden;  woraus  also 
in  Folge  der  Gleichung  (11)  hervorgeht,  dafs  das  auf  die 
Mischung  bezügliche  Verhältnifs  y"  nicht  von  dem  Drucke 
unabhängig  seyn  kann.  Die  Voraussetzung  der  Unveränder- 
llchkeit  des  Verhältnisses  der  specifischen  Warme  einer  Flüs- 
sigkeit unter  beständigem  Drucke ,  zu  ihrer  specifischen  Wärme 
unter  demselben  Volumen ,  und  die  daraus  abgeleiteten  Formeln 
können  daher  nicht  zu  gleicher  Zeit  auf  die  einfachen  Gase, 
für  welche  dieses  Verhältnifs  nicht  dasselbe  ist,  und  ihre  Mi- 
schungen in  beliebigen  Verhältnissen  passen;  und  wenn  dieses 
Verhältnifs  bei  den  Versuchen  mit  Luft  unter  verschiedenem 
Drucke  constant  zu  seyn  schien  (f.  637),  so  rührt  dies  daher, 
.  weil  es  für  Luft  und  Sauerstoff  und  daher  auch  für  Sauerstoff 
und  Stickstoff,  aus  welchen  die  Luft  besteht,  fast  dasselbe  ist« 


Sechstes     ßuch. 


Hydrodynamik« 


Erstes   Kapitel. 
Allgemeine  Gleichungen   der  Beilegung  der  Flu s s ig k eitert» 

645. 
Die  Gleicliungeti  des  GleichgeMrichtes  der  Flttssigkeiten^ 
die  wir  in  {.582  gefunden  haben  ^  beruhen  auf  der  charakte-* 
ristischen  ^  allen  tropfbaren  und  Itiftförmigen  Fltissigkeiten  ge« 
meinschaftliclien>  Eigenschaft  ^  dafs  sie  auf  gleiche  Weise  nach 
allen  Richtungen  die  auf  ihre  Oberflächen  angebrachten  Drucke 
fortpflanzen  und  um  jeden  Punkt  ihrer  Masse  ^  in  Folge  der 
Molecularwirkung,  nach  allen  Richtungen  gleiche  Drucke  aus- 
üben« Diese  Eigenschaft  rührt,  wie  wir  es  früher  (J.  576) 
gesagt  haben  ^  daher  5  dafs  die  'jTheilchen  einer  Flüssigkeit^  die 
man  zusammengedrückt  oder  ausgedehnt  hat^  sehr  schnell  in 
eine  ähnliche  Lage  zurückkommen^  wie  die^  welche  ursprüng- 
lich um  einen  beliebigen , Punkt  statt  hatte,  so  dafs  eine  Flüs- 
sigkeit ^  nach  ihrer  Zusammendrückung  oder  Ausdehnung,  ein 
System  von  materiellen  Punkten,  ähnlich  dem  früheren,  ist, 
das  nur  für  einen  kleineren  öder  gröfseren  Maafsstab  constriiiert 
ist.  t)ie  Zeit  dieser  Rückkehr  zu  einem  ähnlichen  Zustande 
hat  auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes^  die  man  nur,  wenn 
sie  verflossen  ist,  bemerkt^  keinen  £influfs.  Wie  klein  sie 
aber  immer  sey,  so  sieht  man,  dafs  sie  auf  die  Gesetze  der 
Bewegung  Einflufs  haben  kann,  besonders  in  dem  Falle,  wenn 
die  Schwingungen  der  flüssigen  Theilchen  mit  grofser  Schnel- 
ligkeit ausgeführt   werden,    so  dafs  das  Princip  der  Gleichheit 
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des  Druckes  nach  allen  Richtungen  für  die  Hydrostatik  passen, 
nicht  aber  auf  die  Hydrodynamik,  d.h.  auf  den  Theil  der 
Mechanik,  welcher  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  behandelt, 
anwendbar  seyn  kann. 

Einen   analogen   Unterschied    zwischen  dem  Zustande  des 
Gleichgewichtes   und  der  Bewegung   hat  schon  Laplace  in  Be- 
ziehung auf  das  Mariottesche  Gesetz    bemerkt.     Dieses  Gesetz 
fordert,  dafs  die  Temperatur  der  Flüssigkeit ,  nach  der  Zusam- 
mendrückung, dieselbe  wie  früher  geworden  sey,  und  das  Prin- 
cip    der  Gleichheit   des    Druckes   nach    allen  Richtungen    setzt 
ebenso    voraus,    dafs   die    Theiichen    der    Flüssigkeit   die    Zeit 
.    gehabt   haben  ^  in  eine   ihrer   früheren    ähnliche   Lage   zurück 
zu  kommen.     Es    hat   nicht   m^hr   statt   oder  mufs  wenigstens 
modi£ciert  werden,  wenn  man  die  sehr  schnellen  Schwingun- 
gen der  Gase  betrachtet,   bei  welchen  die  anfängliche  Tempe- 
ratur nicht  die  Zeit  hat ,  sich  wieder  herzustellen ,  und  ebenso 
ist   das  Princip   der  Gleich lieit    des   Druckes   nach  allen  Rich- 
tungen  nicht   streng   und  immer   anwendbar,  wenn    man    die 
Bewegungen   der   tropfbaren    oder   luftfürmigen    Flüssigkeiten 
betrachtet.     Bei  der  Schnelligkeit  der  Ausbreitung  des  Schalles 
bat   man   den   Einflufs    dieser  Modification    des   Mariotteschen 
Gesetzes  erkannt ,  imd  es  giebt  ohne  Zweifel  auch  Erscheinun- 
gen  bei  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  im  Allgemeinen,   die 
\on   der  Ungleichheit   des  Druckes  nach    verschiedenen   Rich- 
tungen ,  die  von  der  angegebenen  Ursache  herrührt ,  abhängen. 
Dieser  Umstand  bringt  Glieder  in  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  der  Flüssigkeiten ,   die  nicht  aus  den  Gleichim- 
gen  des  Gleichgewichtes  abgeleitet  werden    können.  ^  Ich  habe 
sie  in  der  schon  (§,  576)    angeführten  Abhandlung  berücksicli- 
tigt   imd    werde,  in  der  Folge  auf  diese    wichtige  Betrachtung 
zurück   kommen.      In    diesem  Lehrbuche    werde    ich    jedoch, 
nach  der  gewöhnlichen  Methode,    annehmen,   dafs   die  Eigen- 
schaft der  Gleichheit  des  Druckes   nach   allen  Richtungen  dem 
Zustande  des  Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  gemeinschaft- 
lich ist,   und    unter   dieser  Voraussetzung,  lassen  sich  die  auf 
diese    Eigenschaft    gegründeten    Gleichungen    der    Hydrostatik 
unmittelbar  auf  die  Hydrodynamik  ausdehnen,  wenn  man  den 
D'Alembertschen  Grundsatz,   der  auf  alle  Systeme  materieller 
Punkte  anwendbar  ist,  zu  Hülfe  nimmt. 
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646. ' 

Man  betrachte  wieder  die  flüssige  Masse  uiBCD  (Fig.  36), 
deren  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  wir  bestimmt  haben; 
man  nehme  jetzt  an,  sie  sey  in  Bewegung  und  alle  Bezeich- 
niuigen  des  f.  581  eutsprachen  dem  Ende  der  beliebigen  Zeit  t^ 
die  vom  Anfange  dieser  Bew*>g«ng  an  gerechnet  wird.  Die 
flüssige  Masse  kann  gleichartig  pder  ungleichartig,  tropfbar 
oder  luftförmig  seyn ;  x,  y,  z  sind,  am  Ende  der  Zeit  ty  die 
Coordinalen  eines  beliebigen  Elementes  dm  dieser  Masse,  q 
bezeichnet  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit ,  die  in  diesem  Punkte 
und  in  diesem  Augenblicke  statt  hat,  und  Xäm,  Yäm^  Zdni 
sind  die  den  Axen  der  Xj  y^^z'  parallelen  Seitenkräfte  der  be- 
wegenden Kraft  von  dm  in  diesem  Augenblicke.  Die  Gröfsen 
JC,  Y,  Z  sind  gegebene  Functionen  von  x^  y,  ^,  wenn  sie 
von  Anziehungen  oder  Abstofsuugen  herrühren,  die  von  festen 
Mittelpunkten  ausgehen.  Diese  gegebenen  Functionen  enthal- 
ten die  Zeit  entwickelt,  wenn  die  Mittelpunkte  der  Krjifte  in 
Bewegung  sind.  Sind  diese  Funkte  die  der  Flüssigkeit,  so 
sind  Xy  Yy  Z  Functionen  von  x  ^  y,  «,  t,  die  von  ihrer  Ge- 
stalt in  jedem  Augenblicke  und  dem  Gesetze  der  Dichtigkeiten 
in  ihrem  Inneren  abhängen. 

Die  Coordinaten  jkt,  y,  s  ändern  sich  mit  der  Zeit;  sie 
ändern  sich  auch  von  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  zum  an- 
deren, und  wenn  man  durch  x\  y\  z  ihre  anfänglichen 
Werthe,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Punktes  im  Räume  be- 
zeichnet, welchen  das  Element  dm  im  Anfange  der  Bewegung 
einnahm ,  so  sind  die  Coordinaten  at,  y,  z  desselben  Elementes 
am  Ende  der  Zeit  t  unbekannte  Functionen  von  at',  y',  z' y  t. 
Die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  würde  daher  darin  be- 
stehen, diese  drei  Functionen  «der  vier  unabhängigen  Verän- 
derlichen zu  bestimmen. 

Nennt  man  m,  t^,  w  die  den  Axen  Ojc,  Oy,  Oz  paralle- 
len Seitenkräfte  der  Geschwindigkeit,  die  das  Element  dm. 
am  Ende  der  Zeit  t  hat,    so  findet  man 

dx  dy  dz 

man  kann  w,  ^,  w  als  unbekannte  Functionen  von  t,  x  ,  y  ,  z  , 
oder  von  f,  x,  y,  z  ansehen.  Wir  werden  diese  drei  Gröfsen 
unter  diesem  zweiten  Gesichtspunkte  betrachten,  und  um  als* 
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dann  ihre  Zuwächse  im  Augenblicke  di  zu  erfaliren,  nuif« 
man  sie  in  Beziehung  auf  t  und  in  Beziehung  auf, die  Coordi- 
naten  at,  y,  z  diiFerentiieren.  Bezeiclmet  man  aber  durch  q 
eine  beliebige  Function  vor  t,  x^y^  z,  und  durch  q'dt  ihr 
Differential  in  Beziehung  auf  ^  und  die  Veränderlichen  x,  y,  z, 
die  man  als  Functionen  von  t  ansieht,  so  hat  man,  nach  der 
bekannten  Regel  der  Differentiation  der  Functionen 
,  dq         dq    dx         dq   dy         dq   dz 

^    ~dt'^d^ll'^dydl'^7rzdt' 
oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (1)  berücksichtigt, 
.^dj^d^^d^d^ 

^  dt^      dx  ^      dy   ^        dz  ^  ' 

Bezeichnet  man  die  Zuwächse  von  Uy  v,  iP   durch  u'dty 
p'dtf  w'dty  so  hat  man  daher 

,         du    ,        du     .        du     .  du 

U      =    --■ 1-   U    -r—    +    P    -r—    -f-    «^    -r- 

dt  dx  dy  dz 

,         dv     V         dv     ,        dp     ,      '    dp 

dt    ^       dx  dy     ^  dz 

,         dip    .        dw     ,        dw    .        dw 

dt  dx  dy  dz 

nnd  auf  diese  Weise  sind  die  Seitenkräfte  der  Geschwindigkeit 
desselben  Elementes  dm ,  in  den  zwei  Lagen ,  die  es  alhnälich 
einnmimt,  u,  p,  w  und  w  +  w'rf^,  P'\-pdty  w  -{-w'df. 
Was  die  Dichtigkeit  ()  betrifft,  so  ist  sie  eine  gegebene  Con- 
stante,  wenn  die  Flüssigkeit  gleichartig  ist  und  als  unzusam- 
mendrückbar  augesehen  wird.  Ist  die  Flüssigkeit  ungleichartig, 
so  ist  die  Dichtigkeit  q,  welche  einem  bestimmten  Elemente 
dru  entspricht,  eine  gegebene  Function  seiner  drei  anfänglichen 
Coordinaten  x\y',  z\  Ist  endlich  die  Flüssigkeit  zusammen- 
drückbar, so  ist  diese  Dichtigkeit  q  eine  unbekannte  Function 
von  tyx\y\z'y  von  welcher  nur  der  anfängliche  Wer th  ge- 
geben ist.  Den  Fall  ausgenommen,  in  welchem  q  eine  Constante 
ist,  mufs  diese,  auf  die  Lage  von  dm  am  Ende  der  Zeit  f 
bezogene  Dichtigkeit  immer  als  eine  unbekannte  Function  von 
X  y  y,  Zy  t  angesehen  werden.  Bezeichnet  man  alsdann  durch 
Q'dt  ihren  Zuwachs  während  des  Augenblickes  dt^  so  hat 
man,  nach  der  Formel  (2), 

,         dg  do    ,         do     .         do 

dt     ^        dx    *        dy    ^         dz 
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und  im  Falle  einer  unzusammendrückbaren,  gleichartigen  oder 
ungleicharligen  Flüssigkeit  mui's  sich  dieser  Werth  von  q'  auf 
Null  reducieren« 

647. 
Die  Seitenkräfte  der  Kraft,  welche  das  Element  d/n  wäh- 
rend der  Zeit  dt  verliert,  sind 

{X  —  u')dmj    (Y •^v')dmj     (Z^---  u^')dmj 
subsütuiert   man   daher   X  —  w',    Y — i'',    Z  —  ^p'    statt  X, 
Y,  Z  in  die  Gleichungen  (2)  des  §.  582 ,    so  ergeben  sich  die 
drei  Gleichungen  seiner  Bewegung 

WO  p  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  bezogene  Druck  ist, 
der  am  Ende  der  Zeit  tp  im  Punkte,  der  den  Coordinaten 
»f  yy  z  entspricht,  statt  hat,  und  welchen  man  als  nach  allen 
Richtungen  gleich  annimmt.  • 

Gieh ort,  dieser  Punkt  einer  festen  Wand  an,  so  ist  p  der 
senkrechte  Druck,  welchen  diese  Oberfläche  erleidet  und  weU 
eher  durch  ihren  Widerstand  aufgehoben  werden  mufs.  Ge- 
hört dieser  Funkt  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  an, 
so  mufs  man  pz::o,  oder  allgemeiner  dpz=zo  haben,  so  dafs 
die  Difl*erentia]gleichung  der  freien ,  in  Bewegung  begriffenen 
Oberfläche  der  Flüssigkeit,   ' 

{X~u^dx  +  {Y^v')dy  +  {Z  —  w)dz  =o 
ist. 

Nach  der  Bemerkung  des  {.  585  mufs  der  Werth  von  p, 
wenn  man  ihn  bestimmt  hat,  beständig  im  Inneren  dieser 
Flüssigkeit  coustant  seyn^  wenn  man  will>  dafs  seine  Masse 
sich  während  der  Bewegung  nicht  thellen  soU.  Ist  er  in  einem 
Funkte  der  Wand  negativ,  was  nur  1}ei  einer  Flüssigkeit  statt 
iiuden  kann,**  so  wird  diese  Oberfläche  nicht  mehr  von  Aufsen  nach 
Innen  gedrückt,  und  die  Flüssigkeit  entfernt  sich  von  derselben. 

Vermittelst  der  Werlhe  von  u\  v\  w\  werden  die  vor- 
hergehenden Gleichungen 

1    dp  ,^       du  du  du  du 

Q    dx  "  dt  dx  dy  dz 

1    dp         ,_       dff  du  du  du  . 

Q    dy  dt  dx  dy  dz  '       ^  ^ 

i   "dp  ^       du>  diu  duf  diP 

Q    dz  dt  dx  dy  dz. 
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Da  die  GrÖfse  p,  die  sie  entbaUen ,  ebenso  wie  jede  der 
Gescbwindigkeiten  u,  v,  tv  y  eine  unbekannte  Function  von 
^y  !/}  ^9  ^  ^^^j  so  niufs  man  nocb  eine  vierte  Gleichung 
damit  verbinden,  wenn  die  Grofse  q  eine  gegebene  Conslante 
und  die  zwei  anderen  Gleichungen,  im  allgemeinen  Falle,  in 
welchem  diese  Gröfse  ebenfalls  eine  unbekannte  Function  von 
Xy  y^  Ä,  t  ist.  Diese  Gleichungen  erhält  man  auf  folgende 
Weise. 

648. 
Jedes  der  Elemente  dm  der  flüssigen  Masse  ändert,  wäh- 
rend der  Zeit  dt^  seine  Gestalt,  und  ändert  selbst  sein  Volu- 
men, wenn  die  Flüssigkeit  zusammendrückbar  ist.  Da  aber 
seine  Masse  immer  dieselbe  bleiben  mufs,.  so  folgt  hieraus, 
dafs  das  Produkt  aus  seinem  Volumen  am  Ende  der  Zeit 
t-\'dt  in  seine  Dichügkeit  q  +p'c?^,  die  demselben  Augen- 
blicke entspricht,  dieselbe  seyn  mufs,  wie  am  Ende  der  Zeit  ^; 
die  Veränderung  dieses  Produktes  in  der  2ieit  dt  ist  gleich 
Null,  was  ^ine  neue  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  giebt. 

Um  sie  zu  bilden,  betrachte  man  das  rechtwinklige  Paral- 
lelopipedum,  dessen  Volumen  V/a;  c?y  cf 5;  am  Ende  der  Zeit  t 
ist ,  und  suche  die  Gestalt ,  welche  dieses  Element  der  Flüssig- 
keit am  Ende  der  Zeit  t -\- dt  annimmt.  Sey  M  (Fig.  54)  die 
Spitze  dieses  Parallelopipeduma,  welche  den  Coordinaten  x^y^  z 
entspricht;  seyen  auch  M^,  MB,  MC  die  drei  in  dieser 
Spitze  zusammenstofsenden  Seiten,  die  bezüglich  den  Axen 
Ox ,  Oy,  Oz  parallel  sind ,  so  dafs  man 

MJ  =  dx,  MB=:dy,  MCz=dz 
hat.  Seyen  Z?,  £,  F,  G  die  vier  anderen  Spitzen,  und  wäh- 
rend der  Zeit  dt  sollen  die  acht  Punkte  M,  jä,  ß,  Q,  D^E^F,  G 
nach  M',  ^',  5^  C,  D\  E\  F\G'  gekommen  seyn.  Ich 
behaupte  nun,  dafs  das  Polyeder,  desseü  Spitzen  die  letzteren 
Punkte  sind ,  ein  schiefwinkliges  Parallelopipedum  seyn  wird, 
und  um  es  zu  beweisen,  will  ich  die  Längen  der  zwölf  Seiten 
M'j4',  M'B\  ...   bestimmen   und  unter  einander  vergleichen. 

Die  Coordinaten  x  y  y,  z   des  Punktes  M  werden 
X  +  udty    y  -|-  vdty     z  -j-  wdt, 
am  Ende  der  Zeit  dt]   diese  Gröfsen  sind   daher  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  M\     Hieraus  findet  man  die   einer  Jeden 
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anderen  Spitze,  wenn  man  x^y^z  durch  die  ursprünglichen 
Coordinaten  dieser  Spitze  ersetzt;  so  erhält  man  die  Coordi- 
nalen  von  C\  wenn  man  x  und  y  beibehält  und  z^dz  an 
die  Stelle  von  z  setzt,  weil  x,  y^  z  -{-  dz  ü^  Coordinaten 
von  C  sind.    Auf  diese  Weise  werden  die  Coordinaten  von  C 

,         -       ,    du    ,      , 
x  -^  iidt  -f-  -—  dzdt 

dz 

y  -^  vdt  +  —  dzdt 

a>  z 

z-i^dz  +  wdt  4-  -7—  dzdt. 

dz 

und  wenn  man  sie  mit  denen  von  M'  vergleicht,  so  findet  man 


zieht  man  die  Quadratwurzel,  und  vernachlässigt  djje  unendlich 
kleinen  Gröfsen  der  dritten  Ordnung,  so  hat  man  daher 

MC  =2  dz  +^  dzdt. 

dz 

Die  Coordinaten  von  D'  findet  man  aus  denen  von  M\ 
und  die  Coordinateb  von  G'  aus  denen  von  C\  wenn  man 
X'\^dx  und  y -^^  dy  an  die  Stelle  von  x  und  y  setzt;  daher 
findet  man  die  Länge  der  Seite  D'Q'  aus  der  Seite  M'Cj  was 

i^rr-it        ,      ,  dw    ,     ,     ,     rf*a>    ,     ,     ,     ,     d^w    ,     ,    , 
Vir   z=.dzA — ^r-  dzdt  -{-  - — rr-^^dzdtA—r: — j-dydzdt 

dz  dxdz  dydz 

gtebt. 

Vernachlässigt  man  daher  die  zwei  letzten  Glieder,  die 
von  der  dritten  Ordnung  sind,  so  ist  der  Werth  von  D'G^ 
derselbe,  wie  der  von  M'C\  Ebenso  findet  man,  dals  die 
Seiten  ^'E'  und  JB'jF'  der  Seite  M'C  gleich  sind,  wenn  man 
die  Gröfsen  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt,   sq  dafs  man 

MC  —  A'E'  —  B'F'  z=  D'G' 

hat. 

Setzt  man  y  statt  ä,    v   statt   w^   in    dem   Werthe   von 

M'C\   so  erhält  man  den  Werth  von  M'B'y  nemlich 

M'B'  =  dy  +^  dydt-, 

setzt  man  ebenso  x  statt  z^  u  statt  ^,  so  hat  man  den  Werth 
von  M* A\  welcher 
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M'j4'  z=:  dx  +  -^  dxdt 

ax 

seyn  wird,   und  man  findet  auch 

M'B'  =  J'ü'  =  C'F'  =  E'G\ 
M'J'  =  BD'  =  CE'  =  F'G\ 

Wir  sehen  daher ,  dafs  die  Seilen,  welche  im  urspvüng- 
licben  Parallelopipeduni  einander  gleich  waren,  auch  gleich 
gehlieben  sind,  nachdem  es  seine  Gestalt  geändert  hat.  Der 
Parallelismus  der  Seiten  ist  eine  Folge  ihrer  Gleichheit;  daher 
behält  das  Element  des  Volumens,  das  wir  betrachten,  am 
Ende  der  Zeit  dtj  die  Gestalt  eines  Parallelopipeduni,  welches 
aber  nicht  mehr,  wie  im  Anfange  dieses  Augenblickes,  recht» 
winklig  ist. 

Man  erhält  das  Volumen  dieses  schiefwinkligen  Parallel- 
lopipedum,  wenn  man  eine  seiner  Flächen,  z.B.  die  Fläche 
M'j4'D'B'  mit  der  von  6"  auf  diese  Fläche  gefällten  senk- 
rechten  Jjinie  multipllciert.  Die  Fläche  des  Parallelogramms 
M'A'D'B'  ist  dem  Produkte  der  zwei  Seiten  M* ji'  und 
M' B\  muUipliciert  mit  dem  Sinus  des  Winkels  ^'M'B'^ 
gleich,  und  die  senkrechte  C/P'  findet  man  aus  der  Seite  C' M\ 
wenn  man  diese  mit  sin  C M' P'  multipliciert.  Daher  ist  der 
Werlh  des  neuen  Parallelopipedum 

M'J'.M'B\M'C'ünjä'M'B\sinC'ArP'. 
Die  Winkel  A' M* B'  und  C* M' P'  waren  bei  dem  \xy^ 
sx^riinglichen  Parallelopipediun  rechte  Winkel;  jeder  derselben 
kann  dalier  jetzt  nur  um  ein  unendlich  Kleines  von  einem  rech« 
ten  Winkel  verschieden  seyn.  Der  Sinus  eines  jeden  dieser 
Winkel  '^ird  daher  nur  um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  von  der  Einheit  verschieden  seyn.  Vernachlässigt 
mau  daher  die  unendlich  Kleinen  der  fünften  Ordnung,  so 
mufs  man  Bin  A'M'B'—  1  und  sinC'Jlf'P'zz:  1  in  dem 
vorhergehenden  Produkte  setzen,  was  dasselbe  auf 

M'J\M'B\M^C' 
reduclert.     Setzt  man   daher  für  jeden  dieser  Factoren  seinen 
vorhergehenden  Werth,   führt  die  Multiplication  aus  und  ver- 
nachlässigt die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  fünften  Ordnung, 
so  wird  dieses  Produkt 

(,     ,    du  .      .    dv  .      .    duf    ,  \   ,      ,      , 
1  +  _d,  +  -dt  +  -^dt)dxaydz. 
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Dies  ist  daher,  um  Ende  der  Zeit  t-^dtf  das  Volumen 
des  Elementes,  welches,  am  Ende  der  Zeit  t,  dxdydz  war. 
Zu  gleicher  Zeit  ist  die  Dichtigkeit  g  in  ^  -f*  ()  dt  übergegan- 
gen.  Multipliciert  man.  daher  dieses  Volumen  mit  Q-\'Q'dt 
und  zieht  von  dem  Produkte  die  ursprüngliche  Masse  Qdxdydz 
ab,  so  hat  man  die  Aenderung  dieser  Masse  Mährend  der 
Zeit  dty  und  da  diese  Aenderung  Null  wird,  so  ergiebt  sich 
daraus  die  Gleichung 

,     ,        ^du     ,    dv     ,     dw\ 

«  +<j]?  +  ^  +  ^7;  =  "' 

wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grüfsen  der  fünften  Ordnung 
vernachlässigt  und  alsdann  den  gemeinschaftlichen  Faclor 
dt  dx  dy  dz  wegläfst.  Vermöge  des  Werthes  von  q'  im 
vorhergehenden  §. ,  wird  daher '  die  vierte  Gleichung  der  Be- 
wegung, die  gebildet  werden  sollte, 

do    ,    d.QU    ,    d.Qif    .    d.QW  .. 

dt^    dx    ^    dy     ^^77^  ^^ 

seyn. 

649. 
Diese  Gleichung    gilt   für  tropfbare  und  luflfürmige  Flüs- 
sigkeiten,    da   aber    die  Gleichung  q\   wenn    die  Flüssigkeilen 
als  unzusammendrückbar  angesehen  werden.  Null  ist,  so  theilt 
sich  alsdann  diese  Gleichung  in  zwei  andere,  nemlich 
do    ,        do    t        do     .         do 
dt  dx  dy     ^         dz  ,  ,  . 

du    .    dp    ,    di4^  ^ 

—  -4-  —  -I zu  o 

dx        dy         dz 

Verbindet  man  sie  mit  den  drei  Gleichungen  (3),  so  hat 
man  eine  Anzahl  von  Gleichungen,  die  den  der  fünf  Unbe- 
kannten Qi  Pf  Uy  Pf  w  gleich  ist,  die  vermittelst  derselben  als 
Functionen  von  Xj  y ^  z,  t  bestimmt  werden  sollen.  Ist  die 
Flüssigkeit  gleichartig,  so  ist  die  Dichtigkeit  q  eine  gegebene 
Constante,  wodurch  die  Unbekannten  auf  vier  reduciert  wer- 
den  und  zugleich  verschwindet  die  erste  Gleichung  (5). 

In  Beziehung  auf  die  elastischen  Flüssigkeiten  hat  mau 
auch  nur  vier  Gleichungen,  nemlich  die  Gleichungen  (3)  und 
(4);  alsdann  ist  aber  die  Dichtigkeit  mit  dem  Drucke  verbun- 
den,   was    die    zwei    unbekannten  Grüfsen  ^  und  p    auf   eine 
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einzige  reduciert.  Nimmt  man  an ,  dafs  die  Temperatur  in 
der  ganzen  Masse  der  Flüssigkeit,  im  Zustande  der  Ruhe  die- 
selbe ist,  so  werden  die  Ausdehnungen  oder  Zusammendrückun-* 
gen  der  Elemente  der  Flüssigkeit,  welche  während  seiner  Be- 
wegung statt  haben  werden ,  diese  Temperatur  verändern, 
und  der  Druck  p  wird  der  Dichtigkeit  q  nicht  mehr  im  Zustande 
der  Bewegung  proportional  seyn,  wie  dies  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes  der  Fall  war.  In  der  Folge  wird  mau  sehen, 
wie  man  diesen  Umstand,  im  Falle  einer  sehr  schnellen  Be- 
wegung, berücksichtigen  kann.  Jetzt  nehme  ich  an,  dafs  von 
einer  Bewegung  die  Rede  ist,  die  so  langsam  ist,  dafs  sie  gar 
keinen  merklichen  Einflufs  hat,  so  dafs  der  als  Function  von 
^  gegebene  WerthVon  p  derjenige  ist,  welcher  für  den  Zustand 
des  Gleichgewichtes  pafst,  nemlich  (^.  624) 

wo  &•  die  allen  Punkten  der  Flüssigkeit  gemeinschaftliche  Tem- 
peratur, a  der  Coefficient  0,00375  der  Ausdehnung  der  Gase, 
und  £  eine  auf  den  StoiF  der  betrachteten  Flüssigkeit  bezüg- 
liehe  Constante  h  ist. 

Sind  die  Werthe  von  (>,p,  u^  ^',  w  entweder  vermittelst 
der  fünf  Gleichungen  (3)  und  (5),  oder  vermittelst  der  fünf 
Gleichungen  (3),  (4),  (6)  bestimmt  worden,  so  findet  man 
aus  denselben  die  Werthe  von  x^y^z  als  Functionen  von  t 
und  ihrer  anfänglichen  Werthe  x*jy\z'y  vermittelst  der  Glei- 
chungen (1).  Die  Integrale  aller  dieser  partiellen  Differential- 
gleichungen enthalten  wiilkührliche  Functionen,  die  noch  aus 
dem  anfänglichen  Zustande  der  Flüssigkeit  und  vermittelst  ge- 
wisser später  zu  erwähnenden  auf  die  Oberfläche  bezüglichen 
Bedingungen  zu  bestimmen  sind. 

650. 
Ist  im  Anfange  der  Bewegung  die  Temperatur  nicht  in 
der  ganzen  flüssigen  Masse  dieselbe,  so  ändert  sie  sich  von 
einem  Funkte  zum  anderen,  und,  für  denselben  Funkt,  von 
einem  Augenblicke  zum  anderen;  so  dafs,  wenn  man  am  Ende 
der  Zeit  t  durch  d-  die  Temperatur  bezeichnet,  die  den  Punkten 
entspricht ,  deren  Coordinaten  x  ^  y  ^  z  sind ,  diese  Gröfse  t^ 
eine  unbekannte  Function  von  ty  x^y^  z  seyn  wird,  und  um 
sie   zu   bestimmen,  'mufs  man   mit  den    vorhergehenden   noch 
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eine  neue  Gleichung  verbinden.  Diese  Gleichung  wird  für  jeden 
der  zwei  Fälle,  wenn  die  Flüssigkeit  eine  tropfbare  oder  eine 
luftförniige  ist,  eine  andere  seyn,  und  wir  wollen  diese  daher 
nach  einander  betrachten. 

l)  Man  nehme  z.  B.  an,  die  Flüssigkeit  sey  eine  tropfbare, 
gleichartige,  wie  das  Wasser.  Da  sich  die  Temperatur  & 
von  einem  Punkte  zum  anderen  ändert,  so  ändert  sich  auch 
die  Dichtigkeit  q  und  ist  eine  bestimmte  Function  von  &^ 
die  ich  durch  fd'  bezeichne  *).  Die  Gröfse  q'  ist  nicht  mehr 
Null  und  die  Gleichung  (4)  läfst  sich  nicht  mehr  in  die 
zwei  Gleichungen  (5)  zerlegen.  Die  specifische  Wärme  der 
Flüssigkcir  und  das  Maafs  ihrer  Leitungsfähigkeit  sind  eben- 
falls bestimmte  Functionen  von  S]  setzt  man  aber  voraus, 
dafs  die  Miltheilung  der  Wärme  im  Inneren  des  Wassers, 
wie  in  einem  festen  Körper,  durch  ein  Ausstrahlen  auf  un- 
mefsbare  Abstände  statt  hat,  so  gilt  die  Gleichung  für  die 
Bewegung  der  Wärme  in  einem  ungleichartigen  Körper,  die 
ich  an  einem  anderen  Orte  gefunden  habe,  auch  für  die 
.  Wassermasse,  die  wir  betrachten.  Denn  sie  giebt  den  au- 
genblicklichen Zuwachs  der  Temperatur  an,  der  in  einem 
beliebigen  Punkte  eines  Körpers  statt  hat,  in  welchem  die 
specifische  Wärme  und  die  Leituugsfähigkeit  sich  von  einem 
Punkte  zum  anderen  wijllkührlich  ändern,  und  vermöge  der 
Art,  wie  sie  gebildet  wurde,  hängt  sie  weder  von  der  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes,  den  man  betrachtet,  noch 
von  der  Bewegung  der  benachbarten  Punkte  ab.  Nennt  man 
daher  'd'^dt  den  Zuwachs  von  ^  während  der  Zeit  dt,  so 
hat  man  **) 

d./l-r—  dJl-j—  dJl-r— 

in  welcher  Gleichung  man,  vermöge  der  Formel  (2), 
,        rf^    ,         d^    .        dd^     ^  d& 

dt  dx  dy  dz 

setzt,  und  wo  g  und  h  Functionen  von  &  sind,  welche  (äic 


*}  In  Beziehung  auf  diese  Function  vergleiche  man  Biot's  Tratte  de 

physique.   T.  t.   chap.  XI. 
♦*)  Journal  de  TEcole  Polyt,  cah.  19.  p.87. 
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auf  die  Einheit  der  Masse  bezogene  specifisclie  Wärme  und 
das  Maafs  der  Leitung« fahigkeit  vorstellen.  Jede  dieser  Func- 
tionen wird  als  bekannt  vorausgesetzt,  ebenso  wie  y*^,  so 
dafs  die  Anzahl  der  Gleichungen  (3),  (4),  (7)  der  Anzahl  der 
unbekannten  Gröfsen  d-^  /j,  u,  u^  w,  die  sie  enthalten,  gleich 
ist.  Im  Falle  einer  ungleichartigen  Flüssigkeit  hängen  die 
drei  Gröfsen  Qjg^  Ä>  die  sich  auf  den  Punkt  der  Masse, 
dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  beziehen^  von  der  Tempe- 
ratur &  und  dem  Stoffe  der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkte  ab 
und  sind  daher  gegebene  Functionen  von  ^  und  den  anräng« 
liehen  Coordinaten  x\  y',  z'  desselben  Punktes. 

2)  Ist  die  Flüssigkeit,  die  man  betrachtet,  Luft  oder  eine 
beliebige  Gasart,  deren  Temperatur  S'  sich  von  einem  Punkte 
zum  anderen  ändert,  und,  wird,  im  Zustande  der  Bewe- 
gung, der  Druck  immer  der  Dichtigkeit  proportional  gesetzt, 
wie  im  vorhergehenden  J.,  so  hat  die  Gleichung  (6)  immer 
statt;  die  Gleichung  (?)  besteht  aber  nicht  i^ehr,  denn 
sie  gründet  sich  auf  die  Annahme,  dafs  die  Mittheilung  der 
Wärme  im  Inneren  dös  Körpers  durch  ein  Ausstrahlen  in 
immefsbarem  Abstände  geschieht.  Die  strahlende  Warme 
durchdringt  aber  im  Gegen theile  die  luftförmigen  Flüssig- 
keiten in  sehr  beträchtlichen  Dicken;  so  dafs  zwischen  sehr 
entfernten  Theilchen  ein  Austausch  der  Wärme  statt  findet. 
Diese  Gleichung  niufs  daher  durch  eine  andere  ersetzt  wer- 
den, die  man  mit  den  Gleichungen  (3),  (4),  (6)  verbindet, 
inn  eine  Anzahl  von  Gleichungen  zu  haben,  die  der  der 
Unbekannten  ^,  p,  &,  u,pf  w  gleich  ist.  Bei  der  Aufgabe 
der  Passatwinde  z.B.,  die  durch  die  Unterschiede  der  Tem- 
peratur  oder  Luftschichten  hervorgebracht  werden,  bildet 
man  diese  sechste  Gleichung  auf  folgende  Weise,  die  ich 
hier  blos  andeute. 

Die  Wärmemenge,  die  ein  beliebiges  Element  dm  der 
llüssigen  Masse  wähi-end  der  Zeit  dt  erhält  und  die  man 
dm  dt  proportional  setzen  kann ,  besteht  aus  der  Sonnen- 
wärme, die  dtn  während  der  dt  absorbiert  hat,  zu  welcher 
man  noch  die  strahlende  Wärme  hinzufügen  mufs^  welche 
dieses  Element,  in  demselben  Augenblicke,  von  einem  Theile 
der  Oberfläche  der  Erde  und  dem  Theile  der  Atmosphäre  er- 
hält, dessen  Verbindung  mit  dm  nicht  durch  diese  Oberfläche 
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un Erbrochen  ist,  und  aufscrdem  kommt  noch  der  Tlieil  der* 
Wärme  liinzu^  welchen  dm  durch  die  benachbarten  Elemente, 
wie  bei  den  festen  Körpern,  erhält.  Zieht  man  von  dieser 
Summe  die  Wärmemenge  ab,  welche  das  Element  rfw,  wah* 
rend  der  Zeit  d  ty  durch  Mitlheilung  oder  durch  Ausstrahlung 
auf  grofse  Abstände^  abgiebt,  so  hat  man  die  augenblickliche 
Zunahme  der  Wärme  von  rf/n,  die  man  durch  l\dmdt  aus- 
drücken kann,  wo  A  ein  Coefficient  ist,  dessen  Ursprung  ich 
hier  nur  andeute.  Andererseits  ist  diese  Zunahme  an  Wärme 
gleich  g &'didm,  wenn  man  immer  durch  g  und  S-'d t  die 
auf  die  Einheit  der  Masse  bezogene  specifische  Warme  und  die 
augenblicldichc  Wärmezunahme  bezeichnet.  ]Man  hat  daher 
Sdnidt  rzi  g  &*  dmdt  oder  A  =  g&\  für  die  verlangte 
Gleichung,  die  man  statt  der  Gleichung  (?)  substituieren  mufs« 

651. 

Khc  ich  weiter  gehe^  mufs  ich  eine  wichtige  ßemerkting 
in  Beziehung  auf  die  Gleichung  (4)  machen. 

Vermöge  ihrer  Entstellung  drückt  sie  aus^  dafs  die  Masse 
des  DifTerentialelementes  dm  der  Flüssigkeit  sich  nicht  wäh« 
rend  der  Zeit  dt  ändert;  zur  Abkürzung  hat  man  aber  das 
Vdlumen  dieses  Theils  der  Flüssigkeit  als  unendlich  klein  be* 
trachtet,  und  wenn  man  das  ganze  Volumen  in  Theile  von 
endlicher  aber  unmefsbarer  Gröi'se  iheilt^  von  welcher  Jeder 
dennoch  eine  au fserord entlich  grofse  Anzahl  von  INIoleculen 
enthält,  so  drückt  die  Gleichung  (4)  wirklich  aus,  dafs  jeder 
der  Theile  Immer  dieselbe  Molecule  enthält  und  daher  seine 
Masse  unveränderlich  ist.  Ebendeswegen  nennt  man  dieselbe 
die  Gleichung  der  Coutinuität  der  Flüssigkeit. 
Es  giebt  aber  Bewegungen,  bei  welchen  diese  Conlinuität 
nicht  statt  hat,  und  man  darf  die  darauf  bezügliche  Gleichung 
-nicht  mehr  anwenden« 

Man  nehme  z.  B.  an,  es  sey  Wasser  in  einem,  an  seinem 
oberen  Theile  offenen  verticalen  Cylinder  enthalten.  Erhitzt 
mau  die  Flüssigkeit  von  oben,  so  wird  vom  Boden  nach  der 
Oberfläche  hin  die  Temperatur  zunehmen  und  die  Dicliligkeit 
abnehmen,  die  flüssige  Masse  wird  sich  ausdehnen  ^  die  horl« 
zontalen  Schichten  werden  sich  allmälich  ersetzen  und  die 
Gleichung  der  Continuität  wird  auf  diese  Bewegung  anwendbar 
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seyu.  Wird  aber  die  Flüssigkeit  von  unten  erhitzt,  $o  nimmt 
die  Dichtigkeit  von  unten  nach  oben  zu,  die  Temperatur 
aber  ab.  Genau  genommen  können  sich  die  horizontalen  Schich- 
ten noch  immer  -  ersetzen ,  eine  solche  Bewegung  wäre  aber 
nicht  dauernd,  und  die  Beobachtung  zeigt,  dafs  die  Wasser- 
moleculen  sich  von  dem  Boden  nach  der  Oberfläche  erheben, 
indem  sie  durch  die  oberen  Schichten  gehen.  Alle  sehr  klei- 
nen Theile  der  Flüssigkeit  sind  nicht  beständig  aus  denselben 
Theilchcn  gebildet;  die  Gleichung  (4)  hat  daher  bei  dieser 
Art  von  Bewegungen  nicht  stall,  und  es  ist  selbst  zweifelhaft, 
ob  die  auf  das  Princip  des  nacli  allen  Seiten  gleichen  Druckes 
gegründeten  Gleichungen  (3),  auf  dieselbe  anwendbar  sind, 
so  dafs  wir,  nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissen- 
schaft, gar  kein  Mittel  haben,  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
zu  bestimmen ,  deren  Schichten  sich  wechselseitig  durchdringen, 
indem  sie  theils  auf,  theils  nieder  steigen.  Dieselbe  Bemer- 
kung gilt  auch  für  die  verticalen  Bewegungen ,  die  in  jeder 
atmosphärisclten  Säule  statt  haben  können,  deren  untere  Schich- 
ten, durch  die  Erde  erwärmt  und  leichter  geworden,  sich  er- 
heben ,  indem  ^v^  durch  die  oberen  Schichten  dringen.  Die 
Bestimmung  dieser  Bewegungen,  die  von  den  bisher  betrach- 
teten verschieden  sind,  und  ihr  Einflufs  auf  die  täglichen  Be- 
wegungen des  Barometers,  sind  Fragen,  welche  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  verdienen. 

652. 
Bei  den  Bewegungen  der  Flüssigkeiten,  die  man  gewöhn- 
lich der  Rechnung  unterwirft,  pflegt  man  anzunehmen,  dafs 
die  Punkte,  die,  zu  einer  bestimmten  Zeit,  sich  auf  einer 
festen  oder  beweglichen  Wand  befinden ,  oder  der  freien  Ober- 
fläche einer  Flüssigkeit  angehören ,  während  der  ganzen  Dauer 
dieser  Bewegung,  auf  dieser  Wand  bleiben  oder  dieser  Ober- 
flache  angehören ;  so  dafs  man  die  sehr  verwickelten  Bewe- 
gungen ,'  bei  welchen  die  Punkte  der  Flüssigkeit ,  nachdem  sie 
der  Obei-fläche  angehört  haben,  in  das  Innere  der  Flüssigkeit 
zurückkehren,  oder  umgekehrt,  ausschliefst.  Ebenso  schliefst 
man  die  Fälle  aus,  in  welchen  die  Punkte  einer  Flüssigkeit 
abwechselnd ,  von  der  freien  Oberfläche  zu  der  Oberfläche 
gehen  würden  ^   die  mit  einer   festen  oder  beweglichen  Wand 
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in  Beriilirung  ist.  Diese  besonderen  Bedingungen^  welchen 
man  nocli  die  betrachteten  Bewegungen  unterwirft,  können 
durch  folgende  Gleichungen   ausgedrückt  werden. 

Seyen  immer  x,  y,  z  die  veränderlichen  Coordlnaten  eines 
Punktes  der  Flüssigkeit   und 

f(t,  Xy  yj  Z)  =2  O 

die  Gleichung  einer  festen  oder  beweglichen  Oberfläche,  die 
durch  diesen  Punkt,  am  Ende  der  Zeit  t  geht  und  zur  Ab- 
kürzung S  heifsen  soll.  Man  bezeichne  auch  durch  a;',  y  ,  z' 
die  anfänglichen  Coordinaten  desselben  Punktes,  so  dafs  x,  y,  z 
Functionen  von  t,  x\  y\  z*  sind.  Substituiert  man  ihre 
Werthe  in  die  ■  gegebene  Gleichung ,  so  geht  sie  in 

Fi*^  x'yy\  z')  =  O 

über,  und  alle  Punkte  der  Flüssigkeit,  deren  anfängliche 
Coordinaten  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  sind  diejenigen, 
welche,  am  Ende  der  J^eit  t,  der  Oberfläche  S  angehören. 
Damit  daher  diese  Punkte  beständig  dieselben  sind,  darf  die 
Function  jf'  die  Veränderliche  t  nicht  enthalten.  Ist  daher  S 
die  freie  Oberfläche ,  oder  die  einer  festen  oder  beweglichen 
Wand,  so  mufs  die  Function  y(^,  Xy  y,  z)  von  t  unabhängig 
seyn,  wenn  man  x,  y,  z  als  Functionen  dieser  Veränderlichen 
ansieht.  Ihr  vollständiges  Difl*erential  in  Beziehung  auf  ^  nuifs 
daher  Null  seyn,  und  vermöge  der  Formel  (2)  findet  man 

df    .         df    .         df       '      df 
dt  dx    ^        dy  dz  ^  ^ 

um  die  oben  ausgesprochene  Bedingung  auszudrücken. 

Im  Falle  einer   festen  Wand   enthält   die   Function  f^  die 

die  Zeit  t  nicht  entwickelt;    bezeichnet  man  sie  durch  L^  so 

dafs   LiZno   die  gegebene  Gleichung   der  Wand  ist,    so  wird 

die  Gleichung  (8) 

dLt    ,        dL    .         dL  ,  , 

dx     ^        dy     ^         dz  ^    ^  ' 

Bezeichnet  man  durch  ^  die  Geschwindigkeit,  deren  Sei- 
tengeschwindigkeilen  ii^  Vy  w  sind,  und  durch  a,  ß,  y^  die 
Winkel,  die  sie  mit  den  Richtungen  der  x^y,  z  einschliefst, 
'nennt  man  auch  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  auf  der 
Wand  senkrecht  stehende  Linie  mit  denselben  Richtungen  ein- 
schliefst, und  setzt 
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80  bat  man,  zu  gleiche]^  Zeit,    , 

w  =  f  cos  a,     p  z=z  ^  cos  fif     w  =z  ^  cos  j^ 

dh         .  dlj         .         -       dL 

--rz —  =  /  COS  a  4     -r—  =  A  cos  6 ,     -- —  zz:  A  cos  c, 

Ux  dy  dz 

tmd  wenn  man  diese  Werllie  in  die  Gleichung  (9)  substituiert 

und    alsdann    den   genieiDScliaflliclien    Factor    ^A  weglafst^    so 

wird  sie 

cos  a  cos  a  -}-  cos  ß  cos  h  -j-  cos  y  cos  c  -=,  o. 

Diese  Gleichung  (9)  drückt  daher  aus,  dal's  die  Geschwin- 
digkeit eines  jeden  Punktes  der  Flüssigkeit,  der  an  eine  feste 
Wand  gränzt,  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht  steht,  und  dies 
ist  wirklich  die  Bedingung,  die  nothwendig  und  hinreichend 
ist,  damit  sich  dieser  Punkt  nicht  von  der  Wand  entfernt 
und  nur  über  ihre  Oberfläche  gleitet. 

An  der  freien  Oberfläche  einer  Fliis$i§keit  ist  der  Druck 
p,  im  Allgemeinen,  eine  constante  Gröl'se  5  sie  kann  aber  von 
t  abhängen  und  blos  von  x^  y ^  z  unabhängig  seyn^  wenn 
der  äiifsere  Druck,  der  allen  Punkten  dieser  Oberfläche  ge« 
mcinschafilich  ist,  sich  mit  der  Zeit  ändert.  Bezeichnet  mau 
ihn  durch  jT,  so  ist  daher  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche 
p —  TznOy  und  wenn  man  p —  T  statt  /  in  die  Gleichung 
(8)  setzt,  so  hat  man 

dp    .        dp    ,        dp    ^         dp         dT  -  ,   ^ 

für  die  Gleichung,  welche  zugleich  mit  p —  Tz=zö  oder  mit 
der  Difl'erentialgleichung  der  freien  Oberfläche  statt  hat,  die 
in  f.  647  entwickelt  worden  ist* 

Icli  bemerke,  dafs  die  Gleichungen  (8),  (9),  (lO)  noch^ 
ohne  merkliche  Fehler,  statt  haben,  wenn  sich  die  Punkte 
der  Flüssigkeit  nur  um  unmefsbare  Gröfseü  von  der  Ober* 
fläche  entfernen.  Betrachtet  man  daher,  wie  im  vorhergehen- 
den f.,  einen  Theil  der  Flüssigkeit,  dessen  Dimensionen  end-« 
liehe  aber  unmefsbare  Grofsen  haben ,  und  welche  dennoch 
eine  sehr  grofse  Anzahl  von  Molecuten  enthält,  und  nimmt 
man  an,  dafs  ein  Theil  seiner  Oberfläche,  zu  einer  bestimmten 
Zeit,    zu    der   der  Flüssigkeit   gehört,    so  drücken  diese  Glei- 
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chiiDgen  iu  Wahrheit  aus,  dafs  dies,  >vährend  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung,  statt  hahen  wird.  Dieser  beiden  Ober- 
flächen gemeinschaftliche  Theil  kann  übrigens  seine  Grüfse  be- 
liebig ändern,  und  der  kleine  in  Betracht  kommende  Theil 
der  Flüssigkeit  kann,  indem  er  an  der Oberilache  der  Flüssig- 
keit seinen  Ort  ändert,  sich  ausdehnen  oder  zusammenziehen, 
ohne  dafs  sich  sein  Volumen  im  Falle  einer  tropfbaren  Flüs- 
sigkeit, oder  seine  Masse,  im  Falle  einer  beliebigen  Flüssigkeit, 
ändert.  Wenn  z«  B*  eine  schwere  Flüssigkeit  in^  einem  an 
seinem  oberen  Theile  offenen  Gefafse  Schwingungen  machte 
so  ändert  sich  die  Gröfse  seiner  freien  Oberfläche  und  die  der 
Oberfläche,  die  mit  den  Wänden  des  Gefäfs^s  in  Berührung 
steht,  während  der  Bew^egung,  so  dafs  die  Anzahl  der  mate- 
riellen Punkte  der  Flüssigkeif,  die  in  der  einen  oder  der  an- 
deren dieser  Oberfläche  liegen,  nicht  immer  dieselbe  ist.  Die 
Gleichungen  (9)  und  (lo)  können  aber  dennoch  statt  haben, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  sie  nicht  blos  isolierten  Funkten 
entsprechen,  sondern  sich  auf  kleine  Theile  der  Flüssigkeit 
beziehen ,  deren  Gröfse  unmefsbar  und  deren  Gestalt  verän- 
derlich ist. 

Diese  besonderen  Gleichungen ,  die  Lagrange  in  die  Theo- 
rie der  Flüssigkeiten  eingeführt  hat,  dienen  in  jedem  Falle 
neben  dem  anfänglichen  Zustande  des  Systems  dazu,  die  will- 
kührlichen  Functionen  zu  bestimmen,  die  in  den  Gleichungen 
der  Bewegung  enthalten  seyn  werden. 

653. 
'  In  einem  sehr  ausgedehnten  Falle  kann  man  die  drei 
Gleichungen  (3)  auf  eine  partielle  Difi*erentialgleichung  der 
ersten  Ordnung  reducieren,  und  es  so  einrichten,  dafs  die 
drei  Unbekannten  Uy  Vy  ty ,  von  einer  Gröfse  abängen.  Die- 
ser Fall  hat  statt,  wenn  die  Formel  udx'\'vdy'\'wdz 
ein*  genaues  Diflerential  einer  Function  von  Xy^y  z  ist,  die 
man  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  und  die  zu 
betrachtende  Flüssigkeit  gleichartig  ist  und,  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes,  immer  dieselbe  Temperatur  hat. 
Sey  alsdann 

udx  -|~  '^dy  -["  ^dz  =  d(p, 
wo    (p    eine  .  unbekannte    Function    der    vier   Veränderlichen 
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f,  X,  Yf  z  ibt;  aber  dtis  Differential  dq)  nur  in  ßezieliiiiig 
auf  .V,  }',  z  geDOninien  ist,    so  clafs  man 

dfp  dri)  d  ff  ,   . 

hat.  ^^^  "^y  ^^ 

Vermöge  der  Bescliaffenlieil  der  Gröfsen  X,  Y,  Z,  die 
inuncr  .'von  Anziehungen  oder  Abstofsungen  lierrühren ,  deren 
INlittelpunkle  feste  oder  bewegliche  Punkte,  oder  blos  Punkte 
der  Flüssigkeit  sind ,  hat  man  aucli 

Xdx  +    Ydy  +  Zdz  =  rfr, 
und  daher 

v-^      v-'lK     y-^ 

a  X  dy  d  z 

wo  V  eine  Function  von  t^x^y^z  ist,  die  nur  in  Bezie- 
hung auf  X ,  ^  ,  z  differentiiert  ist.  Im  F'alle  einer  elastischen 
Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  im  Zustande  der  Ruhe  constant 

ist,  läfsl  sich  das  Integral  /    —  durch  einen  Logarithmen,  aus- 

drücken,  wenn  man  annimmt,  dafs  das  Mariottesche  Gesetz 
noch  im  Zustande  der  Bewegung  statt  hat.  Berücksichtigt 
man  die  Aenderungen  der  Temperatur,  welche  mit  denen  der 
Dichtigkeit,  während  der  Bewegung,  verbunden  sind,  so  ist 
dieses  Integral  eine  andere  Function  von  p ,  und  im  Falle  einer 

gleichartigen  Flüssigkeit  rfeduciert  sie  sich  auf  —  p,  wenn  man 

die  willkührliclie  Constante  unberücksichtigt  lafst.  Um  alle 
diese  Falle    in    einem   einzigen  zusammen  zu  fassen ,   setze  icli 

hieraus  ergiebt  sich 

1    dp  _dP        \    dp  _dP^         i    dp   _dP 
Q    dx         dx^      Q    dy         dy  '      q    dz         dz  ' 
und  vermittelst  dieser  Werthe   und   der  vorhergehenden   wer- 
den dio  Gleichungen  (5) 

dP  dV         d^(p  d(p  d^qi       dtp     d^tp  dtp    d^tp 

dx         dx        dxdt  dx  dx^       dy  dxdy  dz  dxdz 

dP  _dJ^  _  d'^tp  dtp    d^(p  dq).  d^rp  dtp    d^(p 

dy         dy        dydt  dy  dydx        dy  dy^  dz  dydz 

dP  _  dV        d^(p  dtp    d^tp    -    dtp    d^tp         dtp  d^tp 

dz         dz        dz  dt  ßx  dzdx      dy  dzdy       dz  dz^* 
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Ich  addiere  diese  GleicbuDgeii;  nachdem  sie  «mit  dx,  dy^  dz 
multipliciert  worden  sind,  so  erhält  man 

• "" = "^-  ■'•,^ + i-^'-  m+ o'+ (^n 

und  da  alle  Glie^der  dieser  Gleicliuug  genaue  Differentiale  der 
drei  Veränderlichen  x,  y,  z  sind ,  so  findet  man  aus  denselben 
unmittelbar 

^-''.='-?+ä[(g;+(^)'+(Sy]  w 

Man  kann  sich  denken,  dafs  die  willkührliche  Constante^ 
die  man  noch  zu  diesem  Integrale  hinzufügen  müfste^  schon 
in  der  unbekannten  Gröfse  9  enthalten  ist,  und  kann  die 
Integrale  f^  und  P  als  völlig  bestimmte  Gröfsen  ansehen* 

Diese  Gleichung ,  welche  die  drei  Gleichungen  (3)  ersetzt, 
giebt  den  Werth  von  p,  wenn  der  von  q)  bestimmt  ist;  die 
Gleichungen  (a)  bestimmen  auch  die  drei  Unbekannten  w,  f ,  w^ 
und  was  den  Werth  von  q)  betrifft,  so  findet  man  ihn  aus 
der  Gleichung  (4),  die 

-      d(p  _      do)  ,      d(p 

d.Q-j-           d.Q-r-           ^'Qt^ 
dg  ^  dx  ^  dy  "^  dz  

Ji  '^       dx  '    '^        dy        "*"        dz       —  ""      W 

wird.  Ist  die  Flüssigkeit  unzusammendrückbar ,  so  reduciert 
sich  diese  Gleichung  auf 

d^(p      ,      d^w     ,     d^o) 


dx^     '     dy^    '     d 


z 


Im  Falle   einer  luftförmigen  Flüssigkeit  setzt  man   statt  q 
X seinen  als  Function  von  p  gegebenen  Werth,  und  statt  p  sei- 
nen aus  der  Gleichung  (6)  abgeleiteten  Werth. 

654. 
Soll  die  JFormel  u dx  -[-  v dy  -^ipdz,  wahrend  Aet 
ganzen  Dauer  der  Bewegung,  ein  vollständiges  Integral  seyn, 
,so  mufs  sie  es  auch  im  Anfange  se^^n,  und  die  anfänglichen 
Werthe  von  w,  v,  w^  die  willkührlich  als  Functionen  von 
^i  y^  ^  gegeben  sind,  leisten  den  Bedingungen  der  Integrier- 
barkeit  Genüge.  Umgekehrt  kann  man  annehmen,  dafs,» wenn 
diese  Formel  für  einen  bestimmten  Werth  von  t  ein  genaues 
Differential  ist,  sie  es  auch  für  alle  Werthe  dieser  Gröfse  seyn 
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wird.  Dieser  Satz  ist  jedoch  nicht  6o  allgemein,  als  man 
annimmt.    Man  beweist  ihn  auf  folgende  Weise. 

Sey  t,  ein  besonderer  Werth  von  /,  für  diesen  Werlh  sey 
udx  -f-  ^dy  -f-  fprfc  =  d^,y 
wo  q),  eine  Function  von  x  y  y^  z  ist.  Bezeichnet  man  durch 
e  einen  unendlich  kleinen  Zeitraum  und  geh\  die  Zeit  t  ia 
f /  -f-  «  über,  so  ändern  sich  auch  die  Gröfsen  Uy  Vj  w,  und 
wenn  man  annimmt,  dafs  ihre  als  Functionen  von  t  gegebenen 
Werthe  sich  nach  Potenzen  von  e  entwickeln  lassen,  so  hat  man 
drp,  d(jp,  d(p, 

dx  dy  dz 

und  daher 

udx  -|-  vdy  +  wdz  =  r/y,  -f-  €{u,dx  -J-  ^^dy^  Wfdz)j 
wenn  man  durch  u,y  Vfj  Wf^  Functionen  von  x^y^  z  be- 
zeichnet« 

du    dv     d.(4> 
Um  die  Werthe  der  partiellen  Differentiale  7—,  -7-,  —77- 

dt     dt      dt 

zu  haben,  die  in  den  Gleichungen  (3)  vorkommen,  mufs  mau 

diese  Werthe  von  //,  v,  ^  in  Beziehung  auf  b  differentiieren. 

Dies  giebt 

du  dv  dw  

Tt~    "    Tt-""    dt  -'*''' 

Substituiert   man   sie   mit  denen  von   u^  v^^  u^  und  ihrer 
partiellen  Differentiale    in    Beziehung    auf  x^  y  y    z    in    diese 
Gleichungen   und  lUfst   alsdann   die  mit  e  multipltcierten  Glie- 
der weg,   so  erhält  ma^ 
1    dp dff,  d^(pf       dtp,     d^fp,        dq);    d^(p, 

—        —  ji.  —  U/  — ^ 


Q    dx  dx   dx^        dy    dxdy  dz    dxdz 

1    dp '  c7f/),    d^q,        d(p,  d^tp,  d(p,     d\, 

Q    dy-  dx  dydx        dy     dy^  dz    dyds 

1    dp _  d<p,    d^(p,         d(p,    d^rp,  drp,   d^qi, 

Q   dz  \       dx    dzdx        dy    dzdy  dz    dz^ 

woraus  man,  vermöge  der  vorhergehenden  Bezeichnungen, 

u,dx  -{-  v,dy  -{"  i^,dz 

=.^_.P-i..[(Ä.y+(^y+(^y] 

ableitet,  und  woraus  sich  ergiebt,  dafs  die  Gröfse  (u,dx  +  i^,dy 
'^w,dz)ey  um  welche  die  Formel  udx  '{^  i^dy  -{^  wdzj 
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während  der  Zeit  Sj  zuntfnmt,  ein  genaues  Differential  ist. 
Daher  wird  diese  Foifmel  am  Ende  der  Zeit  tf*\^e  ein  ge- 
naues Differential  seyn^  weil  man  voraussetzt  ^  dafs  sie  es  am 
Ende  der  Zeit  ^,  ist;  sie  wird  es  auch  am  Ende  der  Zeit 
^/*{-2  6  seyn,  weil  sie  es  am  Ende  der  Zeit  t,'\^  b  ist  u.s.w« 
Und  da  man  e  positiv  oder  negativ  annehmen  kann,  so  findet 
man  hieraus,  dafs  diese  Formel  wrf**  -f-  vdy  -}-  wdz  für  alle 
Werlhe  von  t  ein  genaues  Differential  ist,  wenn  man  sich 
überzeugt  hat ,  dafs  sie  es  für  irgend  ehien  Werth  dieser  Yer- 
änderliehen  ist. 

Dieser  Beweis  setzt  jedoch  voraus ,  dafs  die  Werthe  von 
Uy  Vj  iVj  welche  t  -^  b  entspreclien ,  sieli  nach  Potenzen,  von 
e  entwickeln  lassen,  oder,  wa»  dasselbe  ist,  sie  setzt  voraus, 
ds^fs  die  als  Functionen  von  t  gegebenen  Ausdrücke  von  Uy  p,  t^ 
den  Gleichungen  der  Aufgabe  und  allen  übrigen,  die  au»  der* 
selben  vermittelst  Differentiationen  in  Beziehung  auf  t  entsprin- 
gen. Genüge  leisten.  Dies  hat  aber  nicht  immer  in  Beziehung 
auf  die  Ausdrücke  für  i/,  Vy  <p,  die  in  Reihen  von  Exponential- 
gröfsen  und  Sinus  oder  Cosinus,  dereH  Exponenten  und  Begen 
t  proportional  sind,  entwickelt  sind,  statt.  Da  liier  der  Beweis 
nicht  mehr  pafst,  so  kann  auch  die  Behauptung  falsjch  seyn, 
und  sie  ist  es  wirklich,  in  gewissen  Fällen,  von  welchen  ich 
Beispiele  gefunden  habe.  Bei  jeder  Aufgabe  genügen  die  Aus- 
drücke von  Uy  Vy  w  den  Gleichungen,  die  sich  auf  die  Masse 
und  die  Oberfläche  der  in  Bewegung  befindlichen  Flüssigkeiten 
beziehen.  Bestimmt  man  in  denselben  die  Coeffieienten  der 
Exponeiitialgröfsen  und  der  Sinus  und  Cosinus  auf  passende 
Weise  ^  so  bezeichnen  sie  den  anfängliehen  gegebenen  Zustand 
aller  Funkte  der  Flüssigkeit,  und  sind  die  dai^aus  entspringen- 
den Reihen  aufserdem  convergierende ,  so  genügt  dies,  damit 
sie  die  Außösung  einer  Frage  enthalten,  wiewohl  eine  ihrer 
besonderen  Eigenschaften  darin  besteht,  dafs  sie  nicht  immer 
den  Gleichungen  genügen^  die  durch,  neue  Differentiationen 
aus  denen  der  Bewegung  ^tstehen. 

655. 
Die    Bedingung- der    lutegrierbarkeit    der    Formel     udx 
^i^dy^wdz   hat  bei  der  Bewegung    einer  Flüssigkeit,  die 
sich,  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern,  um    eine    feste  Axe   dreht. 
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nicht  statt*  Denn  die  Seilengeechwiudigkeitea  der  Gescliwiu- 
digkeit  eiiies  beliebigen  Punktes  sind  alsdann  dieselben ,  wie  im 
Falle  eines  festen  Körpers;  nimmt  man  daher  die  feste  Axe 
für  die  der  z  und  bezeichnet  durch  o)  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Umdrehung,   so  hat  man  (^.387) 

w  =  —  yiü,     p  z=:  XV),     ii^  :=:  o, 
woraus  sich 

udx  —  xdx  -}-  wdu  =  (o(xdy  — y^^.^) 
ergiebt,  welche  Gröfse  kein  genaues  Differential  ist,  well  der 
Factor  w  von  den  Coordinalen  x  und  y  unabhängig  ist. 

Hieraus  ergicbt  sich,  dafs  man ,  um  den  Druck  p  in  einem 
beliebigen  Punkte  zu  bestimmen,  in  diesem  Beispiele  die 
Gleichungen  (3)  zu  Hülfe  nehmen  mufs.  Substituiert  mau 
in  denselben  die  Werthe  von  u^  p,  tP  und  betrachtet  o)  als 
eine  constante  Gröfse  in  Beziehung  auf  t,  ebenso  wie  in  Be- 
ziehung auf   x,y,  z,   so  erhält  man  * 

Q    dx  ^  '      Q    dy  1        -^;      p    .7-  ^ 

woraus  man 


dz 


1 
—  rfp  =  Xdx  -|-    Ydy  -f-  Zdz  -|-  (ü^{xdx  '■\' ydy) 

findet,  welche  Gle^hung  mit  derjenigen  zusammenstimmt,  die 
man  in  {.589  aus  der  Betrachtung  des  Gleichgewichtes  der  ge- 
gebenen Kräfte,  die  auf  alle  Punkte  der  Flüssigkeil  wirken, 
und  ihrer  aus  der  drehenden  Bewegung  entspringenden  Centri- 
fugalkräfte   gefunden  hat. 
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Zweites    Kapitel. 
lieber   die  Ausbreitung   des    Schalles. 

656. 
Es  liegt  tticlit  iiir  Plane  dieses  Werkes,  die  zahlreichen 
Resultate  anzugeben ,  die  man  aus  den  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  abgeleitet  hat.  Ich  begnüge 
mich  damit;  die  Werke  anzudeuten ^  in  welchen  man  sie  fin- 
den kann.  Im  folgenden  Kapitel  werde  ich  die  Bewegung  ei- 
ner Flüssigkeit,  die  aus  einem  Oefäf'se  flielst,  vermittelst  einer 
besondei^n  und  n aber ungs weise  richtigen  Voraussetzung,  die 
im  Allgemeinen  in  der  Praxis  hinreicht ,  bestimmen.  In  die- 
sem Kapitel  werde  ich  als  Beispiel  der  Anwendung  der  allge- 
meinen Gleichungen  die .  einfachsten  Fälle  der  Theorie  des 
Schalles  betrachten. 

1)  In  dem  zweiten  und  fünften  Theile  der  mccanique 
Celeste  findet  man  Alles,  was  bisher  über  die  Schwan- 
kungen des  Meeres  und  der  Atmosphäre,  die  durch  die  An- 
ziehungen des  Mondes  und  der  Sonne  entstehen,  bekannt  ist. 

2)  Der  zweite  Theil  der  mc^canique  analylique  ent- 
hält die  Bestimmung  der  Bewegung  einer  schweren  Flüssig- 
keit, sowohl  in  einer  sehr  engen  Röhre  als  in  einem  sehr 
tiefen  Gefafse,  vermittelst  conV  ergierend  er  Reihen. 

3)  In  Beziehung  auf  die  Schwankungen  dieser  Flüssigkeit 
in  einem  Gefäfse  von  beliebiger  Tiefe,  verweise  ich  auf  meine 
Abhandlung  im  IQlen  Theile  des  Gergonn ersehen  Journals. 

4)  In  Beziehung  auf  die  Fortpflanzung  der  Wellen,  an 
der  Oberfläclie  und  in  dem  Inneren  des  ruhigen  Wassers, 
verweise  ich  auf  meine  Abhandlung  im  ersten  Theile  der 
niemoires    de    Pacad.  d  es  sciences  *). 

5)  Ueber  das  Ausfliefsen  elastischer  Flüssigkeiten  in  Ge- 
fafsen   und  Röhren    kann    man    die  Abhandlung    des  Herrn 


*)  Ueber  diesen  Gegenstand  und  mehrere  verwandte  vergleiche  man  auch 
die  „AVeiienlehre  von  Weber  "  Aumerk.  des  Ueber». 
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Na  vi  er  im    9ten  Tlieile  der  Abhandlungen   der  Akademie 
vergleichen. 

6)  Hinsichtlich  alles  dessen ,  was  die  Theorie  des  Schalles 
und  allgemein  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  einem 
elastischen  Mittel ,  oder  in  mehreren  über  einander  gelager- 
ten Mitteln  betrifft,  verweise  ich-  auF  die  Abhandlungen,  die 
ich  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  habe  und  die  man 
im  14ten  Hefte  des  Journal  de  l'^cole  polyteclini- 
que  und  im  zweiten  und  zehnten  Theile  der  memoires 
de  Facad.  des.sciences   findet. 

/  657. 

Um  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  zu  ge- 
ben,  betrachte  man  eine  elastische  gleichartige  Flüssigkeit,  de- 
ren Temperatur  und  Dichtigkeit  überall,  im  Zustande  des 
Gleicligewichtes,  dieselben  sind,  und  die  man  um  sehr  Wenig 
von  diesem  Zustande  entfernt  hat,  so  dafs,  während  der  dar- 
aus entspringenden  Bewegung,  die  Geschwindigkeiten  ihrer 
verscliiedencn  Punkte  sehr  klein  sind,  und  die  Verdichtungen 
oder  Ausdehnungen,  die  mit  denselben  verbunden  sind,  eben- 
falls nur  wenig  betragen.  Wir  vernachlässigen  daher  die  Qua- 
drate und  Produkte  dieser  Grofsen,  was  die  Gleichupgen  der 
Bewegung  auf  die  lineare  Form  reduciert,  so  dafs  man  ihre 
Integrale  in  geschlossener-  Form  erhalten  kann.  Ich  setze  auch 
die  Kräfte  JC,  Y,  Z  gleich  Null,  damit  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  constant  ist,  wie 
hier  vorausgesetzt  wird. 

Sey  D  diese  Dichtigkeit,  wenn  q  diejenige  bedeutet,  die 
im  Zustande  der  Bewegung  statt  hat,  am  Ende  der  Zeit  t  und 
im  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,y,  z  sind,  so  hat  man 

wenn  man  durch  s  einen  Bruch  bezeichnet,  der  sehr  klein  ist. 
Und  positiv  oder  negativ  seyn  kann.  Seyen  auch  h  und  gmh 
die  Höhe  und  der  barometrische  Druck,  welche  der  Dichtig. 
keit  D  entsprechen ,  wo  g  die  Schwere  und  m  die  Dichtigkeit 
des  Quecksilbers  bezeichnet.  Im  Zustande  der  Bewegung  ist 
der  Druck  />,  welcher  der  Dichtigkeit  q  entspricht,  gmh{l  +  «), 
vermöge  des  Mariotteschen  Gesetzes ,  wenn  die  Temperatur  der 
Flüssigkeit  unveränderlich   ist.     In   Folge  der  positiven   oder 
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Degatiyen  Verdichtung  Sy  nimmt  aber  die  Temperatur  zu  oder 
ahy  und  ist  die  Bewegung  schnell  genug,  so  dafs  die  Flüs- 
sigkeit nicht  die  Zeit  hat^  auf  ihre  ursprüngliche  Temperatur 
zurück  zu  kommen,  so  ändert  sich  der  Druck  im  gröfseren 
Verhältnisde  als  die  Dichtigkeit.  Ich  nehme  daher  an,  man 
habe  im  Allgemeinen 

p  =  ^  m  7t  (1  -|-  «  -{•  o) 
wo  o  eine  Gröfse  bezeichnet,  die  dasselbe  Zeichen   wie  s  hat 
und  eine  bestimmte  Function    davon   ist.     Da  s  sehr  klein  ist, 
80    kann   man   annehmen^   dafs   diese    Gröfse  o  der   Gröfse  a 

pro])ortional  ist,  und 

a  =  ßa 

setzen,  wo  ß  ein  positiver^  von  8  unabhängiger  Coe£ßcient  ist. 
Vermittelst  dieser  Werthe  hat  man 

dp  =  gmb{i+ß)ds 
und  es  ergiebt  sich  daraus 


/ 


^P  =:a^log{i  +  8), 


Q 
wenn  man  annimmt,  dafs  das  Integral  mit  a  verschwindet  Qnd 

V 

zur  Abkürzung 

setzt.  ^ 

Vernachlässigt  man  das  Quadrat  'von  s  und  nimmt  dieses 
Integral  für  den  Werth  der  in  der  Gleichung  (6)  des  f.  653 
enthaltenen  Gröfse,   so  hat  man 

P  =  a««; 
vernachlässigt  man  auch   die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten 

^r-5  "T^>  -r^>  tind  läfst  das  von  den  Kräften  X,  Y",  Z 
dx      dy     dz 

herrührende  Glied  V  weg,  so  wird  diese  Gleichung  (6) 

und  verbindet  man  sie  mit  den  Gleichungen  (a),  nemlich 

dw  d(jp  dw  ,^v 

dx  dy  dz 

so  geben  diese  vier  Gleichungen  die  Verdichtung,  die  Gröfse 
und  Richtung  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit,  am  Ende 
der  Zeit  /,  und  im  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,  y^  z  sind. 


1 
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wenn  die  Function  tp  als  Function  von  x^  y  ^  &,  t   bestimmt 
worden  ist. 

Nimmt  man  auch  an ,  dafs  die  Verrückungen  der  Punkte 
der  Flüssigkeit  sebr  klein  sind  y  d.  b.  dafs  die  Punkte  der 
Flüssigkeit  nur  sebr  kleine  Scbwingungen  macben  und  keine 
genieinscbaftlicbe  fortscbreltende  oder  drebende  Bewegung  ha- 
ben, so  sind  die  Yeränderlicben  Xy^j  z  sebr  wenig  von  den 
anfängUcben  Coordinaten  x'y  y\  z*  des  Punktes,  dem  sie  ent- 
sprecben,  verscbieden;  man  kann  sie  x\y\  z'  gleicb  setzen, 
wenn  man  die  Wertbe  von  udty  vdty  wdt  integriert,  um 
aus  denselben  in  einem  beliebigen  Augenblicke ,  die  Verrückun- 
gen dieses  Punktes  nacl^  den  drei  Coordinateuaxen  abzuleiten, 
und  alsdann  bat  man 
X  —  x' zu  f  udty    y — y'z=Lfi>dty     z  —  z'  zzzfwdty 

wo   die  Integrale   auf  die  Weise  genommen  werden^  dafs  sie 
verscbwinden ,  wenn  ^  =  o  ist. 

Was  die  Gröfse  (p  betrült,  so  setze  icb,  um  die  Glei- 
cbung,  von  welcber  sie  abbängt,  zu  erbalten,  D  (l  +  *)  ^^ 
die  Stelle  von  q  in  die  Gleichung  (c)  des  angeführten  }.,    und 

1.    Ti     1  1  1  ^^    ^U>    ^9^  ,  • .    . 

wenn  man  die  Produkte  aus  s  und  -y- ,  —■ ,  -r^  vernachlässigt, 

dx     dy    dz 
so  erhält  man 

dt  "*"  dx'^  "^  dP  "*"  ii^~  ""' 

öder,    wenn    man   statt   s  «einen  vorhergehenden  Werlh  sub- 
stituiert , 

dt^  -  ""     \dx^  ^ly^^  J^J  •  ^^^ 

Diese  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  sind  die  der  Tbeorie 
des  Schalles  in  einer  Luft,  deren  Temperatur  und  Dlcbtigkeit 
constant  sind.  Sie  setzen  voraus,  dafs  die  Formel  udx 
•\'vdy-\-wdz  ein  vollständiges  Differential  ist,  was  wii-k- 
lich  in  den  beiden  besonderen  Fällen,  auf  welche  wir  sie  an- 
wenden wollen,   statt  bat. 

658. 
Mau  nehme  zuerst  an,  die  Luft  sey  in  einer  cylindrischen 
Röhre    enthalten,   und  ihre  Punkte    bewegen  sich  parallel^  mit 
der  Axe,  die  horizontal  seyn  soll;  damit  die  Schwere  die  Dich- 
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tigkeit  Qiclit  verändert.  Nimmt  man  die  Axe  der  x  in  dieser 
Richtung  y  so  hat  man  1^  =  0  und  w  ^=:  O'^  die  Gröfse  q)  wird 
nur  eine  Function  von  x  und  f  seyn^  und  die  Gleichung  (3) 
reduciert  sich  auf 

Hieraus  leitet  man  dieselben  Folgerungen  ab,  wie  es  in 
der  Gleichung  (l)  des  {,494,  in  Beziehung  auf  die  longitudi- 
nalen  Schwingungen  eines  elastischen  Stabes,  gescheiten  ist. 
Erstreckt  sich  die  Röhre  auf  eine  unbestimmte  Lange,  so  ist  a 
die  Geschwindigkeit  der  Ausbreitung  des  Schalles  na'ch  seiner 
Länge.  Ist  sie  aber  begräuzt  und  ihre  Lange  /,  so  steht  die 
Anzahl  der  Schwingungen  der  {Flüssigkeit,  in  der  Einheit  der 
Zeit,  die  dem  tiefsten  Tone  entspricht,  im  umgekehrten  Ver- 
hältnisse von  /;  wird  der  Ton  höher,  so  wächst  diese  Anzahl 
in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  der  Schwingungsknoten, 
und  wenn  man  durch  X  den  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Knoten  enthaltenen  Abstand  und  durch  n  die  entspre- 
chende Anzahl  von  Schwingungen  bezeichnet,  so  hat  man 

a 

^  ~  Ti' 

In  diesen  Punkten  ist  die  Geschwindigkeit  der  Luftmole- 
cule  Null,  die  Verdichtung  s  ist  aber  nicht  Null;  dagegen 
giebt  es  andere  Punkte,  in  welchen  diese  Verdichtung  Null 
ist,  während  die  Flüssigkeit  in  Bewegung  ist.  Die  Abstände, 
welche  diese  anderen  Punkte  trennen ,  sind  dieselben ,  wie  bei 
den  ersten ,  wie  man  aus  den  Formeln  des  ^«  495  sehen  kann. 
Sie  besitzen  eine  Eigenschaft,  aus  welcher  sie  durch  die  Er- 
fahrungbestimmt werden  können,  und  die  nur  ihnen  zukommt. 
Macht  man  in  einem  der  Punkte,  wo  die  Verdichtung  Null 
ist,  eine  Oeifnung  in  die  Röhre,  und  stellt  die  Verbindung 
mit  der  aufseren  Luft  her ,  so  wird  die  Bewegung  der  inneren 
Flüssigkeit  auf  keine  Weise  geändert,  eben  so  wenig  wie  der 
Ton,  den  sie  hören  läfst.  Nimmt  man  für  k  den  Abstand  der 
zwei  auf  (einander  folgenden  Punkte  und  für  «die  dem  beob- 
achteten Tone  entsprechende  Zahl,  so  giebt  die  vorhergehende 
Gleichung  den  Werth  von  a  und  daher  den  der  im  Ausdrucke 
dieser  Geschwindigkeit  enthaltenen^  Gröfse  /f.  Es  ist  besser, 
hierzu    den   höheren  Ton    anzuwenden ,    der   einem    aliquoten 
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Theile  von  /  entopricht,  als  den  Grundtou,  auf  ^elcheu  die 
Arr,  wie  die  Luft  in  die  Röhre  geblasen  wird,  und  die  auf 
das  Anblasen  bezüglichen  Umstände  Einfluls  haben  können. 
Auf  diese  Weise  hat  Dulong,  für  die  Luft  und  die  verschie- 
-  denen  Gasarten  ^  den  Werlh  der  Gröfse  y  des  f.  637  bestimm f, 
welche  Gröfse^  wie  man  sogleich  sehen  wird/  gleich  1  4'/^  ^^^* 

659. 

Als  zweites  Beispiel  nehme  ich  an ,  dafs  die  Luftmasse 
sich  nach  allen  Richtungen  unbegranzt  ausdehnt  und  auf  ähn- 
liche Weise  nach  allen  Richtungen,  um  einen  festen  Punkt, 
den  ich  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nehme,  er- 
schüttert worden  ist.  Nennt  man  r,  am  Ende  der  Zeit  ^,  den. 
Radius  Vector  des  Punktes,  welcher  x^y^z  entspricht,  und 
^  seine  Geschwindigkeit,  so  wird  diese  nach  diesem  Halbmesser 
gerichtet  seyn,  und  ihre  GrÖfse  wird  eine  Function  \oh  r  und 
ty  ebenso  wie  die  Verdichtung  5 ,  seyn.  Denn  es  ist  einleuch- 
tend, dafs  Alles  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  wäh- 
rend der  ganzen  Dauer  der  Bewegung ,  symmetrisch  seyn  mufs» 
Man  hat  daher 

f*  ^y  C^ 

und  da  ''  ^  ^ 

ist,    so  ergiebt  sich  hieraus 

udx  -)-  vdy  -}-  iPdz  =  fc?/', 

so  dafs  diese  Formel  das  vollständige  DiiTerential  einer  Fuuc« 
tion  von  r  und  t  ist.*  Da  diese  Function  die  durch  diä  Glei- 
chung (3)  bestimmte  Gröfse  g)  ist,  so  hat  man 

dcp 
^         dr 
als  Mittelgeschwindigkeit  der  Geschwindigkeiten  u,  p,  w. 

DifFerentiiert  man  sie  in  Beziehung  auf  x^  y,  z,  so  hat 
man  auch 

^  d<p dq)   X       d<p        d(p  y        dq>  d(p    z 

dx         dr    r  '     dy        dr    r  '     dz         dr    r  ' 
diiferentiiert  man  zum   zweiten  Male,   so  erhält  man 
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Ix^   ~  dr^   r^    '^  dr         r^ 
d^tp    _   d^  ^     I     1?   g^  +  AT^ 
dy^    ~   rfr«  r«   "*"  rf7       r» 
^gy    _   d^  z^         dtp   x^  +  y^ 

und  verinöge  dieser  Werthe  wird  die  Gleicliuog  (3)    . 

dt^   ~      \dr^   "*"   r    drj' 
oder,  wa6  desselbe  ist,. 

dt^     —^       dr^    '  ^^^ 

Ihr  vollständiges  Integral  ist  ((.484) 

wo  /*  und  F  die  zwei  wiUkührliclien  Functionen  sind.  Setzt 
n^n  daher 

dz         -'     '      dz 
für  eine  beliebige  Veränderliche  s,    so  findet  man  aus  diesem 
Integrale 

f  =  l[/'(r  +  aO   ^  F'ir-at)} 

-  ;^  [/('•  +  «0  +  i^(r-«0]  >  (5) 

s^  ^  [F'ir^at)  -  f  {r  +  at)-\ 
ar 

und  diese  Formeln  geben  die  Geschwindigkeit  und  Verdichtung 
in  einem  beliebigen  Punkte  und  beliebigen  Augenblicke  an, 
nachdem  man  die  Functionen  f  und  /'  für  alle  Werthe  von 
r  -^  atj  welches  eine  positive  Veränderliche  ist,  und  die 
Functionen  P  und  -F'  für  alle  positiven  oder  negativen  Werthe 
von  r  —  at  bestimmt  hat. 

660. 
Da  Alles,  der  Voraussetzung  gemäfs,  um  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  ähnlich  ist,   so  mufs  der  Mittelpunkt  der  Er- 
schütterung  der  Flüssigkeit;   während   der  ganzen  Dauer  der 
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Bewegung,  iinbewegllcli  bleiben.  Ms  ist  clalier  nothweudig, 
dafs  die  erste  Formel  (5)  mit  r  verschwindet ,  was  erfordert, 
dafsr  man,  wenn  dieser  Halbmesser  uuendlicb  klein  ist, 

/(r  -^at)  +  F{r  —  at)  =  Tr 

fXr^at):^FXr-at)=  T 
habe,    wo   T  eine    unbekannte   Function    von  t   ist.     Nimmt 
man  an,  dafs  der  Halbmesser  r  in  der  ersten  dieser  Gleichun- 
gen und  ihrem  Diiferentiale  in  Beziehung  auf  at ,    nemlich 

gän;&lich  Null  ist,   und  setzt  z    statt  at^   so  hat  man  daher 

/«  +  F{-z)  =  o,  f'z  -  F'{-z)  =  o,  (6) 
jedoch  nur  für  die  positiven  Werthe  von  z.  Diese  Gleichun- 
gen  geben  die  Werthe  von  F  ( —  z)  und  F  (^ — z)  vermöge 
der  Werlhe  von  fz  und  fz  an,  so  dafs  nur  noch  die  Werthe 
von  y*5 ,  J^z ,  Fz  und  F ' z  für  alle  positiven  Werthe  von  z 
bestimmt  werden  müssen. 

Zu  diesem  Ende    seyen  ^r  und  —  UV,    die  anfänglichen 

cv 

Werlhe  von  ^  und  «,  so.  dafs  i^r  und  UV  Functionen  bezeich- 
nen, die  von  r  z=:  o  bis  r  =  00  gegeben  sind,  von  welchen 
die  ersle  für  r  :=,  o  Null  seyn  mui's,  und  die  beide  gewisse 
Geschwindigkeiten  sind.  Setzt  man  in  den  Gleichungen  (5) 
t  z=z  o^  so  hat  man 

eZ.l/r        d.—  Fr 


rUV  = 


dr  dr 

dFr         dfr 


dr  dr 

woraus  man 

Fr  —fr  z=:Wir  +  c 
fmdet,  wenn  man  durch  b  und  c  zwei  willkührliche  Constan- 
ten bezeichnet  und 

ftprdr  =  ipj  r,    fr'^Vrdr  z=z  Vjr 
selzt.     Man   kann   annehmen,    dafs    diese   zwei  Integrale    für 
irgend  einen  Werth  von  r  verschwinden ,  wir  werden  sogleich 
für  diesen  Werth  r  =  OQ  nehmen. 
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Berücksichtigt  man  blos  die  Constanten  b  und  c,  so  geben 

die  vor)i  ergeben  den  Gleichungen 

fr  =  ibr~ie,    fr  =  \b 
Fr  z=\br  ^ic,    F'r  =  lc, 
liieraus  findet  man 

fir+at)  =  ibir^at)-ic 

/'(r  +  «0  =  ift; 

für  r^at  hat  man  auch 

F{r  —  at)  =  ib(r—at)  +  4c 

F\r-at)  =  ib, 
für  r<Cftt  hat  man 

f{at  —  r)  =  lb(at  —  r)  —  \c 

f\at-r)-ib, 
und  in  Folge  der  Gleicliüngeu  (6)  ergiebt  sich 

F{r  —  at)  =  lb(r~at)  -f  Je 

FXr-at)=ib, 
-wie  im  Falle  >yenn  r'^at  ist.     Substituiert  man  aber  diese 
verschiedenen  Werlhe  in  die  Formeln  (5) ,  so  findet  man ,  dafs 
sie  sich  auf  Null  reducieren ,    so  dafs  die  zwei  willkührlichen 
Constanten  b  und  c  aus  den  Werlhen  von  f  und  s  verschwinden. 

Läfst  man  sie  daher  unberücksichtigt,  und  setzt  z  statt  r 
in   die  Gleichungen  (7)  und  ihre  Differentiale,    so  erhält  man 


/ä  =  i^^jÄ  —  4  Wiz 


{ 


Fz  =  izxpiz^  i^^^z  (  ^^ 

F'z=:  ipiz  +  iz(rpz+  Wz)      1 
für  die  Werlhe,  die  noch  gefunden  werden  mulsten. 

Die  Formeln  (5)  enthalten  nichts  Unbekanntes  melu',  und 
geben  daher  die  vollständige  Auilösung  der  Aufgabe.  INIan 
bemerke,  dafs  Nichts,  in  der  Frage,  dazu  dienen  könnte,  die 
Werlhe  von  /( — z)  zu  bestimmen,  welche  die  Förmejn  (5) 
nicht  als  bekannt  voraussetzen. 

661. 
In  Beziehung  auf  die  Theorie. des  Schalles  lassen  sich  nun 
nachstehende  Folgerungen  aus  diesen  Formeln  ziehen. 

Sey  €  der  Halbmesser   der  ursprünglichen  Erschütterung, 
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80  dafs  i}ßr  und  Vr  Werthe  haben,  die  von  rz=o  bis  rzzzs 
\villkiihrlich  gegeben  und  von  r  = «  bis  r  =  00  Null  sind. 
Die  Integrale  tpir  und  y^jr  sind  für  alle  Werthe  von  ä,  die 
gröl'ser  als  s  sind ,  constante  Gröfsen ,  und  da  man  annimmt-^ 
dafs  sie  für  r  =  00  Null  sind,  so  sind  sie  es  auch  von  r=  e 
bis  r  =  00. 

Betrachtet  man   nun  zuerst    einen   innerhalb  der  Ausdeh- 
nung der  ursprünglichen  Erschütterung  enthaltenen  Punkt  der 

Flüssigkeit ,  so  hat  man  r  <  £•     So   lange  t  kleiner  als    

ist,  siud  die  Werthe  von  fif-^-at)  und  /'(''  +  «0  nicht 
Null,   und  man   findet  sie    aus    den    Gleichungen  (8),   ebenso 

ist   es  in    Beziehung  auf  die  Werthe  von    F  {r  * —  a  t)    und 

r  r 

F' (r — cii)y   so  lange  man  ^<  —  hat;  ist  t  grofser  als  — , 

a  ci 

so  findet  man  diese  Werthe  aus  denen  von  fipt  —  r)  und 
f'{cit  —  r),   vermittelst  der  Gleichungen  (6).     Ist  endlich  die 

r  4-  6  ,  ,  . 

Zeit  t  gröfser  als geworden,   «o   sind   alle  Glieder  der 

a 

Formeln  (5)  Null,  und  alle  innerhalb  der  Ausdehnung  der  ur- 
sprünglichen enthaltenen  Funkte  werden  in  den  Zustand  der 
Ruhe  zurück  gekommen  seyn.  Für  alle  Funkte,  die  in  der 
Kugel  liegen,  deren  Halbmesser  e  ist,  nimmt  daher  die  Dauer 
der  Bewegung,  vom  Mittelpunkte  nach  der  Oberüäche  zwischen 

den  Gränzen  und  ab. 

a  a 

Aufserhalb    der    ursprünglichen    Erschütterung   hat   mau 

r  -f-  a^  >"  6,    wodurch  f{r  -^at)   und  f  (r  -j-  ait)   aus   den 

Formeln  (5)  verschwindet,  so  dafs  sie  in 

^=,    ^^  F\r^at)  -^F{r-at) 

«  =  —  F\r  —  ai) 
ar 

übergehen,  wenn  man  r^at  hat,  oder,  in  Folge  der  Glei- 
chungen (6),  in 


545 

wenn  at^r  ist.  Die  Wertbe  der  in  diesen  Ausdrücken  von 
^  und  5  enthaltenen  Gröfsen  sind  durch  die  Formeln  (8)  ge- 
geben. Sie  sind  Null,  wenn  man  r^  at  -^^  b  hat ,  und  wer- 
den es  wieder,  sobald  r<^at"-B  ist;  woraus  man  den  Schlufs 
zieht,  dafs  der  Scfiall  rieb  in  freier  Luft  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit rt,  wie  im  Initeren  einer  cylindrischen  Röhre^ 
ausbreitet;  dafs  die  Bewegung  eines  j^den  Lufttheilchens  wäh- 

2e 

read  eines  Zeitraums  besteht   und    die  Breite    der  Schall- 

a 

welle  dem  Durchmesser  2  b   der   ursprünglichen  Erschütterung 
gleich  ist. 

In  einem  grofsen  Abstände  vom  Mittelpunkte  dieser  Er- 
schütterung, kann  man  die  zweiten  Glieder  der  Wertbe  von 
^,  die  durch  r^  dividiert  sind,  im  Verhältnifs  zu  den  ersten, 
die  nur  durch  r  dividiert  sind,  vernachlässigen.  Man  hat  als- 
dann,  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung, 

.=1, 

a 
wie  in  f.  497,  wo  s  die  Ausdehnung  statt  der  Verdichtung  be- 
zeichnete. Die  eigene  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  nimmt 
alsdann  im  umgekehrten  Verhältnisse  von  r  ab.  Man  setzt 
die  Intensität  des  Schalles  dem  Quadrate  dieser  Geschwindig- 
keit proportional,  so  dafs  sie,  in  einer  grofsen  Entfernung 
vom  Orte  der  ursprünglichen  Erschütterung,  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  dieses  Abstaudes  abnimmt,  was 
der  Erfahrung  gemäfs  zu  seju  scheint. 

Diese  Resultate  haben  noch  statt,  wenn  die  Erschütterung 
nicht  nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist.  In  einem  im  Ver- 
hältnisse zu,  seinem  Durchmesser  beträchtlichen  AbStande  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  gleichförmig  und  der  Constan- 
ten a  gleich.  Die  Wellen  haben  eine  beinahe  kugelförmige 
Gestalt,  und  nach  der  Richtung  eines  jeden  Halbmessers  ändert 
sich  die  Intensität  des  Schalles  im  umgekehrten  Verhältnisse 
des  Quadrates  des  Abstandes,  wie  auch  sonst  ihre  Aenderung 
von  einem  Halbmesser  zum  anderen  beschaffen  sey.  Diese 
Intensität  nimmt  auch  mit  der  Dichtigkeit  des  Mittels,,  in  wel- 
chem der  Schall  hervorgebracht  wird,  ab, 'so  dafs  sie  z.B. 
abnimmt^  so  wie  man  sich  der  Spitze  eines  hohen  Berges 
nähert.    Betrachtet  man  die  Ausbreitung  des  Schalles  in  einer 

'35 
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Ltift,  die  aus  Schiebten  von  verscliiedener  Dichtigkeit  ztisam- 
nieiigesetzt  ist^  so  findet  man,  dafs  seine  Intensität,  in  glei- 
chem Abstände,  nur  von  der  Dicbtigl^eit ,  die  am  Orte  der 
ersten  Erschütterung  statt  findet,  abhängt,  und  hieraus  ergiebt 
sich,  dafs  Jemand,  der  sich  in  einem  Luftballon  befindet,  ein 
Geräusch  an  der  Oberfläche  der  Erde  ebenso  hören  niui's,  als 
wenn  er  selbst  auf  dieser  Oberfläche  wäre,  während  man  das 
Geräusch,  das  im  Luftballon  entsteht,  an  dieser  Oberfläche 
ebenso  hört,  als  wenn  man  in  derselben  atmosphärischen 
Schichte  wäre,   in  welcher  der  Luftballon  ist. 

Hängt  die  Intensität  des  Tones  von  der  Gröfse  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Lufttheilchen  ab,  die  das  Ohr  treffen, 
wenn  die  Höhe  des  Tons  sich  nach  der  Anzahl  dieser  Stöfse 
in  derselben  Zeit,  d.h.  nach  der  mehr  oder  weniger  häufigen 
Wiederholung  der  Luftschwingungen,  richtet,  so  kann  man 
fragen,  worin  der  Unterschied  zwischen  einer  und  der  an- 
deren Sylbe  besteht,  wenn  beide  mit  ^^i'^^lben  Kraft  und 
mit  demselben  Tone  gesungen  werden«  Nach  Euler  mufs 
dieser  Unterschied  aus  der  Gestalt  der  Function  abgeleitet 
werden,  die  das  Gesetz  der  auf  einander  folgenden  Geschwin- 
digkeiten der  Luft,  während  jeder  Schwingung ,  ausdrückt; 
so  dafs  das  Organ  der  Stimme  die  Fähigkeit  hätte,  dieser 
Function  die  passende  Form  zu  geben,  und  das  Organ  des 
Gehörs  die  Fälligkeit,  diese  verschiedenen  Formen  zu  unter- 
scheiden. 

662. 
Man  kann,  ohne  die  Gestalt  der  Gleichung  (4)  zu  ändern,  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  anderen  Punk  ;on  der  Flüs- 
sigkeit verlegen*  Bezeichnet  man  hiernach  durch  r, ,  />/,  r,//  >  •  •  • 
die  Radius  Vector  eines  Punktes,  die  von  verschiedenen  An- 
fangspunkten an  gezählt  werden,  und  nimmt  allmälich  y  als 
Function  von  t  und  einem  jeden  dieser  Radien,  so  leistet  man 
der  Gleichung  (4),  vermittelst  des  Werlhes  von  (p  des  f.  659  und 
der  Werthe,  die  sich  daraus  ergeben,  wenn  man  r,,  r,,,  r,,,, ... 
statt  r  setzt  und  jedesmal  die  willkührlichen  Functionen  än- 
dert, Genüge.  Wegen  der  linearen  Form  dieöer  Gleichung 
genügt  man  ihr  auch,  wenn  man  statt  tp  die  Summe  aller 
dieser  besonderen  Werthe  nimmt,    was 


547 

giebt. 

Man  findet  aus  dieser  Formel ,  dafs  y  weun  die  Luft  gleich« 
zeltig  um  jeden  der  Anfangspunkte  von  r,  r/^  O/?***  erschüt- 

tert  wird,  die  Verdichtung  -— •  in  einem  beliebigen  Punkte  und 

dt 

Augenblicke,  welche  immer  durch  die  Gleichung  (1)  gegeben 
9eyn  wird,  der  Summe  der  Verdichtungen,  welche  in  Folge 
aller  einzelnen  Erschütterungen  statt  haben  würden ,  gleich  ist. 

Aufserdem  \wd,  in  Folge  der  Gleichungen  (2),  der  Werth 
der  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit  am  Ende  der 
Zeit  t  und  in  einem  Punkte  M^  dessen  Coordinaten^  in  Be- 
ziehung auf  den  Anfangspunkt  von  r,   x y. y ^  z  sind, 

d(p  d(p  dr         d(p    dr,         dtp    dr„ 

dx        dr    dx        dr,   dx         dr„    dx     "^ '" 

d(p  d(p  dr         d(p    dr,         d(p    dr„ 

dy         dr   dy        dr,    äy         dr„    dy  '^  '' 

dq), d(p   dr  ^^  d<p    dr,     ^^  dcp    dr„ 

^        dz         dr    dz  '^  dr,     dz     *    dr„    dz     '    '*' 

Tx.«.         •        ^9     d^       ^^P 
seyn ,    wo  die   partiellen  Differentiale  -j— ,    -7 — ,    -5 —  •  • .    m 

cL  r  vir ,  et  r„ 
der  Beziehung  genommen  sind^  dafs  man  r^r,^  r„y  ...  als 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet.  Nennt  man  aber  x,y  y,^  z, 
die  Coordinaten  von  M  in  Beziehung  auf  den  Anfangspunkt 
von  r,  und  auf  Axen ,  die  mit  denen  der  x^  y^  z  parallel  sind, 
so  werden  diese  Coordinaten  x,^  y,y  z,  von  Xj  y^  z  nur  um 
eine  beständige  Gröfse  verschieden  seyn,   so  dafs  man 

dr,  dr,  'x,       dr,  dr,   y,       dr,  dr,  z^ 

dx        dx,         r,  ^      dy         dy,         /> '     dz         dz,         r, 
hat,   ebenso  hat  man 

dr„  _  x^      dij,  _  yj,      dr^  _  z^ 
'dx   ~  r,/      dy   ~  r,/      dz         r,,^ 

35* 
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wenn  man  durch  x„j  y,n  «//  die  Coordlnalen  desselben  Punk- 
les  bezeichnet,  deren  Anfangspunkt  dter  von  r,f  isl,  u.  s.  w. 
Die  vorhergehenden  Formeln  werden  daher 

d(p  X  ,     d(p    X,  I     <'y    ^//     i_ 

dr  r  dr,    r,         dr„  r„ 

dtp  y  d(p    y,         dtp  y„ 

dr  r  '    dr,     r,         dr„   r„ 


dtp     z  dg)    z,     .dtp 


z, 


dr     r    "^  dr,    r,         dr„   r„ 

woraus  man  den  Schlufs  zieht,   dafs  die  Mittelgeschwindigkeit 

von    Uy  Vy  u^    dieselbe   ist^     wie    die    der   Geschwindigkeiten 

— 3?,  -7^,  -rr^  ....  die  nach  den  Radii  Vectore«  r,  r,,  r,,  •.. 
dr    dr,     dr„ 

gerichtet  sind,    und   in  Folge  der  Formel  (9)  wird   sie  daher, 

der  Grofse   und  Richtung  nach,   dieselbe  se}«,    als  wenn  alle 

Erschütterungen  um  die  Mittelpunkte  dieser  Radien  einzeln  statt 

hätten,  was  mit  dem  Grundsätze  der  Uebereinanderlagerungen 

der  kleinen  Bewegungen  übereinstimmt. 

663. 
Diese  Formel  (9)  dient  auch  dazu ,  die  Reflexion  des  Schal- 
les auf  einer  festen  Wand  zu  bestimmen. 

Es  sey  die  Luftmasse  durch  eine  feste  Ebene  j4B  (Fig.  55) 
begränzt,  und  es  habe  die  anfängliche  Erschütterung  um  den 
Punkt  C,  den  Anfangspunkt  des  Radius  Veclor  r,  statt,  und 
erstrecke  sich  nicht  bis  zur  Ebene  AB.  Von  diesem  Punkte 
falle  man  die  senkrechte  Linie  CD  auf  diese  Rbene ,  verlän- 
gere sie  um  eine  Gröfse  DC,j  die  gleich  CD  ist;  nehme  an, 
es  sey  C,  der  Anfangspunkt  von  />,  und  nehme  die  Linie 
CDC,  für  die  Axe  der  x  und  der  x, .  Nennt  man  h  die  Länge 
von  CD,  so  hat  man  x  z:^  h  und  at,  nr  —  h  für  alle  Punkte 
der  Ebene  AB.  Was  diese  Werthe  von  x  und  Xf  betrifft, 
so  mul's  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Geschwindig- 
keit u  beständig  Null  seyn  ({.  652).  Man  leistet  aber  dieser 
Bedingung  und  dem  anfänglichen  Zustande  der  Flüssigkeit 
Genüge,  w^enn  man  für  9)  die  auf  ihre  zwei  ersten  Glieder 
reducierte  Formel  (9)  nimmt,    nemlich 


r 

1- 
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»  =  7-  [/('•  +«0  +  F{r  —  at)] 

+  ^  if>  (O  +  «0  +  /^,  (O  -  at)\ 

und  die  willkuhrlicheii  Functionen  ffF,f,yF,y  auf  passende 
Weise  besUmmt. 

BestimDit  man  nemltch  die  zwei  ersten ,  wie  vorher,  aus 
dem  anfänglichen  Zustande  der  Flüssigkeit  um  den  Funkt  C, 
60  kann  man,  da  die  Punkte ,  welche  r^  <1  h  entsprechen,  nicht 
zu  der  Flüssigkeit  gehören ,  jeder  der  Functionen  J)  T/  und 
i^  r^  irgend  einen  beliebigen  Werth  geben ,  ohne  diesen  an- 
fanglichen Znstand  zu  ändern;  man  kann  daher  für  die  durch 
fp  und  Ff,  bezeichneten  Functionen  dieselben  Functionen  neh- 
men ,  die  man  für  die  durch  f  und  F  bezeichneten  gefunden 
hat»    Die  vorhergehende  Formel  wird  alsdann 


»  =  7-  [/('•  +  «*)  +  Fir  —  at)\ 


\ 


(10) 


und  enthält  nichts  Unbekanntes  mehr.    Aufiieirdem  hat  man  für 

d(p        dtp 
alle  Punkte  der  Ebene  JlBy  r,  z=z  f\    Man  hat  daher  -y^  =  -j- , 

ar        cir, 

und  da  man  für  dieselben  Punkte  x  z:i7i  und  jp^  =  — -  h,  hat, 

so    ergiebt   sich   hieraus   uz=zOy   so  dafs  die  Formel  (10)  den 

anfänglichen  Zustand   der  Flüssigkeit   bezeichnet    und   die  auf 

die  der  Ebene  AB  anliegenden  Punkte   bezügliche  Bedingung 

erfüllt,  was  zu  beweisen  war. 

Sey   M   der   Punkt   der  Flüssigkeit,    dessen    zwei  Rädii 

Vectores   CM    und    C,M    gleich    r   und  r,  sind;     in    Folge 

der   zwei  Theile   der  Formel   (iO)   wird   dieser  Punkt   zuerst 

am  Ende  der  Zeit  und  danuN  am  Ende  der  Zeit 

a  a 

erschüttert  werden,  wenn  man  immer  durch  e  den  Radius 
der  ursprünglichen  Erschütterung  bezeichnet.  Die  erste  Be- 
wegung bringt  den  directen  Schall,  die  zweite  den  reflectierten 
hervor.  Dieser  wird  derselbe  seyn,  als  wenn  die  Ebene  AB 
gar  nicht  vorhanden  wäre,  und  eine  zweite  Erschütterung ,  die' 
identisch  mit  derjenigen  wäre,   welche  um  den  Punkt  C  statt 
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hat,  gleichzeitig  um  den  Punkt  6/  statt  hatte.  Sie  pflanzt  sich 
mit  derselben  Geschwindigkeit  a ,  wie  der  directe  Schall ,  fort^ 
und  hat  die  Intensität ,  welche  dem  Abstände  C,  M  oder  der 
gebrochenen  Linie  CJEM  entspricht,  wenn  man  annimmt,  dafs 
E  der  Punkt  ist ,  in  wek-hem  der  Radius  C,  M  die  Ebene  ^13 
schneidet«  Da  endlich  EF  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht, 
so  werden  die  zwei  Tlieile  CE  und  ME  des  Schallstrahles, 
der  im  Punkte  E  reflectiert  wird,  einen  Einfallswinkel  CEF 
bilden,  der  dem  Reflexionswinkel  Jl/J?i^  gleich  ist.  Es  ergiebt 
sich  also  aus  der  Formel  (10),  dafs  die  Gesetze  der  Reflexion 
des  Schalles  auf  einer  festen  Ebene  genau  dieselben  sind,  vrie 
die  des  Lichtes. 

664. 
Wir   wollen   nun    die    durch    die    Theorie    gegebene   Ge- 
schwindigkeit a  mit  der,    welche   die  Erfahrung   gegeben    hat, 
vergleichen,  und  zu  diesem  Ende  zuerst  die  Bedeutung  der  in 
ihrem  Ausdrucke  enthaltenen  Grüfse  ß  in  Erwägung  ziehen. 

Vermöge  der  Werthe  von  Q,  p,  a  des  f.  657  hat  mau 

gm7iQ{i'^  8  -4"/?«) 

oder  einfacher 

ß'Tfih 
P  =  ^-^  Q  {i  +  ß  ")  (a) 

wenn  man  das  Quadrat  von  s  vernachlässigt.  Man  nehme  an, 
7j  sey  die  Wärmezunahme,  welche  dieser  Verdichtung  a  ent- 
spricht, dafs  die  Temperatur,  welche  im  Zustande  des  Gleich- 
gewichtes &  war,  am  Ende  der  Zeit  ^,  im  Zustande  der  Be- 
wegung, 19*4"^  wird.  In  diesem  Augenblicke  haben  zugleich 
der  Druck  p,  die  Dichtigkeit  q  und  die  Temperatur  ^ -f"  9 
statt.     Vermöge  der  Gleichung  (1)  des  f.  624  hat  man  daher 

wenn  man  durch  h  einen  von  der  Dichtigkeit  und  Temperatur 
unabhängigen  Coefi'icienteu  und  durch  a  den  Coefficienten 
0,00375  der  Ausdehnung  der  Gase  bezeichnet.  Im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  hat  man 

p  =:  gmh,    e  =  !>,    y  =  o-, 

auf  diesen  Zustand  angewandt,  wird  daher  die  vorhergehende 
Gleichung 

gmh  =  kD  (i-{-«^). 
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Daher  hat  man,  im  Zustand«  der  Bewegung, 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  p  mit  der  Formel  (a)  ver- 
gleiciit,    80  ergiebt  sich 

Nimmt  man  aber  an ,  dafs  die  Schwingungen  der  Luft 
so  schnell  sind,  dafs  die  Verdichtung  «  ohne  Wärmeverlusl 
statt  hat ,  so  kann  man  a  und  fi  an  die  Stelle  von  9  und  co  in 
die  Gleichung  (5)  des  $•  636  setzen ,   was 

1  +/*  =y 
giebt,   wo  Y  das  Verhähnifs  der  specifischen  Wärme  der  Luft 
unter  einem  beständigen  Drucke  zu  ihrer  specifischen  Wärme 
unter  beständigem  Volumen  ausdrückt. 

Der  Werth  von  a  ^  des  f.  657  wird  auf  diese  Weise 

_  gmhy 
""     —       ü      ' 
Nennt  ihan  A  die  Dichtigkeit  der  Luft  unter  dem  Drucke 
g  m  h  und  bei  der  Temperatur  Null ,   so  hat  man  ($•  624) 

1  -f  a»' 
und  dalicr 


Da  die  Gröfse  y  als  unabhängig  von  der  Temperatur 
und  dem  Drucke  angesehen  wird  (f.  637),  so  sieht  man  :  1)  dafs 
die  Geschwindigkeit  a  mit  der  Temperatur  d-  in  dem  Ver- 
hältnisse von  vi  -{-«-d"  zur  Einheit  wächst;  2)  dafs  sie  sich 
nicht  mit  den  barometrischen  Höhen  ändert,  weil  h  und  A 
zu  gleicher  Zeit  und  im  dediselben  Verhältnisse  wachsen.  Die 
französischen  Akad(;miker,  die  zum  ßehufe  einer  Gradmessung 
nach  Peru  geschickt  wurden,  haben  wirklidi  beinahe  dieselbe 
Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Quito  gefunden,  wo  der  ba- 
rometrische Druck  nicht  ganz  o"*, 55  war,  wie  zu  Paris,   wo 

er  0  ,76  ist.    Der  hygrometrische  Zustand  der  Luft  mufs  einen 
kleinen EinüuTs  auf  den  Werth  von  a  haben,  da,  bei  sonst  gleichen 
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Umständen y  die  Dichtigkeit  abnimmt,  so  wie  die  Luft  eine 
gröfsere  Masse  Dampf  enthalt,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit 
a  mit  dem  Grade  der  Feuchtigkeit  zu.  Nacli  den  Angaben 
des  f.  631  ist  aber  z.B.  bei  der  Temperatur  18^,75  die  Dich- 
tigkeit der  trockenen  Luft  kaum  um  mehr  als  grüfser   als 

125 

die  mit  dem  Maximum  des  Dampfes  angefüllte  Luft,  was  nur 
eine  Aendenipg  von  in  der  Geschwindigkeit  des  Schal- 
les in  diesen  zwei  aufsersten  Zuständen  des  Hygrometers  her- 
vorbringt. 

Bei  dem  neuesten  Versuche  über  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles,  haben  die  Commissare  des  Längenbureaus 

a  =  340«,89 
gefunden,  wo  die  Secuude  die  Zeiteinheit  ist  und  die  Tempe- 
ratur der  Luft    15^,9   der  hunderttheiligen  Scale.    Setzt   man 
aber  in  der  Formel  (6) 

VI 

g  =  9«,80896,     A=0»,76,     -^  =   10,462 

a  =  0,00375,     ^  =  15^9,     y  =   1,3748, 

so  findet  man  daraus 

a  =  337«,07, 

was  wenig  von   dem   Resultate  der  Beobachtung  verschieden 
ist.  ^  Nimmt  man  (f.  637) 

r  =  1,421 

und  behält  alle  übrigen  Angaben  bei,  so  findet  man 

a  =  342»,69. 
Der  Unterschied  zwischen  diesem  Werlhe  und  dem  beob- 
achteten  ist   in    entgegengesetztem    Sinne   des    vorhergehenden 
und    immer    sehr    klein.     Wendet   man    die   beobachtete   Ge- 
schwindigkeit an ,  um  den  Werlh  von  y  vermittelst  der  Formel 

—  g^A 

^  ~  gmh{l  +a&) 
zu   bestimmen,  so   erhält  man,   vermöge   der  vorhergehenden 

Angaben 

y  =  1,4061. 

665. 
Wenn  man  diesen  letzten  Werlh  von  y  mit  dem  vorher- 
gehenden   vergleicht,    so   darf    mau    nicht  vergessen,    dafs  sie 
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beide  jeine  hinlänglich  schnelle  Ausdehnung  oder  Vei*dichtuug 
der  Luft  voraussetzen,  damit  die  Wärmemenge  der  Flüssigkeit 
sich  nicht  merklich  ändern  kann.  Bei  der  Verbreitung  des 
Schalles  in  der  freien  Luft,  aus  welcher  man  den  Werth 
y  z=:  1,4061  findet,  ist  es  möglich,  dafs  die  Warme  leichter 
als  strahlende  Wärme  entweicht  oder  zurückkommt,  als  bei 
dem  durch  die  in  einer  Röhre  eingeschlossene  Luft  erzeug- 
ten Schalle,  dessen  Betrachtung  den  Werth  ;^  =  1,421  gege- 
ben hat,  und  wo  die  Wärmemenge  einer  jeden  Luftschichle 
sich  nur  durch  die  Berührung  mit  den  Wänden  des  Gefäfses 
ändern  kann.  Diese  Bemerkung  könnte  den  Unterschied  der 
zwei  Resultate  erklären  und  zu  der  Ansicht,  dafs  der  gröfsere 
Werth  von  y  genauer  ist,   führen. 

Berücksichtigt  man   diese  Wärmemenge   nicht,    so   erhält 

man    als  Werth   der  Geschwindigkeit  des  Schalles    ^  tULLy 

welches  die  von  Newton  angegebene  Formel  ist.  Sie  ist  um 
mehr  als  ein  Sechstel  zu  klein.  Lagrange  hatte  schon  bemerkt, 
dafs  man ,  um  sie  mit  der  Erfahrung  in  Einklang  zu  bringen, 
annehmen  müfste,  dafs  sich  der  Druck  in  einem  gröfseren 
Verhältnisse  als  die  Dichtigkeit  änderte  und  beinahe  der  Po- 
tenz f  proportional  wäre,  und  wirklich  ist  der  Werth  von  p, 
den  wir  angewandt  haben,  wenn  man  das  Quadrat  von  s 
vernachlässigt , 

p  =:^m/A(l+«)^+^ 
für  die  Dichtigkeit  D  {i  +  s).  Er  hat  aber  für  diese  schnei- 
lere  Aenderung  der  elastischen  Kraft  der  Luft  gar  keinen  Grund 
angegeben,  und  erst  La  place  hat  sie  aus  der  Wärmeänderung 
abgeleitet,  welche  die  abwechselnden  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen der  Luft  bei  der  Erscheinung  des  Schalles  begleitet. 
Voa  derselben  Ursache  rührt  auch  die  Ausbreitung  des 
Schalles  in  Wasserdampf,  der  im  Maximum  der  Dichtigkeit 
ist,  her.  Läfst  man  einen  tönenden  Körx>er  in  einem  geschlos- 
senen Geföfse  schwingen,  welches  diesen  Dampf  ohne  "Beimi- 
schung von  Luft  enthält,  so  zeigt  die  Erfahrung,  dafs  sich 
der  Schall  in  diesem  Dampfe  erzeugt  und  aufsen  gehört  wird. 
Würde  aber  die  Temperatur  der  diesen  tönenden  Körper  be- 
rührenden Dampfschichte  nicht  vermehrt,  wenn  sie  durch  die 
Schwingungen   dieses  Körpers   verdichtet    wird,  so  würde  sie 
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sich  in  Wasser  verwandeln  und  auf  den  Körper  niederscblagen, 
da  man  anuiinnity  dafs  aie  in  Beziehung  auf  die  TemperaUir 
des  Raumes  9  in  welcher  sie  sich  befindet ,  im  Maximnm  der 
Dichtigkeit  ist.  Da  aber  die  Temperatur  durch  die  Zusammen- 
drückung zunimmt  9  so  kann  sich  die  den  Körper  berührende 
Schichte  in  iiirer  Dampfform  erhalten;  sie  verdichtet  alsdann 
die  folgende  Schichte ,  diese  die  darauf  folgende  u.  s.  w.,  so 
dafs  siel» der  Schall,  wie  in  einem  permanenten  Gase,  bis  zur 
inneren  Wand  des  Gefäfset  fortpflanzt.  Die  Ausdehnungen  der 
Dampfschichten,  welche  auf  ihre  Verdichtungen  folgen,  wer- 
den von  einer  Wärmeabnahme  begleitet,  die  sie  ebenso  wenig 
in  Wasser  verwandelt,  weil  zu  gleicher  Zeit. ihre  Dichtigkeit 
abnimmt,  und  unter  das  auf  die  Temperatur  des  Raumes,  in 
welchem  die  Erscheinung  sich  zeigt ,  bezügliche  Maximtun  her- 
absinkt. 

666. 

Betrachtet  man  das  Wasser  wie  eine  wenig  zusammen- 
drückbare und  vollkommen  elastische  Flüssigkeit ,  so  verbreitet 
sich  der  Schall  in  demselben  nach  denselben  Gesetzen ,  wie  in 
einer  Luftmasse.  Ist  der  Schall  bis  an  die  Oberfläche  des 
Wassers  gelangt,  so  wird  er  zum  Theil  nach  aufsen  durchge- 
lassen ,  zum  Theil  in  das  Wasser  zurückgeworfen ;  bei  dieser 
Theiluug  bestimmt  man  die  Richtung  der  durchgelassenen  und 
zurückgeworfenen  Schallwelle  nach  den  Gesetzen  der  Brechung 
und  Zurückwerfung  des  Lichtes.  Die  Schnelligkeit  des  zurück-  . 
geworfenen  Schalles  wird  dieselbe  seyn,  wie  die  des  directen, 
und  die  Verhältnisse  der  Intensitäten  des  durchgelassenen  und 
reflectierten  Schalles  unter  einander  und  ihr  Verhaünifs  gegen 
die  Intensität  des  directen  Schalles  hängen  von  dem  Verhält- 
nisse der  Geschwindigkeiten  der  Ausbreitung  des  Schalles  in 
den  beiden  über  einander  stehenden  Mitteln,  d.h.  in  Luft  und 
Wasser,  ab.  Dies  kann  man  in  den  im  Anfange  dieses  Ka- 
pitels angeführten  Abhandlungen  sehen ;  hier  beschränken  wii» 
uns  darauf,  den  numerischen  Werth  der  Geschwindigkeit  des  , 
Schalles  in  einer  Wassermasse  zu  berechnen. 

Nach  dem,  was  man  für  den  Fall  einer  elastischen  Flüs- 
sigkeit gesehen  hat,  wird  diese  Geschwindigkeit  dieselbe  seyn, 
als  wenn  das  Wasser  in  einer  sehr  engen  Röhre  von  bestän- 
diger Breite   enthalten  wäre,   und    in    diesem  Falle   ist  diese 
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Geschwindigkeit  ebenfalls  dieselbe^  wie  die  der  Ausbreiiung 
der  Bewegung  nach  der  Länge  eines  elastischen  Stabes,  der 
aus  demselben  Stoffe,  wie  das  Wasser ,  besteht.  Man  nehme 
aber  an,  eine  Wassersäule,  die  in  einem  vertlcalen  Cyliuder 
enthalten  ist,  sey  mit  eijiem  Gewichte  A  an  seinem  oberen 
Theile  belastet;  sey  /  ihre  natürliche  Lange,  und  / —  Sl  das, 
was  sie  durch  diesen  Druck  wird,  so  dafs  d  ein  sehr  kleiner 
Bruch  ist,  der  die  Verdichtung  ^er  Flüssigkeit  ausdrückt.  Sey 
auch  p  ihr  Gewicht  und  g  die  Schwere.  Setzt  man^  wie  in 
{.494,     • 

so  ist  a  die  verlangte  Geschwindigkeit,  wie  im  f.  497  gezeigt 
worden  ist. 

Man  nenne  h  den  horizontalen  Schnitt  der  Wassersäule, 
nehme  an,  die  Last  A  sey  dem  Gewichte  einer  Quecksilber- 
säule gleich,  deren  Grundfläche  b  und  Höhe  h  ist;  man  be- 
zeichne auch  durch  m  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  und 
durch  Q  die  des  Wassers ,  so  hat  man 

A  =:  grtihb,    p  =  gQlb^ 
und  es  ergiebt  sich  daraus 

so  dafs  es  zur  Berechnung  des  Werthes  von  a  genügt,  den 
auf  eine  gegebene  Höhe  h  bezüglichen  Bruch  S  zu  kennen. 

Bei  der  Temperatur  von  10  Graden  der  hunderttheiligen 
Scale  hat  der  englische  Physiker  Canton 

d  =  0,000046 
bei  einer  Last,  die. dem  gewöhnlichen  Drucke  der  Atmosphäre 
gleich  war,  gefunden.  Dieses  Resultat  ist,  wie  oben  bemerkt 
wurde  (f.  575) ,  durch  neuere  unter  beträchtlicherem  Drucke 
augestellte  Versuche  bestätigt  worden,  die  eine  dem  Drucke 
proportionale  und  dem  vorhergehenden  Werlhe  von  d  gleiche 
Verdichtung  für  jeden  atmosphärischen  Druck  gegeben  haben, 
Aufserdem  haben  diese  Versuche,  wie  grofs  auch  immer  der 
Druck  war,  nie  eine  merkliche  Ziuiahme  der  Temperatur  an- 
gedeutet; so  dafs  kein<>rund  vorhanden  ist,  anzuuehmen,  dafs 
die  Ausbreitung  des  Schalles   im  Wasser,    wie  es  in  der  Luft 
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der  Fall  i»t,  von  einer  Wärmeänderung  begleitet  wird,  die 
auf  seine  Gescliwindigkeit  Einflufs  haben  könnte«  Substituiert 
man  hiernach  diesen  Werth  von  d  in  die  vorhergehende  For- 
mel imd  setzt 

m 
g  =  9«,80896,     h  =  0«,76,     —  =  13,5975, 

so  findet  man 

a  =1484«, 

so  dafs  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Wasser  seine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Luft  mehr  als  viermal  übertrifft. 
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Drittes    Ka|>itel. 

Ueher    die    Beilegung    der    Flüssigkeiten    unier   einer 

besonderen    Foraussetzung. 

667. 
Die  Voraussetzung,  die  wir  in  diesem  Kapitel  annehmen, 
ist  unter  dem  Namen  der  Hypothese  des  Parallelismus 
der  Schichten  bekannt.  Sie  besteht  darin,  anzunehmen, 
dafs,  wenn  eine  schwere  Flüssigkeit,  z.B.  Wasser,  aus. einem 
Gefäfse  fliefst  und  durch  eine  horizontale  Oeffnung,  die  im 
Boden  des  Gefäfses  angebracht  wird,  abfliefst,  die  horizontalei| 
und  uncndlicli  dünnen  Schichten  sich  allmalich  ersetzen,  in- 
dem sie  mit  sich  selbst  parallel  bleiben.  Dies  kommt  darauf 
zurück,  dais  man  die  Unterschiede  der  verticalen  Geschwindig- 
keiten^ der  Punkte  vernachlässigt,  die  in  derselben  horizontalen 
Schichte  liegen,  und  jede  Schichte  so  betrachtet,  als  wäre  sie, 
während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  aus  denselben 
Punkten  der  Flüssigkeit  zusammengesetzt«  Man  vernachlässigt 
auch  die  horizontalen  Geschwindigkeiten,  die  man  im  Ver- 
hältnisse zu  den  verticalen  Geschwindigkeiten  sehr  klein  an- 
nimmt und  die  auf  die  allen  Punkten  derselben  Schichte 
gemeinschaftliche  verticale'  Geschwindigkeit  sehr  wenig  Ein- 
iluls^  haben.  Diese  Annahmen  stimmen  desto  mehr  mit  den 
Beobachtungen  überein,  je  weniger  sich  die  horizontalen  Di- 
mensionen des  Gefäfses  ändern ,  und  je  kleiner  ilire  Unter- 
sclüede,  von  einer  Schichte  zur  anderen  sind,  wobei  man  die 
Höhe  der  Flüssigkeit  über  der  Oeffnung  berücksichtigen  mufs. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  bemerkt  man  wirklich,  däfs 
kleine  Theilchen  leichten  Staubes,  die  in  das  Gefäfs  geworfcü 
und  durch  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  mit  fortgerissen  w:ei>-'  J 
den,  sich  beinahe  vertical,  mit  einer  fast  für  alle  in  derselben 
horizontalen  Schichte  befindlichen  Theilchen  gleichen  Geschwin- 
digkeit,^ bewegen.  Sie  behalten  diese  Richtungen,  so  lange  sie 
nicht  der  Oeffnung  sehr  nahe  sind;  so  bald  sie  in  geringem 
Abstände   davon  sind   und  die  Ausdehnung  der  Oeffnung  sehr 
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von  der  der  unteren  Durclisclinille  des  Gefärses  verscliieden 
ist 9  so  nehmen  sie  schiefe  Richtungen  an,  welche  zeigen,  dafs 
alsdann  der  Parallelismus  der  Schichten  nicht  mehr  zulässig  ist. 
Denn  wahrscheinlich  liaflen  diese  leichten  Theilchen  an  der 
Flüssigkeit,  und  nehmen  genau  die  Bewegung  der  Punkte  an, 
denen  sie  entsprechen« 

Unter  der  Voraussetzung  des  Parallelismus  der  Schiclilen, 
wie  er  so  ehen  erklärt  worden  ist,  hat  man  dalier  nur  zwei 
Unbekannte  als  Functionen  zweier  veränderlicher  Grofsen 
zu  bestimmen,  nemlich,  die  Geschwindigkeit  einer  beliebigen 
Schichte  .und  den  Druck,  den  sie  erleidet,  als  Function  des 
Abstandes  von  einer  horizontalen  Ebene  und|  der  Zeit.  Aiif 
diese  Weise  ist  die  Frage  auf  ihre  gröl'ste  Einfachheit  zurück- 
geführt, und,  wie  pian  sehen  w^ird ,  in  dem  Falle  einer  gleich- 
artigen  unzusammendrückbaren  Flüssigkeit  einer  vollständigen 
Auflösung  fähig. 

668. 

Sey  JBCD  (Fig.  56)  das  Gefäfs,  JB  die  horizontale 
OelTnung,  EF  das  Niveau  der  Flüssigkeit,  Ox  eine  verticale 
Axc.  auf  welcher  man  die  Abstände  der  horizontalen  Schichten 
von  einem  festen  Punkte  O,  oder  einer  durch  diesen  Punkt  ge- 
zogenen horizontalen  Ebene  zählt.  Sey  auch  MNM'N'  eine 
beliebige  zwischen  zwei  horizontalen  Schichten  MN  \w6LM'  JN' 
des  Getäfses  enthaltene  Schichte ,  deren  Abstand  vom  Punkte 
O  am  Ende  der  beliebigen  Zeit  t  gleich  x  ist  und  deren  Dicke 
gleich  dx  ist.  Man  nenne  p  ihre  Geschwindigkeit  in  demsel- 
ben Augenblicke  und  p  den  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
bezogenen  Druck,  welcher  an  der  oberen  Grundfläche  MN 
statt  hat  und ,  vermittelst  der  Flüssigkeit,  nach  der  unteren 
Grundfläche  M'N'  und  den  Wänden  MM'  und  JViV'  des 
Gefäfses  fortgepflanzt  wird.  Man  bezeichne  durch  y  die  Fläche 
des  Schnittes  MJN  des  Gefäfses,  welcher,  in  jedem  Beispiele^ 
als  Function  von  x  gegeben  seyn  wird.  Endlich  sey  g  die 
Schwere  und  q  die  beständige  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit.  Die 
Frage  besteht  nun,  wie  gesagt,  darin,  die  Werthie  von  v  und 
jp  als  Functionen  voii  t  und  x   zu  bestimmen. 

Die  Masse  der  Schichte,  die  wir  betrachten,  wird  das 
Produkt  gydx  der  Dichtigkeit  q  und  ihres  Yolixtaens  y  d  x 
seyn.    Wäre  sie  frei,  so  würde  ihre  Geschwindigkeit,  während 
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der  Zeit  dt^  um  gdt  zuneiimen;  sie  nimmt  aber  in  Wahr- 
heit um  di^  zu.  Die  verlorene  Geschwindigkeit  ist  daher 
gdi  —  di^  und  man  hat 

für  die  verlorene  Gesthwindigkeit ,  d.h.  für  den  durch  den 
Druck  der  anderen  Schichten  zerstörten  Theil  des  Gewichtes 
gQydx,  Nach  D'AIembert's  Princip  ist  daher  Gleichgewicht 
in  der  Flüssigkeit,  wenn  man  annimmt,  dafs  alle  ihre  Schich- 
ten durch  ähnliche  Kräfte  getrieben  werden;  in  diesem  Zu- 
stande wird  der  Druck  py^  welcher  auf  der  oberen  Grund- 
flache MN  der  Schichte  Qydx  stalt  hat,  sich,  im  Verhält- 
nifs  der  Oberflächen  (f.  577),  auf  die  untere  Grundfläche  M'JN' 
fortpflanzen,  und  wird  daher  py\  wenn  man  durch  j^'  den 
Flächeninhalt  von  M'N'  bezeichnet.  Wenn  man  daher  zu 
diesem  fortgepflanzten  Drucke  die  vorhergehende  bewegende 
Kraft  addiert,  so  hat  man  den  ganzen  auf  M'N'  ausgeübten 
Druck,  und  wenn  man  diesen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  , 
bezogenen  Druck  durch  p'  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

py  =  py'  +  (5-  --  ^)  Qydx. 

Die  Grdfsen  p'  undj^'  sind  aber  das,  was/?  und  y 
werden,  wenn  man  X'-\'dx  stalt  x  setzt;  vernachlässigt  man 
die  unendlich  Kleinen  der  zweiten  Ordnung,  so  hat  man  daher 

und  daher 

{p—p)y'  =  -^y^^^ 

wodurch  die  vorhergehende  Gleichung  auf  folgende  reduciert 

wird  _  , 

dp  ^  dv\  .  . 

dv 
die  man  auch  erhält,  wenn  man  g  —  -r—   an  die  Stelle  von 

X  in  die  dritte  Gleichung  des  Gleichgewichtes  des  ^.  582  setzt. 

669. 
Die    zweite   zur  Bestimmung   der   beiden  Unbekannten  p 
imd  p  erforderliche  Gleichung  erhält  man  dtirch  die   Betrach- 
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tiing  der  Unzusamnicndriickbarkeit  der  Flüssigkeit.  Es  ergiebt 
sich  daraus,  dafs  das  Volumen  der  Flüssigkeit,  welches,  in 
ledern  Augenblicke  dty  durch  jeden  horizontalen  Schnitt  des 
Gefäfses  geht,  für  alle  Schnitte  dasselbe  seyn  miUs.  Daher 
müssen  die  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeiten,  die  zugleich 
zweien  verschiedenen  Schnitten  des  Gefäfses  entsprechen,  dem 
Flächeninhalte  dieser  Schichte  profiortional  seyn.  Nennt  man 
daher,  am  Ende  der  Zeit  t,  u  die  Geschwindigkeit,  die  an 
der  horizontalen  Oeffnuug  AB  statt  hat,  bezeichnet  durcli  a  die 
Fläche  dieser  GeiTnung  und  vergleiclit  diese  Geschwindigkeit 
mit  der,  welche  einem  beliebigen  Schnitte  MN  entspricht,  so 
hat  man 

woraus  man 

au  .  ^ 

f  =  —  (2) 

findet.  ^ 

In  diesem  Werthe  von  v ,  ist  u  eine  Function  von  tf  und 
y  eine  Function  von  x^  man  kann  daher  ihr  Differential  in 
Beziehung  auf  die  eine  oder  die  andere  dieser  Grüfsen  nehmen. 
Das  Differential  in  Beziehung  auf  x  würde  den  Unterschied 
zwischen  den  Geschwindligkeiten  zweier  auf  einander  folgender 
Schichten  ausdrücken,  die  in  demselben  Augenblicke  statt  ha- 
ben; differentiiert  man  in  Beziehung  auf  t,  so  erhielte  man 
den  Unterschied  zwischen  den  Geschwindigkeiten  der  zwei 
Schichten  der  Flüssigkeit,  die  allmälicli  demselben  Schnitte 
des  Gefäfses  entsprechen.  Um  aber  den  Unterscliied  zwischen 
den  auf  einander  folgenden  Geschwindigkeiten  xlerselben  Schicht, 
die  sich  während  des  Augenblickes  dt  verrückt,  zu  haben, 
nuifs  man  zu  gleicher  Zeit  den  Werlh  von  u  in  Beziehung 
auf  die  zwei  Veränderlidien  i  und  x  differenliieren ,  wenn 
man  die  zweite  als  eine  Function  der  ersten  ansieht,  was 

dv    a    du  au    dy   dx 

dt       ^     y     dt  y^    dx    dt 

d  X 
giebt.      Aufserdem   hat  man   —  =  v,    und  .wenn    man    die 

LI  tf 

Gleichung\'(2)  berücksichtigt,    so  ergiebt  sich 

dv  a    du  a^u^    dy 

dt  y    dt  y^      dx' 
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dv 
Diesen  Weiili   von  —    niufs   man   in    der  Gleichung  (l) 

anwenden,   (Ue  dalier 

dp  ^         af   du  a^u^    dy 

dx  ^"  ^  ^  y     Ut    '^      y^      dx 

wird.  Jch  nHiItipliciere  die  zwei  TlieiJe  dieser  Gleichung  mit 
€ixy  iutegru;re  alsdann  in  Beziehung  auf  x,  und  da  die  Gro- 

T  du 
isen  u  und  —   als  Constanten  betrachtet  werden  müssen,  so 

erliält  man 

,  du      ndx   .       a^pi^* 

^  ^    ^^  ^  dt  J     y  2y^   ' 

wo  e  eine  wiilkührliche  Constante  ist,  die  eine  Function  von  t 
seyn  kann.  Um  ste  zu  bestimmen,  bezeichne  ich  durch  77  den 
alniosphärischeu  Druck,  und  nehme  an,  dafs  es  derjenige  sey, 
Avelcher  an  der  oberen  Oberfläche  EF  der  Flüssigkeit  statt  hat. 
Ehe  die  Bewegung  auPängt,  ist  diese  Oberfläche  horizontal, 
und  da  man  annimmt,  dafs  jede  horizontale  Schichte  beständig 
aus  denselben  Punkten  der  Flüssigkeit  besteht^  so  ergiebt  sich 
daraus,  dafs  die  Ol>erfläche  EFy  \vahrend  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung,  horizontal  bleibt.  Am  Ende  der  Zeit  t  be- 
zeichne ich  durch  &  den  Abstand  von  EF  vom  Punkte  O, 
und  durch  la  den  Flächeninhalt  dieses  veränderlichen  Schnittes 
des  Gefäl'ses ,  so  dafs  m  dieselbe  Function  von  &  wie  y  von 
X  ist.     INlan   hat  zu  gleicher  Zeit 

p  =L  IT,     X  =  ^,    y  =  w> 

/dx 
—  bei  JT  =  f^ 

anfängt,   so  giebt  die  vorhergehende  Gleichung 

wodurch  diese  Gleichung 

„  ,  ,  .  du    ndx        QU^  /a^        a\  ,. 

wird.  Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  geben  unmittelbar  die 
Wcrlhe  der  zwei  Unbekannten  v  und  p  an,  yirenn  man  den 
Werth   von  u  beslimmt  hat. 
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670. 
Zu  diesem  Ende  bemerke  ich,  dafs  der  an  der  OeiTnung 
j4B  slaft  habende  Druck  gegeben  »eyn  wirtl.  FlieFsl  die 
Flüssigkeit  in  die  freie  Luft  ab,  so  wird  es  der  atmosphärische 
Druck  seyn,  wie  in  dem  Niveau  JSjF,  lliefst  sie  in  den  luft- 
leeren Raum,  so  ist  er  Null.  Zur  gröfseren  Allgemeinheit 
nehme  ich  an,  dafs  die  Flüssigkeit  in  ein^  Lnftart  abHiefst, 
deren  elastische  Kraft  dem  Drucke  77,  weniger  dem  einer  ge- 
gebenen Höhe  c  der  Flüssigkeit  entsprechenden  Drucke  g  QCy 
gleich  ist,  so  dafs  man,  wenn  man  /  den  Abstand  der  OeiT- 
nung AB  vom  Funkte  O  nennt,  beständig 

P  =  Jn  —  gQC 
für  x=:l  hat.     Ich  nenne  auch  h  die  Höhe  des  Niveau  £F 
der   Flüssigkeit    über   dieser    Oeffhung,    oder  den  Unterschied 

/  —  '&,    und    bezeichne   durch    ---  den    Werth    des    Integrals 

— ,    wenn  dieses  auf  das  ganze  Volumen  der  Flüssigkeit 

ausgedehnt  wird^  so  dafs  X  eine  Linie  ist,   deren  Länge  eine, 
von  der  Figur  des  Gefafses  abhängende  und  in  jedem  Beispiele 
gegebene  Function  von  h  ist.     An  der  OeiTnung  hat  man  daher, 
zu  gleicher  Zeit  den  vorhergehenden  Werth  von  p  und 

Daher  wird   die   auf  diesen   Schnitt   des  Gefafses   angewandte 
Gleichung  (3) 

^(A+c)  -1^-  i^2u2:=,o,  (4) 

wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt.  ^  y 

Man  bemerke,  dafs  diese  numerische  Gröfse  ß^  immer 
eine  positive  Gröfse  seyn  wird,  die  kleiner  als  die  Einheit 
ist.  Denn  wenn  sie.  negativ  werden  sollte,  so  müfste  der 
Flächeninhalt  des  kleinsten  Schnittes  des  Gefafses  gröfser  als  der 
der  Oeffhung  seyn,  und  die  Flüssigkeit  würde  sich  an  diesem 
kleinsten  Schnitte  von  dem  Gefafse  trennen,  so  dafs  dieser 
die  wahBB  Oeffnung  werden  würde,  durch  welche  das  Aus- 
fiiefsen  statt  haben  würde. 
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Wird  das  Niveau  der  Flüesigkeit  in  einer  beständigen 
Höhe  über  der  OeiToung  erhaUeD,  so  sind  die  drei  Gröfsen 
h.y  S-^  X  gegebene  Constanten,  und  die  Gleichung  (4)  ist  hin- 
reichend, um  den  Werlh  von  u  als  Function  von  t  zu  er* 
halten.  Sinkt  das  Niveau  HF  der  Flüssigkeit  w^ährend  des 
Ausfliefsens,  so  ist  h  eine  Veränderliche,  die  man  ebenfalls 
als  Function    von  /    bestimmen    mufs.      Bey  diesem    Niveau 

hat  man  aber  y  =  w  und  i^  =  -j — ,  und  da  die  Summe  i)--f-  ä 

,  -   dd-  dh    ^ 

eine  Constante  /  ist,  so  hat  man  auch  -r—  =  —  -77 .   In  Folge 

der  Gleichung  (2)  hat  man  daher 

dh     .au  .  . 

_  +  _-=o,-  (5) 

iiud  die  Werthe  von  u  und  7i  hängen  von  den  zwei  Differen- 
tialgleichungen (4)  und  (5)  ab,  die  von  der  ersten  Ordnung 
sind.  Man  bestimmt  die  beiden  willkührlichen  Constanten, 
welche  ihre  Integrale  enthalten  werden,  vermittelst  der  an- 
fänglichen Höhe  der  Flüssigkeit,  und  indem  man  bemerkt,  dafs 
mau,    im  Anfange  der  Bewegung,  u  =z  o  hat. 

Mag  sich  nun  das  Niveau  senken  oder  nicht  verändern, 
so  wird,  wenn  man  q  das  Volumen  der  am  Ende  der  Zeit 
aus  dem  Gefäfse  geflossenen  Flüssigkeit  nennt,  sein  Differen- 
tial dem  Voliunen  au  dt  der  Schichte  gleich  seyn,  welche  im 
Augenblicke  dt  durch  die  Oeffnung  ^B  geht.    Man  hat  daher 

dq  =  audtj    q  '=.  afudty 
wo   das  Integral   auf  die  Weise   genommen   ist,    dafs  es  für 

^  =  o  verschwindet.. 

Ich  werde  allmälich  diese  verschiedenen  Formeln  auf  die 
zwei  Fälle  des  beständigen  und  des  veränderlichen  Niveaus 
anwenden. 

671. 
Im  ersten  Falle  giebt  die  Gleichung  (4) 

2adu 

^^^  ~  2g{h^c)  —  ß^u^ ' 
woraus  man,  wenn  man  A  statt  h-j^-c  setzt,  und  integriert, 

W   -  «  Ina   ^^  +  />^ 

ßW2g/i  V  g  h  —  ßu 

36* 
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ftiHlet,  inoii  fügt  keine  \viUkiilirlicli«  ConslaiUe  hinzu,  weil 
innn  fizno  liaben  nnifs,  wenn  t  zu  o  ist.     Mnn  könnte,  ohn« 

diese  Formel  zu  ändern,  nach  Belieben  ß  und^v  2^/t  als 
f>osiiivc  oder  negative  Gröfsen  ansehen;  wir  wollen  sie  als 
posilive  ansehen.     Man  hat  nun 

\r2gh  —  ßu  =.{V2gh  +  ßu)e ^^— ^      W 

wenn  man,  wie  gewöhnlich,  durch  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bezeichnet.  So  wie  t  zunimmt,  nimmt  der  zweite 
Thcil  dieser  Gleichung  ab;  ani  Ende  einer  gewissen  Zeit  ist 
er  iasi  Null ,  und  von  diesem  Zeitpunkte  an  hat  die  Geschwin- 
dijgkeit  u  einen  beinahe  beständigen  Wcrlh,  nemlich 

w  =  —  V  2g/i. 
P 
In   jedem  Punkte   des  Gefafses  werden  sich  der  Druck  p 

inid  die  Geschwindigkeit  v  mit  der  Geschwindigkeit  u  ändern, 

iHid  in  derselben  Zeit  wie  u  beinahe  beständige  Gröfsen  wer- 

du 
den.     Setzt  man  in  der  Formel  (3),    -r—  =  o  und  setzt  statt 

u  seinen  vorhergehenden  Werth,  so  hat  man 

als  endlichen  Werth  von  p  in  Beziehung  auf  einen  beliebigen 
Punkt  M. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  wäre  der  Druck  in  die- 
sem Punkte  n'\'gQ{x  —  i^);  er  wird  daher  durch  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  vermehrt  oder  vermindert,  je  nachdem 
das  letzte  Glied  dieser  Formel  positiv  oder  negativ  ist,  d.  li. 
je  nachdem  der  horizontale  Schnitt  MN  oder  y  gröfser  oder 
kleiner  als  der  Schnitt  EF  oder  co  ist.     Die  Gleichung  (6)  giebt 


u 


y2gh     (  ^         2«  *^         2« 


ß  V       ß^t\f  iRh     X  —ßltyflRh 


l£l  -f-    z:I}Jj£l± 


2  «  2  « 

mau  hat  daher,  da  q-=.ajudt  und  q=zo  ist,  wenn  ^=o  ist. 
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für  das  Voliimcti  der  Flüssigkeit,  die  wälurend  der  Zeit  i  aus 
dem  GePafse  geflossen  ist.  Am  Ende  einer  gewissen  Zeit  kann 
man  die  zweite  Exponentialgi*<)fse  vernaclilössigcu  und  hat 
einfach 

tayfTgh  2«»  , 

^  ß  ßn  *""'• 

Das  ersle  Glied  ist  das  der  constanten  Geschwindigkeit 
~  \2gh  des  Ausflusses  entsprechende  Volumen;  das  gauai^e 

Volumen  ist  kleiner^  weil  im  Anfange  der  veränderliche  Werlh 
\on  u  kleiner  als  diese  Endgeschwindigkeit  ist« 

67::^. 

Im  Falle  eines  veränderlichen  Niveaus  betrachte  ich  u  als 
eine  Function  von  h^  und  eliminiere  dt  aus  den  Gleichimgcu 
(4)  und  (5)^   was 

^     .     a^udu  .  ^«    rv 

giebt,   wenn  man  immer  die  coustanle  e  mit  in  h  begn^ift. 

Ich  nenne  die  ziur  Geschwindigkeit  u  gehörende  Höhe  Zj 
so  dafs  man 

u^  z=i  2g z  y     u du  z=z  gdz 

hat«  XMe  vorhergehende  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 
eine  lineare  y  nemlich 

dz          ß^kw         .     Xioh  .V 

—    —    z  -f-   r=  a»  (7) 

deren  Integral  sich,  wie  bekannt,  in  geschlossener  Form  dar- 
stellen läi'st. 

Kennt  man  z  und  u  als  Functionen  von  h,  so  giebt  die 
Gleichung  (5)  den  Werlh  von  t  als  Function  von  A  durch 
unmittelbaie  Integration,  so  dafs  man  die  verflossene  Zeit 
kennt ,  wenn  das  Niveau  der  Flüssigkeit  in  einer  Höhe  h  über 
der  Oeffnung  liegt,  und  umgekehrt  kennt  man  die  Höhe  h 
des  Niveau  JEF  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  /.  Man  erhält 
die  ganze  Zeit  des  Ausflusses  der  ganzen  Flüssigkeit,  wenn 
man  den  Werlh  von  dl;  vom  Anfangswerllie  von  A  bis  A  =  c) 
integriert.  Was  das  Volumen  q  der  ausgeflossenen  Flüssigkeit 
betrifft ,  so  wird  es ,  in  jedem  Augenblicke ,  dem  Volumen  des 
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Gefäfses  gleich  seyn,   das  zwischen  dem  veränderlichen  Niveau 
und  dem  anfanglichen  Niveau  enthalten  ist. 

673. 
Das  Gefafs  sey  z,  B.  ein  verticaler  Cylinder ,  der  durch 
ein  sehr  schmales  Segment  einer  Oberfläche  begränzt  wird ,  in 
welches  man  eine  horizontale  Oeffnung  j4B  gebohrt  hat.  Sey 
a  der  unveränderliche  Flächeninhalt  des  horizontalen  Schnittes 
des  Cylinders  und  n  das  Yerhältnifs  von  «zu  a,  so  dafs  man 

]iat.     Läfst  man  das  untere  Segment  des  Gefäfses,  welches  mau 
sehr  klein  annimmt,   unberücksichtigt,    so  kann  man 

1  Ä      . 

Ji  a 

in  der  Gleichung  (7),  welche  alsdann 

dz  («2_i)^ 

rfA ^—  +^''  =  ^ 

wird,  setzen.     Ihr  vollständiges   Integral  wird 

2  —  n^ 
wenn    man    durch  C  die    willkührliche    Constante    bezeichnet. 
Nennt  man  H  den  anfänglichen  Werth  von  A,  so  mufs  z  für 
h  ^=z  H  verschwinden,    so  dafs  also 

C  = r  H 

2  —  n^ 
seyn  mufs,    woraus  sich,   in  einem   beliebigen  Augenblicke, 

^2        .      2-^»^     «8  —  1 


2  — «2 
ergiebt.     Zu  gleicher  Zeit  hat  man 


H  h  —h) 


«  =  «  Sigh  j/H  h  —  1  (8) 

und  in  Folge  der  Gleichung  (6) 

dt  =  --ß^  ynu^^niL.  (9) 
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Diese  Formel  nniCs  man  also  integrieren ,  um  t  als  Func- 
tion von  h  zu  erhallen.     Ist  /2  =  1  ^  so  hat  man 

rfÄ 


rf/  =  — 


2/r   yTH—h 


woraus  man 


und  daher 


8 
H-hz=igt^    ' 


findet,  wie  dies  seyn  mufS;  weil,  da  die  OeiTuung  alsdann  der 
Grundüäclie  des  Cylinders  gleich  ist,  die  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeit dieselbe  seyn  mufs,  wie  die  eines  festen  schweren  Kör* 
pei^s,  der  im  leeren  Räume  fällt.  Die  Formel  (9)  kann  man 
in  geschlossener  Form  integrieren,  wenn  man  /2^=3  hat, 
und,  dies  hat  nur  für  diesen  Werlh  und  den  Werth  n^  zzz  i 
statt.  Das  bestimmte  Integral  derselben,  welches  von  h  z=.  H 
bis  hz=Lo  genonuiien  wird ,  und  welches  die  Zeit  des  ganzen 
Ausflusses  der  Flüssigkeit  ausdrückt,  kann  aber  immer  auf 
Transcendenten  reduciert  werden,  die  Legendre  Euler*sc|ie 
Integrale  der  zweiten  Art  genannt  und  für  welche  er  nu- 
merische Tafeln  berechnet  hat.  Ich  habe  an  einem  anderen 
Orte  *)  diese  Reduction  ausgeführt;  hier  beschranke  ich  mich 
darauf,  die  Formel  (9)  auf  den  Fall  /z*  =  2  anzuwenden,  in 
welchem  sie   sich  unter  der  Gestalt  %  zeigt. 

Nach  der  ivewöhnliclicn  Resel   ist   ihr  wahrer  Werlh 


/ 


dh       /       H\^i 


('»« f ) : 


Setzt  mau  aber 

h  =z  He     "      ,     clh  =z  —  \He  xdXf 

so  ergcebt  sich  hieraus 

dt  =:  2  l/^VL  e^'^'*c/.v. 

Die  auf  A7  bezüglichen  Gränzen,  iie  h=:zH  und  h  =i:  o 
entsprechen,  sind  xzixo  und  xzmQO.  Nennt  man  daher  T 
die  Zeit  des  ganzen  Ausflusses,   so  hat  man 

g     J        O  g 

'^)  CorrespoadiiDce  sur  FEcole  Polytechoiqiie.  T.  3.  p.284. 


' 


wenn  man 
von 
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e         dx  die  Hälfte 

OD        X" 

e         dx  ist,   dessen   Wcrtb,    ^vic  in  ^.512  gezeigt 

-« 

wurde,  y/^n  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Zeit  T^  die  der 
kleinen  Schwingungen  eines  einfachen  Pendels  ist,  dessen  Länge 

—  H  ist. 

674. 
Ist  die  OefTuung  AB  im  Verhältnisse  zu  den  liorizonlalen 
Scluiitten    des  Gefäfses   sehr   klein,   so   kann    man    das  mit  a 
mullipHcierte  Glied  in  der  Gleichung  (4)  vernachlässigen ,  wenn 

der  Faclor  — —  nicht  sehr  grofs  ist ,  was  wirklich  im  Anfange 

der  Bewegung,  wo  sich  die  Geschwindigkeit  u  sehr  schnell 
ändert,  statt  hat.  Man  kann  auch  die  Einheit  an  die  Stelle 
von  ß  setzen  und  alsdann  reduciert  sich  die  Gleichung  (4),  das 
Niveau  EF  mag  nun  sinken  oder  sich  nicht  ändern ,   auf 

g  (Ä  +  c)  —  J  w2  —  o^ 
woraus  man 

n  =  v^iyi^Ä+T)" 

iiudet.  Aus  diesem  Lehrsatze  folgt,  dafs  die  öeschwiudigkeit 
einer  Flüssigkeit,  die  durch  eine  sehr  kleine  OeiFnung  aus  ei- 
nem Gcfafse  ablliefst,  derjenigen  gleich  ist,  welche  eiil  schwe- 
rer Körper  erlangen  würde,  wenn  er  im  leeren  Räume,  von 
einer  Höhe  fallen  würde,  die  der  des  Niveau  der  Flüssigkeit 
über  dieser  Oeifnung  gleich  ist,  wenn  der  obere  und  untere 
^ Druck  gleich  ist,  oder  allgemeiner,  wenn  er  von  der  um  die 
Constante  c  vermehrten  Hohe  des  Niveaus  fallen  würde,  wenn 
diese  zwei  Drucke  ungleich  sind. 

ist  das  Niveau  constant,  so  folgt  dieser  Lehrsalz  aus  dem 
letzten,  in  ^.671  gefundenem  Werthe  von  u^  wenn  man 
ß  z=i  l  setzt.  Es  ergiebt  sich  auch  aus  der  Formel  (8),  wenn 
diese  auf  den  Fall,  wo  n  eine  sehr  grofse  Zahl  ist,  angewandt 
wird,  damit  die  OefTnung  a  ein  sehr  kleiner  Theil  des  hori- 
zontalen Schnittes  a  des  Cylinders  ist«  Man  kann  alsdann  //  ^ 
an  die  Stelle  von  n^  —  2  setzen ,  wodurch  sogleich  die  For- 
mel (8)   in  folgende  übergeht 


«  =  v^J7^  ,/^i-(^)""- 
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Sobaid  aber  h  merkltch  kiemer  als  H  ist,  so  ist  diö  Potenz 

n^  des  YerbältDisses    -—  ein  sehr  kleiner  Bruch,    und  dieser 

it 

Werlh  von  u  reduciert  sich  beinahe  auf  u=:\2gh. 

Da  die    Oeffnung  j4B   sehr   klein   ist,    wenn  der  Schniit 
AIN  nicht  sehr  nalie  bei  dicsei'  Oeffnung  ist,    so  ist  das  Ver- 

hälinirs  — ,  weiches  in  der  Formel  (3)  vorkommt,  sehr  klein, 

2 

et 
dies  ist  auch  bei  dem  Verhältnisse  — --  der   Fall.     Mau   kann 

daher  das  letzte  Glied  dieser  Formel  weglassen ,  und  wenn 
man  auch  das  mit  a  mulliplicierte  Glied  vernachlässigt,  so 
reduciert  sie  sich  auf 

p  =  Jnr'\'g9(ix  —  &), 

woraus  man  den  Schlufs  zieht,  dafs,  bei  einer  sehr  kleinen 
Oc*ffnung,  der  Druck  in  allen  von  dieser  Oeffnung  enlferntea 
Punkten  während  der  BeM'egung  merklich  derselbe  ist,  wie  im 
Zirstande  des  Gleichgewichtes. 

675. 
Die  Hypothese  des  Parallelismus  der  Schichten  erfordert 
im  Allgemeinen ,  daCs  die  Oeffnung  horizontal  ist.  Im  Falle 
einer  sehr  kleinen  Oeffnung  läfst  man  dieselbe  auch  noch  gel- 
ten, wenn  die  Flüssigkeit  durch  eine  Seitenöffnung  ausfHel'st, 
deren  Ebene  eine  beliebige  Neigung  haben  und  selbst  vertical 
seyn  kann.  Die  Beobachtung  zeigt,  dafs  alsdann  die  in  gerin- 
gem Abstände  unter  der  Oeffnung  liegende  Flüssigkeil  ruhig 
bleibt  und  die  in  gleichem  Abstände  über  der  Oeffnung  liegen- 
den horizontalen  Schichlcn,  parallel  mit  sich  selbst,  herabsinken, 
so  dafs  der  Parallelismus  der  Schichten,  wie  im  Falle  einer 
kleinen  horizontalen^Oeffuung,  nur  für  den  sehr  nahe  bei  der 
Oeffnung   liegenden  Theil   der   Flüssigkeit    gestört  wird.     Man 

kana  daher  v  2^  (A -f- c)  für  die 'Geschwindigkeit  einer  Flüs- 
sigkeit nehmen,  die  durch  eine  sehr  kleine  Oeffnung  abiliefst, 
wie  auch  die  Neigung  dieser  Oeffnung  beschaffen  sey,  wo  h 
die  veränderliche  oder  beständige  Höhe  des  Niveaus  der  Flüs- 
sigkeit, über  dem  31ittelpunkte  der  Oeffnung,  und  c  die  Con- 
slante  ist,  die  von  dem  Unterschiede  der  äui'seren  Drucke  her- 
rührt,   die   diesem   Niveau   und    dieser   Oeffnung    entsprechen 
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Befindet  sich  das  GeföCs  im  leeren  Räume,  so  dafs  die  zwei 
Drucke  und  diese  Conslniite  Null  sind,  so  haben  die  Molecii- 
len    der  Flüssigkeit,   wenn    sie   aus   dem  Gefafse   iliefseu,    die 

zur  Höhe  h  gehörende  Gescliwindigkeit  y2ghj  welche  Ge* 
schwiudigkeil  auch  er  Forderlich  ist,  wenn  sie  sich,  im  leeren 
Räume,  zu  dieser  Höhe  erheben  sollen  {^.  130),  Giebt  man 
daher  der  Flüssigkeit^  vermillelst  einer  Röhre,  eine  verticale' 
Richtung,  so  steigt  sie  aulsen  bis  zur  Höbe  ihres  inneren 
Niveaus,  was  wii*klich  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt.  Im 
Allgemeinen  beschreiben  die  Moleculen  der  Flüssigkeit  im  lee« 
ren  Räume,  nach  einem  sehr  kurzen  Zeiträume,  Parabeln,  in 
welchen  die  Taugente  ihres  Ausgangspunktes,  von  der  Richtung 
des  Strahles  und  der  Parameter  von  der  Höhe  h  oder  h  ^  c, 
wenn  die  Constante  c  nicht  Null  ist,  abhängt. 

Der  Druck  p  wird  merklich  derselbe  seyn,  wie  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichtes,  ausgenommen  an  der  OefTnungj 
wo  er  gleich  II —  gQC  statt  iT-|*  g^l^  »ey«  wird.  Wäre 
er  aber  auch  gleich  n-^-  gQh  auf  diesem  Theile  des  Gefafses, 
so  würden  sich  die  horizontalen  Drucke  auHieben^  und  die 
verlicalen  Drucke  würden  sich  auf  das  Gewicht  der  Flüssigkeit, 
vermehrt  um  den  Druck  i7ct;,  der  auf  der  Oberfläche  des 
Niveaus  statt  hat,  reducieren,  woraus  man  den  Schlufs  ziehen 
kann,  daf's ,  im  Zustande  der  Bewegung,  die  ganze  Last,  die 
das  Gel  als  zw  tragen  hat,  aus  dem  verticalen  Drucke  besieht, 
der  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  statt  haben  würde,  und 
aus  einer  auf  der  Ebene  der  GeiTnung  senkrecht  stehenden 
Kraft ,  die  von  aufsen  nach  dem  Inneren  des  Gefäfses  gerichtet 
und  dem  Ueberschusse  des  Druckes  {II  -\'  g Qh)a  über  den 
Druck  {TT-^gQc)  a  oder  g  Q  (Ji'  -f"^0^  gleich  ist^  wenn  man 
immer  durch  cc  den  sehr  kleinen  Flächeninhalt  dieser  Oeffhung 
bezeichtiet. 

676. 

Im  Falle  eines  beständigen  Niveaus  und  einer  sehr  kleinen 
horizonlalen  oder  geneigten  Oeffnuug  ist  der  Ausikifs,  während 
der  Zeil  t,  d.h.    das  Volumen  q  der  Flüssigkeit,   welche   mit 

tier  Geschwindigkeit  \2gli  aus  dem  Gefäfse  fliefst, 

q  ziz  dt  y/^2gh, 
was   auch    aus  dem   letzten  Werthe  von  y,  der  in  f.  671  ger. 
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gefunden  wurde ,  folgt,  wenn  man  das  Quadrat  von  a  vernach- 
lässigt. Man  darf  aber  nicht  vergessen ,  dafs  die  Hypothese 
des  Paralielismus  der  Schichten,  auf  welche  steh  dieser  Werth 
•von  q  gründet,  nur  eine  Annährung  ist,  deren  Grad  der  Ge- 
nauigkeit nicht  a  priori  ermittelt  weisen  kann,  und  deren 
Resultate  nicht  ohne  Beschrankung  angewandt  werden  dürfen. 
Die  Erfahrung  slimmt  aber  nicht  immer  mit  diesem  theoreti- 
schen Werthe  des  AusUusses  überein. 

Ist  die  Wand  des  Geföfses  nicht  sehr  dünn  und  die  in 
ihre  Dicke  gebohrte  OeiTuung  im  Inneren  erweitert,  so  dafs 
die  aus  dem  Gefafs  strömende  Flüssigkeit  ein  verlicoler  oder 
.ein  gekrünuuter  Cjlinder  ist,  dessen  senkrechte  Schnille  eine 
beständige  Gröfse  haben  und,  dem  Flächeninhalte  a  der  Oeil- 
nung,  in  sofern  diese  auf  der  äufseren  Oberfläche  des  Gefäfses 
genommen  wird,  gleich  sind,  so  wird  alsdann  der  beobachtete 
Ausflufs  mit  dem  vorhergehenden  Werlhe  von  q  übereinslinimen. 
Ist  aber  der  Oeffnung  eine  dünne  Wand  gemacht,  so  ist 
der  beobachtete  Ausflufs  immer  dem  Flächeninhalte  der  OelT- 
nung  und  der  Quadratwurzel  der  Höhe  des  Niveaus  propor- 
tional ,  wie  in  der  theoretischen  Formel ;  er  entfernt,  sich  aber 
von  dieser  Formel  in  seinem  absoluten  Werthe,  der  sich  von 
derselben ,  durdi  einen  beinahe  constanten  Factor ,  welcher 
.kleiner  als  die  Einheit  ist,  unterscheidet.  Nach  den  Versuchen, 
die  das  meiste  Zutrauen  verdienen,  ist  dieser  Factor  0,62,  so 
dafs  der  Werth  von  ^,  den  mau  in  der  Ausübung  anwendet, 

q  =  (0,62)  a  t  yTTgh 
für  eine  sehr  kleine  Oeffnung  in  einer  dünnen  Wand  und 
einer  in  Beziehung  auf  die  Dimensionen  dieser  horizontalen  oder 
geneigten  Oeffnung,  hinlänglich  grofsen  Höhe  des  Niveaus  ist« 
Man  leitet  diesen  Unterschied  von  den  geneigten  Hichtunw 
gen  her,  welche  die  Theilchen  der  Flüssigkeit  annehmen,  in- 
dem sie  sich  der  Oeffnung  nähern,  die  ich,  um  einen  be* 
stimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal  annehme;  welche 
Richtungen  sie  auch  behalten,  wenn  sie  durch  die  dünne 
Wand  des  Geföfses  gegangen  sind.  Hieraus  ergiebt  sich ,  dafs 
der  äufsere  Strahl  der  Flüssigkeit  sich  zusammenzieht,  bis  zu 
einem  kleinen  Abstände  vom  Gefäfse,  wo  der  transversale  Schnitt 
am  kleinsten  ist  und  alsdann  constant  wird.  Diese  Ki'schei- 
nung   ist    das,    was    man    die    Zusammenzieh  ung    des 
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Strajils  nennt«  Der  Aitsfliifs  der  Fluislgkeil  ist  derselbe, 
als  wenn  die  Oeffnuug  der  Schnitt  des  Strahls  an  der  Stelle 
seiner  gröfsten  ZusammenzieLiing  \ylire,  so  dafs,  wenn  man 
a  die  Fläche  dieses  Schnittes  und  1i  seinen  beständigen  Ab- 
stand  vom   Niveau   der   Flüssigkeit  nennt ,   die  AnUhifsmenge 

durch  aly2gh'  oder  beinahe  durch  «'^  V^2^A  ausgedrückt 
wird,  da  zwischen  h'  und  A  wenig  Unterschied  ist.  Wirklich 
findet  man  aber  durch  directe  Messungen  des  Sclinittcs  u\ 
im  Vergleiche  zur  OeiFnung  a,  dafs  diese  zwei  Qi^öfsen  in  ei- 
nem beinahe  von  h  unabhängigen  Verhältnisse  stehen  5  und 
dafs  man  beständig  a^  z=i  (0,62)  a   hat. 

Bringt  man  an  die  in  die  dünne  Wand  gemachte  OeiFnung 
einen  cylindrisclien  Ansatz  aufserhalb  des  Gefafses  an,  der  auf 
der  Ebene  der  Mündung  senkrecht  steht  und  dmxli  welchen 
das  Abfliefsen  statt  hat,  so  zeigt;  die  Erfahrung,  dafs  die  Aus«- 
flufsmenge  vermehrt  wird  und  sich  auf  vier  Fünftel  des  Resul- 
tats der  Theorie  erheben  kann*  Wird  dieser  Ansatz  in  das 
Innere  des  Gefafses  eingeschlossen ,  so  wird  die  Ausflufsmeoge, 
im  Gegen theile,  vermindert ,  und  auf  die  Hälfte  der  theoreti- 
schen Ausflufsmenge  reduciert;  so  dafs  der  Factor  0^62,  im 
vorhergehenden  Werthe  von  g,  durch  0,80  im  ersten  Falle, 
und  durch  0,50  im  zweiten  versetzt  werden  niufs.  Ich  be- 
schränke mich  darauf,  allmälich  diese  Resultate  der  Beobach- 
tung kurz  anzugeben  y  da  sie  bisher  auf  keine  Theorie  zurück- 
geführt Nvordcn   sind. 

677. 
Man  nimmt  auch  die  Hypothese  des  Parallelismus  der 
Schichten  bei  der  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit  an, 
die  durch  eine  beliebige  OeiFnung  aus  einem  Gefäfse  iliefst, 
und  sie  entfernt  sich  wenig  von  der  Wahrheit,  wenn  die  mit 
der  Ebene  der  OeiFnung  parallelen  Schnitte  nicht  viel  von  ein- 
ander verschieden  sind  und  die  Länge  des  Gefafses  int  Ver- 
bal tnifs  zu  ihren  Dimensionen  hinlänglich   grofs  ist. 

In  diesem  F^alle  kann  man  von  der  Schwere  absehen,  und 
annehmen,  dafs  die  Bewegung  blos  von  der  elastischen  Kraft 
der  Flüssigkeit  heniihrt,  die  im  Inneren  des  Gefafses  gröfser 
oder  kleiner  als  aufsen  seyn  kann.  Man  vernachlässigt  daher 
das  von  g  abhängende  Glied  in  der  Gleichung  (l),  welche    füj 
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tropfbare  und  claslisclte  FHissigkdten  gültig  ist.  Da  aiirserdem 
das  DUTerential  von  ;^,  welcbes  sie  enthält^  in  Beziehung  auf  t 
und  auf  die  als  Fuuclion  von  t  betraclilcle  Vcrandcrlicbc  x 
genommen  werden  niuCs,  so  lial  man 

dtf    _       ,     dif    dx    , 

dt  ^  dx   dt        ' 

dx 
imd  da  mau  auch   -7-  =:  v   hat,    so  ^vIrd  diese  Gfeichuns 

dt  ^  ^ 

dp    .        dv  di^ 

Tx-^^Tt  +^"rfl  =  "-  ^^) 

Da  die  Flüssigkeit    zusanimendrückbar   isl,  so  wird  nicht 

I  mehr  y    in    jedem    Augenblicke,    dasselbe   Volumen    durch    alle 

I  Schnitte   des  Gefal'ses  gehen,   und  die  Gleichung  (2)   hat  nicht 

^  mehr  statt.     Die  Masse  der  Flüssigkeit,  die  während  der  Zeit 

[I  dt   durch    den  Schnitt  MN.  geht,    ist  gleich  gy^dt;  dies  ist 

^  dieselbe   Masse,    die   den  Augenblick   nachher,    indem   sie   ihr 

)  Volumen  ändert,  durcb  den  Schnitt  M' N*  geht,  und  ihre  Gröfse 

|i  wird  sich,    während  der  Dauer  der   ganzen  Bewegung,    nicht 

^  ändern.     Das  Differential  des  Produktes  {^y^^  welches  in  Be- 

j  Ziehung  auf  t  und  auf  die  als  Function  von  t'  betrachtete  Ver- 

rj    änderliche  x  genommen  wird,   wiinl  daher  Null  seyii,    und  da 

L  ^  .  d  X 

'    Y  nur  eine  Function   von  x  ist,    und   man   -= —  =  v  hat,   so 

j    findet  man  hieraus 

dy    ,        d.Qu     .  d  ,Qv 

Nimmt   mau   endlich   an,   dafs  die  Temperatur,   während 
i)    der  Bewegung,   in   der   ganzen  Masse  der  Flüssigkeit  constant 
It)    bleibt,   so  hat  mau 
litt  P   =  Q^r 

gl    WO  /*  ein  beständiger  gegebener  CoefCcient  ist. 

'^         Setzt  man  nun  -7-  statt  q  in  die  Gleichungen  (a)  und  (6),  so 

\i  .  . 

hat  man  zwei  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ord- 
nung, um  die  beiden  Unbekannten  i^  und  p  der  Aufgabe  als 
Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmen.     Sie  sind  nicht  in  ge- 


..|.    schlossener  Gestalt  integrierbar  und  die  Werthe  von  v  und  p 
,^  können    nur   näherungsweise  erhallen  werden.     Diese  Werthe 


le 


I  enthalten  zwei  willkührliche  Functionen,  die  man  durch  zwei 
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bcsoiulere  Bedingungen  bestimmt.  Zu  diesem  Ende  nehme 
ich  eiiKTseils  an,  dafs  der  AusfluTs  in  freier  Luft  statt  hat,  so 
tlaCs,  wemi  man  durch  /7  den  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
bezogenen  almospliärischen  Druck  nennt,  an  der  OeliTnung 
j41i  ^  hesläiidig  p  z=i  fl  ist.  Auf  der  anderen  Seile  nehme  ich 
aucli  an,  dafs  das  Gcfäfs  mit  einem  sehr  geräumigen  Gasometer 
in  Verbindung  steht,  vermillelst  dessen  man  einen  beständigen 
gegebenen  Druck  auf  eine  mit  ^B  parallele  und  unverrück- 
bare Sclu'chle  EF  unterhält,  so  dafs,  wenn  man  diesen  auf  die 
Einheit  der  Oberfläche  bezogenen  I)ruck  durch  U*  bezeichnet, 
man  in  diesem  Punkte  des  GefaJ'ses,  während  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung, />  =  77' hat.  Zählt  man  daher  den  Abstand  x 
von  der'  Ebene  £!F  aus ,  und  nennt  /  den  zwischen  j4ß  und 
JEF  enthaltenen  Abstand,  so  hat  man,  was  auch  t  sey^  p^zJJ' 
für  .V  =:  o  und  p  i=  JI  für  a;  =  /;  was  dazu  dient,  die 
zwei  willkührlichen  Functionen  zu  bestimmen  und  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  zu  vervollständigen.  Diese  Auflösung  ist 
jedoch  zu  verwickelt,  als  dafs  man  irgend  ein  nützliches  Re« 
siillat  daraus  ziehen  kannte,  und  in  der  Praxis  ist  es  hinrei- 
chend ,  die  beständige  Geschwindigkeit  des  Ausflusses  durch 
die  Oefllnung  j/B  zu  kennen,  wenn  der  Druck  p  und  die 
Geschwindigkeit  p  in  jedem  Punkte  des  Gefäfses  bestä,ndig  ge- 
worden sind,  was  im  Allgemeinen  nach  einem  sehr  kurzen 
Zeiträume  der  Fall  ist. 


678. 

.         dif  '  dp 

Man  setze  daher  ---  =  o  und  -^  =  o   in  den  Gleichun- 

dt  dt 

gen  (a)  und  (fc);    sie  reducieren  sich  afsdann  auf  zwei  Difle- 
renlialgleichungen,  ncmlich 

k    dp     .        dif  äy    ,         d.ptf 

da  p  =z  kg  ist. 

Das  Integral  der  zweiten  dieser  Gleichungen   ist 

Xpp  =  c 
wo  c  die  willkührliche  Constante  ist.     Bezeichnet  man  immer 
durch   a   die  OelFnung  j4B   und  durch  u  die  Geschwindigkeit 
der  Flüssigkeit  in   dieser  OeiFnung;  so  dafs  man  zu  gleiclier 
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Zeit  y  =z  a,  v  =.  tt^  p  :=:  fl,  um]  dalier  r  =:  tt  flu  hat, 
80  ergiebt  sich  daraus  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Geral'ses 

yp 

SnbsliUiiert  man  diesen  Werth  von  v  in  die  erste  Glei- 
chung (c),    so  erhält  man 

d.— 
k    dp    ,     u^n^ii^        '  py 

p    dx  py  dx 

woraus  man,  wenn  man  integriert  und  durch  c'  die  willkühr- 
Hche  Constante  bezeichnet, 

findet.     Ich  bezeichne  durch  a  den  Flächeninhalt  des  Schnittes 

r 

Et\  so  dai's  man;  zu  gleicher  Zeit;  y=a  und  pz^  11'  hat, 
dalier  hat  man 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab- 
zieht; 

i"o.^+J<.«n'»'(;;^-j}4^.)=..       M 

Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  geben  den  Werlh  der  Ge- 
schwindigkeit und  den  Druck  in  einem  beliebigen  Punkte  des 
Gefalses,  sobald  man  die  Geschwindigkeit  u  rücksichtlicii  der 
OeiTnung  kennt.  Setzt  man  aber  /^  =  i7  und  y  =  u  in  die 
Gleichung  (e)^  so  findet  man  hieraus 

woraus  man   den  Werth  von  u  findet.     Man    setzt   in    dieser 

Formel 

h  =  grh, 

indem  man  g  die  Schwere  und  r  das  Verhältnifs  der  Dichtig- 
keit des  Quecksilbers  zu  der  der  inneren  Flüssigkeit,  unter 
einem  barometrischen  Drucke,  dessen  Höhe  h  ist,  nennt;  das 
Volumen  der  Flüssigkeit,  welclies  während  der  Zeit  /  aus 
dem  GePäfse  flielist,  \%X  uut. 

Ist  die  OeiTnung  sehr  klein,  so  kann  man,  wie  in  ^.  675, 
bemerken ;  dafs   sie  dem  Schnitte  EF  nicht  mehr  parallel  zu 
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8cyn  braucht,  J.  li.  dafs  sie   in    der  Seilenwand   des  Gefäfses 
angebracht  seyn   und  eine   beliebige  Neigung   gegen  die  Ebene 

dieses  Schnittes  haben  kann.     Man  kann  alsdann  das  von 


a2 


1/2  ::=  2 grh  log 


abhängende  Glied  in  dem  ersten  Theilo  der  Gleichung  (/)  ver^ 
nachlässigen ;  welcher 

üL 

n 

wird;  die  Geschwindigkeit  des  Ausflusses  der  Flüssigkeit  diu^cli 
eine  sehr  kleine  Oeirnung  ist  daher  diejenige ,  welche  zu  einer 
Höhe  rhy    die  mit  dem  natürlichen  Logarilhmcu  des  Verhält- 

tv 

nisses  —  multipliciert  ist,  gehört.     Die  angenommene  Voraus- 

n 

Setzung,  dafs  die  Temperatur  während  der  ganzen  Dauer  der 
Bewegung  unveränderlich  ist,  erfordert,  daCs  die  Geschwin- 
tli"keit  u  nicht  selir  beträchtlich  ist,  weil  sich  sonst  die 
Temper^Uir,  wie  bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles,  ändern 
wurde. 
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Zusatz« 


Rikksichthch  des  Gebrauchs  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte^    bei 
der  Berechnung  oon  Maschinen^  die  in  Bewegung  sind. 

679. 
Das  Princip  der  virtuellen  Gescliwiiidigkeilen  giebt  unmit- 
telbar die  Bedingungen  des  Gleicbgewidites  der  an  Maschinen 
angebrachten  Kräfte;  das  der  lebendigen  Kräfte  enthält  ebenso 
die  Tlieorie  ihrer  Bewegung,  und  giebt  das  directeste  Mittel 
an  die  Hand,  die  Wirkungen  der  an  dieselben  angebrachten 
Kräfte  zu  berechnen.  Dieser  Gebrauch  des  Princips  der  le- 
bendigen Kräfte  bildet,  so  zu  sagen,  den  Verbindungspunkt 
zwischen  der  rationellen  M^clianik  und  der  industriellen.  Ich 
habe  daher  geglaubt,  in  diesem  Zusätze  die  allgemeinsten  Be- 
griife  von  diesem  Gegenstande  in  der  Kürze  geben  zu  müssen. 
Wer  ausführlichere  Enlwickelungen  wünscht,  den  verweise 
ich  auf  die  Vorlesungen ,  die  N  a  v  i  e  r  an  der  E  c  o  1  e  des 
Ponts  et  Chauss^es,  und  Poncelet  an  der  Ecole  de 
l'Artillerie  et  du  G^nie  gehalten  haben,  welche  blos 
lithographiert  erschienen  sind,  hoffentlich  aber  eine  gröfsere 
Publicität   erhalten  werden. 

680. 

Die  Maschinen  sind  Instrumente  oder  Systeme  von 
festen  Körpern,  die  dazu  bestimmt  sind,  die  Wirkung  der 
Kräfte  von  einem  Theile  dieser  Verbindungen  auf  den  anderen 
zu  übertragen. 

Ist  eine  Maschine  in  Bewegung,  so  sind  gewisse  Punkte 
gegebenen  Kräften  unterworfen  und  andere  Theile  üben  Drucke 
auf  die  äu(seren  Körper  aus,  oder  werden  umgekehrt  durch 
diese  Körper  gedrückt,  welche  die  Maschine  verrücken  oder 
verändern  soll.     Die  ersten  Kräfte  nennt  man   bewegende; 

37 
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ihre  Angriffspunkte  bewegen  sich  nach  ihren  Richtungen,  oder 
allgenieiniH* ,  die  Kichlungen  der  Bewegungen  dieser  Punkte 
schliefsen  mit  denen  der  Kräfte  spitze  Winkel  ein«  Zum  Ge- 
gensatz nennt  man  widerstehende  Kräfte  die  Drucke^ 
welche  durch  die  äufseren  Korper  ausgeübt  werden ,  und  die 
Richtungen  der  Bewegungen  ihrer  Angriffspunkte  sind  denen 
dieser  Kräfte  entgegengesetzt,  oder  schliefsen  wenigstens  stumpfe 
Winkel  mit  denselben  ein. 

Di6  Verbindung  der  Tlieile  einer  Maschine  ist  der  Art, 
dafs  sie,  im  Allgemeinen,  nur  zwei  «inander  direct  entgegen- 
gesetzte Bewegungen  annehmen  kann;  hieraus  folgt  also,  dafs, 
wenn  die  Richtung  der  Bewegung,  die  sie  wirklich  annimmt, 
bekannt  ist,  man  nur  eine  einzige  Gleichung  braucht,  um 
diese  Bewegung  vollständig  zu  bestimmen.  Diese  Gleichung 
ist  die,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  zwei  Thelle  der 
Gleichung  (a)  des  ^.564,  nenillch 

integriert. 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  /,  die  vom  Anfange  der 
Bewegung  an  gerechnet  wird,  bezeichnet  v  die  Geschwindig-» 
keit  des  Punktes,  dessen  drei  auf  feste  rechtwinklige  Axen 
bezogene  Coordinatcn  Xy  y^  z  sind,  m  ist  die  Masse  dieses 
Punktes,  dx^  dy,  dz  sind  die  Projectiouen  des  Raumes,  den 
er  während  der  Zeit  dt  durchläuft,  auf  diese  Axen.  Man 
bezeichne  durch  mXy  rnYy  mZ  die  mit  diesen  Axen  parallen 
Seitenkräilte  seiner  bewegenden  Kraft  und  die  Summen  2  müs« 
sen  auf  alle  Punkte  m  des  Systems  ausgedehnt  werden. 

681. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  ist  es  wichtig,  im  zweiten  Tlieile 
der  Gleichung  (a)  die  Glieder  zu  unterscheiden,  die  von  den 
bewegenden  Kräften,  und  diejenigen,  die  von  den  widerste- 
henden Kräften  hen*ühren,  um  ihnen  eine  andere  Gestalt  zu 
geben. 

Zu  diesem  Ende  sey  P  eine  der  bewegenden  Kräfte,  und 
a,  /?,  /  die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  Linien  ein- 
schliefst, die  den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  sind ;  in  Beziehung 
auf  diese  Kraft  hat  man 

mX  z=P  cos  cij    mY  =z  P  cos ß,    mZ  =zP  cos  y. 
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Sey  auch  ds  der  Raum,  den  ihr  Angriffspunkt  während 
der  Zeit  dt  beschreibt ,  und  Xy  /ty  v  die  Winkel,  welche  die 
Richtung  von  da  mit  seinen  Projectionen  dxy  djy,  dz  ein* 
schliefst,  so  dafs  man 

dx  =:  ds  cosAy    dy  zz:  ds  cos/»,    dz  =  ds  cosi^ 
hat.     Endlich  bezeichne  man  durch  dp  die  Projection  von  ds 
auf  die«  Richtung  der  Kraft  P  und  durch  o  den  zwischen ^r/n 
und  ds  enthaltenen  Winkel,    so  hat  man 

dpizzds  cos  a,  cos  a  =  cos  et  cos  X  -f-  cos  /i  cos  /» -|-  cos  y  cos  |/, 
und  aus  diesen  verschiedenen  Gleichungen  findet  man 
m  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  Prf/j 

für  das  Glied  des  zweiten  Theils  der  Gleichung  (a),  welches 
der  Kraft  P  entspricht. 

Bezeichnet  man  durch  Q  eine  der  widerstehenden  Kräfte 
und  durch  dq  Ale  Projection  des  Raumes,  welchen  ihr  An- 
griffspunkt, während  der  Zeit  dt,  durchlaufeu  hat,  auf  die 
Verlängerung  ihrer  Richtung,  so  findet  man  ebenso  —  Qdq 
für  das  Glied  dieses  zweiten  Theils,  welches  von  der  Kraft 
Q  herrührt.     Auf   diese  Weise   nimmt   die   Gleichung  (a)  die 

Gestalt 

Jrf.2mp2  =  2Pdp  —  2Qdq  (6) 

an,  wo  sich  eine  der  im  zweiten  Theile  enthaltenen  Summen 
auf  alle  bewegenden  Kräfte  der  Maschine  erstreckt,  die  an- 
dere dagegen  auf  alle'  widerstehenden  Kräfte.  Nach  den 
Voraussetzungen,  die  man  über  die  Richtungen  dieser  zwei 
Arten  von  Kräften  gemacht  hat,  mit  Berücksichtigung  der 
Richtung  der  Bewegungen  der  Punkte,  an  welchen  sie  wirken, 
sind  die  Grofsen  dp  und  dq  positiv,  so  wie  auch  P  und  Q, 
und  daher  bestehen  die  Summen  2  nur  aus  positiven  Gliedern. 

* 

682. 
Bezeichnet  man  durch  k  die  Anfangsgeschwindigkeit  eines 
beliebigen- Punktes    m,    oder  den  Werth    von    ^,   der    tzzio 
entspricht,  und  integriert  die  beiden  Theile  der  Gleichung  (6), 
so  hat  man 

iSmp^  —  iSrni^  =f2Pdp  —fSQdq;  (c) 
wo  die  Integrale  auf  die  Weise  genommen  werden,  dafs  sie 
im  Anfange  der  Bewegung  verschwinden. 

37* 
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Unter  dieser  Gestalt  wendet  man  die  Gleichung  der  le- 
Ijendigen  Kräfte  an,  um  die  Wirkungen  der  sich  bewegenden 
Maschinen  zu  berechnen ;  sie  fallt  mit  der  Gleichung  (6)  des 
(.  564  zusammen  y  wenn  man  die  angedeuteten  Integralionen  im 
zweiten  Tlieile  ausführen  kann« 

Die  Produkte  Fdp  und  Qdq,  deren  Summen  diesen 
Integrationen  unterworfen  sind,  haben  verschiedene  Benennun- 
gen erhalten.  Man  nennt  sieGröfsen  der  Bewegung, 
Momente  der  Thätigkeit,  dynamische  Wirkungen 
der  Kräfte  P  und  Q.  Es  wäre  zu  wünschen,  dafs  man  sie 
immer  mit  demselben  Namen  bezeichnete.  Herr  Coriolis 
hat  vorgeschlagen,  sie  Gröfsen  der  elementaren  Arbeit 
zu  nennen,  wir  werden  diese  Benennung  annehmen.  Die 
Summen  SP  dp  und  2Qdq  sind  daher  die  Gröfsen  der  ele- 
mentaren Arbeit,  die  während  ein  und  desselben  Augenblicks 
durch  alle  bewegenden  und  widerstehenden  Kräfte  hervorge- 
bracht werden,  und  ihre  Integrale  fZPdp  und  fSQdq 
drücken  die  bewegende  Arbeit  und  die  widerstehende 
Arbeit  aus,  welche  vom  Anfange  der  Bewegung  an  bis  zu 
dem  betrachteten  Augenblicke  in  der  Maschine  statt  haben. 

D^her  bezeichnet  die  Gleichung  (c),  dafs,  bei  einer  Ma- 
schine, die  in  Bewegung  ist,  der  während  einer  gewissen  Zeit 
statt  habende  Zuwachs  der  halben  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  aller  ihrer  Theile  immer  dem  Ueberschusse  der  bewe- 
genden Arbeit  über  die  widerstehende,  während  derselben 
Zeit^   gleich  ist. 

683, 
Wenn  die  bewegende  Kraflt  P  oder  die  widerstehende 
Kraft  Q,  ein  Gewicht  YTist,  welches,  im  ersten  Falle,  von 
einer  verticalen  Hohe  li  herabsinkt,,  oder,  im  zweiten  Falle, 
zu  derselben  Höhe  aufsteigt,  so  ist  der  Werth  der  sich  dar- 
aus ergebenden,  bewegenden  oder  widerstehenden  Arbeit  das 
Produkt  PA,  wie  auch  der  Weg,  den  dieses  Gewicht  durch- 
läuft) beschaifen  sey,  so  dafs  h  immer  die  verticale  Projection 
der  geraden  oder  krummen  Linie  ist,  die  sein  Schwerpunkt 
beschrieben  hat.  Ist  diese  Linie  geschlossen,  oder  zeigt  sie 
Krümmungeci,  so  findet  abwechselnd  bewegende  und  wider- 
stehende Arbeit   statt,    und    da  h  der  Unterschied    des  Niveau 


581 

des  Anfangsptiukles  uud  des  Endpunktes  ist^  so  ist  Fl  h  der 
Ueberschiifs  der  ersten  Arbeit  über  die  zweite.  In  dem  Falle, 
wenn  keine  Abwechselungen  statt  finden ,  ist  die  Grüfse  der 
Arbeit,  die  einem  bis  zur  Höbe  7*  erhobenen  Gewichte  ent- 
spricht, der  Grüfse  der  Arbeit,  die  einem  anderen,  bis  zur 
Höhe  h'  erhobenen,  Gewichte  77'  entspriclit,    gleich,    so  dafs 

man    fi    z=z  hat. 

Wie  auch  die  Kraft  P  oder  Q  beschaiTen  sey,  so  ist  das 
Integral  fPdp  oder  fQdq  immer  dem  Produkte  aus  einem 
Gewichte  II  und  einer  Höhe  h  gleich,  und  um  Arbeiten  ver- 
schiedener Art  tinter.  einander  zu  vergleichen  und  in  Zahlen 
auszudrücken,  kann  man  sie  auch  mit  gegebenen  Gewichten 
vergleichen,  die  bis  zu  gegebenen  Höhen  erhoben  sind.  Für 
die  Einheit  der  Arbeit,  die  man  gewöhnlich  die  dynamische 
Einheit  nennt,  nimmt  man  alsdann  die  einem  Gewichte  von 
1000  Kilogramm  entsprechend«  Arbeit,  die  man  zur  Höhe 
eines  Meters  erhebt,  oder  die  um  ein  Meter  von  der  verticalen 
Höhe  herabsinkt.  Berechnet  man  hiernach  die  numerischen 
Werthe  der  Integrale  fPdp  und  fQdq^  indem  man  1000 
Kilogramm  als  Einheit  der  Kraft  und  das  Meter  als  lineare 
Einheit  nimmt,  so  drücken  die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Zahlen ,  die  durch  die  Integrale  angegebenen  GrOfscn  der 
Arbeit  in  dynamischen  Einheiten  aus.  Eine  beliebige  Summe 
von  lebendiger  Kraft,  wie  z.B.  \^?nv^j  kann  auch  in  dyna- 
mischen Einheiten  ausgedrückt  werden;  denn  wenn  man  / 
die  zur  Geschwindigkeit  v  gehörende  Höhe,  g  die  Schwere 
und  p  das  Gewicht  von  m  nennt,  so  hat  man 

^2  --  2gly    p  =  gm,    \2mv^  =  Zply 
und   diese    Summe    ist   von    derselben  Art,    wie   die  Integrale 
JPdp  und  fQdq  oder  das  Produkt  Ilh. 

684. 
Wenn  die  Maschine  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgeht ,  so 
reducierl  sich  die  Gleichung  (c)  auf 

iSmv^  =  fZPdp  —  fSQdq.  (d). 

Da  der  erste  Theil  eine  positive  Gröfse  ist,  so  nuifs  in 
den  ersten  Momenten  die  bewegende  Arbeit  die  widerstehende 
überlreffen.     Da   aber   die  Geschwindigkeiten   der  Punkte    der 
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Maschine  nicht  unhegranzt  ^^achsen  können,  so  erreicht  dieser 
erste  Theil  sein  Maximum  am  Ende  einer  gewissen  Zeit,  die 
im  Allgemeinen  wenig  beträchtlich  ist.  Vermittelst  eines  Ver- 
fahrens, das  sogleich  angegeben  werden  soll,  richtet  man  es 
so  ein ,  dafs  von  diesem  Augenblicke  des  Maximums  an ,  die 
halbe  Summe  \Smu^  der  lebendigen  Kräfte  constant  bleibt, 
oder  nur  kleine  Aenderungen  erleidet,  und  man  sagt  alsdann, 
dafs  die  Maschine  in  ihren  dauernden  Zustand  gekommen  ist. 
In  diesem  Zustande  hat  man ,  wenn  man  die  vorhergehende 
Gleichung   differentiiert , 

2Pdp  =  SQdqy  ' 
so  dafs  dte  Maschine  keine  weitere  Wirkung  hat,  als  dafs  sie, 
in  jedem  Augenblicke,  die  elementare  bewegende  Arbeit  in 
eine  gleich  grofse  widerstehende  Arbeit  verwandelt.  Es  ist 
aber  wichtig,  zu  bemerken,  dafs  die  Grofse  f2Qdq  der  wi- 
derstehenden Arbeit,  in  welche  sich  die  bewegende  Arbeit 
fSPdp^  während  einer  gewissen  Zeit,  'verwandelt,  picht 
blofs  die  Arbeit  enthält,  die  man  vermittelst  dieser  Maschine 
ausführen  will;  das  Inlegral  f  SQdq  enthält  auch  die  wider- 
stehende Arbeit,  die  von  der  Reibung  derTheile  der  Maschine 
unter  einander  oder  gegen  fremde  Körper  und  von  dem  Wi- 
derstände des  Mittels,  in  welchem  sich  die  Maschine  bewegt? 
herrührt. 

Um  z.  B,  die  Reibungen  zu  berücksichtigen ,  mufs  man 
nach  dem,  was  in  ^.568  gesagt  worden  ist,  zu  dem  ^Integrale 
/2Qrfgr, •welches  von  der  widerstehenden  Arbeit  im  eigent- 
lichen Sinne  herrührt,  ein  anderes  Integtsl  / SfN ds  hinzu- 
fügen, in  welchem  J*  der  CoeflPicient  der  Reibung  ist,  N  der 
wechselseitige  Druck  der  reibenden  Theile  und  ds  das  Ele- 
ment der  krummen  Linie  ist,  die  ihr  Berührungspunkt  be- 
schreibt.    Hierdurch    geht  die  Gleichung   (d)  in  folgende  über 

i2mu^  zu /SP dp  —JZQdq  —fSfJNds.  (e) 
Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  eine  Maschine  ihren  permanenten 
Zustand  erreicht  bat,  die  durch  die  bewegenden  Kräfte,  wah* 
rend  einer  gewissen  Zeit,  hervorgebrachte  Gröfse  der  Arbeit 
fSPdp  nicht  völlig  durch  den  nützlichen  Theil  fSQdq 
der  widerstehenden  Arbeit  dargestellt  wird ,  welcher  Theil  im- 
mer kleiner  als  die  bewegende  Arbeit  / 2 Pci/>  ist,  und  zwar 
um  die  ganze  Gröfse  der  Arbeit,  die  den  Reibungen  und  den 
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/iiidcren  Widerstanden  entspricht«  Eine  Maschine  ist  desto 
besser,  je  näher  der  Werlh  der  nützlichen  Arbeit  JHQdq 
der  bewegenden  Arbeit  fSPdp  kommt.  Wie  aber  auch 
die  Verbindung  der  Theile  der  Maschine  beschaffen  sey,  nie 
kann  das  erste  Integral  dem  zweiten  gleich  seyn,  noch  weniger 
es  übertreffen.  Unter  die  unvollkommnen  Maschinen ,  wo  die 
nützliche  Arbeit  nur  ein  sehr  kleiner  Bruch  der  bewegenden 
Arbeit  war,  und  der  grüfste  Tlieil  von  dieser  durch  Reibun- 
gen absorbiert  wurde,  gehört  z.B.  die  alte  Maschine  von 
Marly;  die  bewegende  Arbeit  bestand  in  einem  Falle  eines 
beträchtlichen  Theiles  des  Wassera  der  Seine,  und  die  nütz- 
liche Arbeit  war  die  Erhebung  einer  Quantität  Wasser  atif 
eine  Höhe^  die  weit  davon  entfernt  war,  das  geringe  Volumen 
zu  ersetzen« 

685. 

Die  Theile,  welche  eine  Maschine  wirklich  ausmachen, 
«ind  der  Theil,  an  welchen  die  bewegenden  Kräfte  angebracht 
sind,  der,  welcher  den  Körper,  den  man  bewegen  oder  ver- 
ändern will,  berührt,  und  der  Zwischentheil ,  welcher  die 
Wirkung  der  bewegenden  Kräfte  förtpDanzt. 

Wenn  man  den  Bedingungen  der  Festigkeit  Genüge  fei- 
stet, so  ist  es,  für  die  Ersparung  der  Baukosten  und  die  Ver- 
inindcrung  der  Reibungen  erforderlich,  dafs  die  ganze  Masse 
der  Maschine  die  möglichst  kleine  sey ;  es  giebt  aber  noch  eine 
andere  Betrachtung,  welche  erfordert,  dafs  man  diese  Masse 
vcrgröfsert  und  zu  den  drei  wesentlichen  Theilen,  ausweichen 
sie  besteht,  noch  ein  anderes  Stück  hinzufügt,  das  man  einen 
Flügel  nennt,  und  welches  im  Allgemeinen  in  einem  festen 
Körper  besteht,  der  sich  um  eine  horizontale  Äxe  dreht. 

Da  die  Bewegungen  der  drei  ersten  Theile  einer  Maschine 
abwechselnd  oder  drehend  sind ,  so  wird  die  halbe  Summe 
\2nip^  der  darauf  bezüglichen  lebendigen  Kräfte,  nachdem 
sie  ihr  Maximum  erreicht  hat ,  eine  periodische  Gröi'se.  Ebenso 
ist  es  daher  in  Beziehung  auf  den  zweiten  Theil  der  Gleichung 
{e)y  80  dafs,  wenn  die  Maschine  auf  ihre  drei  Wesentlichen 
Theile  reducieyt  ist,  die  bewegende  und  widerstehende  Arbeit, 
wenn  man  in  letzterer  auch  die  Wirkungen  der  Reibung  ein- 
begreift, sich  abwechselnd  übertreffen,  und  wenn  die  ahwech- 
seliulen    Aenderungen    der    bewegenden  Avheit  J2!  P  d  p   und 
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des  Tlieils  fSfNds  der  widcrslelienden  Arbeil,  nicht  genau 
nach  den  Perioden  der  Mascbine  reguliert  siiid^  so  ändert  sich 
die  Gröfse  JSQdq  der  nützlichen  Arbeit  beständig.  'Wenn 
aber  die  Arbeiten,  die  man  vernnttelst  einer  Maschine  zu  Stande 
bringen  will,  gut  ausgeführt  werden  sollen,  so  ist  es  meistens 
unumgänglich  nöthig,  dafs  sich  die  nützliche  Arbeit,  so  viel  als 
möglich,  der  Gleichförmigkeit  nähert,  und  der  Flügel  bat  ge- 
rade die  Bestimmung,   diese  Bedingung  zu  erfüllen. 

Sey  nemlich  dm  ein  Element  der  Masse  des  Flügels  und 
r  sein  Abstand  von  der  Drehnngsaxe;  man  nenne  o)  die  Win- 
kelgeschwindigkeit um  diese  Axe,  die  allen  Elementen  dm 
gemeinschafllich  ist  und  von  einem  Augenblicke  zum  anderen 
sich  ändern  kann ;  r  (a  wird  die  absolute  Geschwindigkeit  von 
dm  seyn.  Daher  ist  der  Werlh  der  Summe  der  lebendigen 
Kräfte  der  ganzen  Masse  des  Flügels /'r®  w^rfw',  oder  was 
dasselbe  ist,  das  Produkt  //(w^,  wenn  man  durch  /t,  das  Träg- 
lieitsmoment  des  Flügels  in  Beziehung  auf  seine  Axe,  d.h.  das 
Integral  /r^dm,  welches  auf  die  ganze  Masse  ausgedehnt 
wird,  bezeichnet.  Wenn  man  daher  i/iiixi^  zum  ersten  Theile 
der  Gleichung  (e)  hinzu  addiert,  und  annimmt,  dafs  die  halbe 
Summe  ^  2m  v  ^  sich  auf  die  drei  anderen  Theile  der  Maschine 
bezieht,  so  hat  man 

i/tw^  +  iZ'mp«  =J2Pdp  —  fZQdq  —  fUfNdsy 
woraus  man  r^^r^^  ü  i        2 

findet,   wenn  man,  zur  Abkürzung, 

R  =f2Pdp  —fU/Nds  —  iSmv^ 
setzt. 

Man  sieht  aber  leicht,  dafs  die  Aenderungcn  von   o)  nach 

denen  dieser  Gröfse  JR  reguliert  werden   können,   so  dafs  die 

ganze  Aendcrung  von   R —  i/'««^  auf  sehr  kleine  Weiten  re- 

duciert  wird,  und  daher  die  widerstehende  Arbeit  beinahe  im 

permanenten  Zustande  der  Maschine  unveränderlich  ist.     Man 

sieht   auch,    dafs,    unter   sonst  gleichen  Umständen,    die  Aen« 

derungen   der    Geschwindigkeit    o)   des  Flügels    desto    weniger 

betragen,  je  gröfser  ihr  Trägheitsmoment  /ii  ist. 

686. 
Durch   das    Hinzukommen    eines   Flügels    wird    der    Auf- 
wand an  bewegender  Arbeit,  der  erforderlich  ist,  um  die  Ma- 
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scliine  in  Bewegung  zu  setzen  und  die  ganze  lebendige  Kraft 
zu  vermehren  9  bis  sie  ihr  Maximum  erreicht  hat,  vermclirt. 
Ist  aber  die  Maschine  in  ihren  permanenten  Zustand  gekommen, 
so  haben  die  Massen  ihrer  verschiedenen  Theile  keinen  £in- 
flufs  auf  ihre  Arbeit,  es  sey  denn  der  Eiuflurs  ihres  GeNvich- 
tes  auf  die  Reibungen. 

Ereignet  sich  während  der  Bewegung  der  Maschine  ein 
Stofs  zwischen  den  Theilen  selbst  oder  dieser  gegen  fremde 
Körper,  und  haben  die  Berührungspunkte  nach  dem  Stofse 
eine  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  in  der  auf  den  Ober- 
llächcn  senkrechten  Richtung,  so  findet  eine  Verminderung 
an  lebendiger  Kraft  in  dem  Systeme  statt;  trennen  sich  die 
Theile,  welche  sich  stiefsen,  in  Folge  ihrer  Elasticität,  so  ist 
noch  Verlust  an  lebendiger  Kraft  vorhanden,  wenn  diese  Theile 
nicht  völlig  elastisch  sind ,  und  wenn  sie  es  sind ,  so  findet, 
im  ersten  Theile  des.  Slofses,  ein  Verlust  au  lebendiger  Kraft 
statt,  und  alsdann  im  zweiten  Theile  eine  Vermehrung,  die 
diesem  Verluste  genau  gleich  ist  (§.  572).  Um  dalier  die  Ma- 
schine auf  ihren  permanenten  Zustand  zurückzuführen,  ohne 
dafs  in  der  Gröfsr  der  widerstehenden  Arbeit  eine  Verminde- 
rung statt  findet,  müssen  die  bewegenden  Kräfte  einen  neuen 
Aufwand  an  bewegender  Arbeit  maclien ,  der  demjenigen  ähn- 
lich ist,  welcher  im  Anfange  der  Bewegung  statt  hatte,  und 
der  Hälfte  der  bei  diesem  Stofse  verlorenen  lebendigen  Kraft 
gleich  ist.  Aus  diesem  Grunde  mufs  man  die  Stofse,  abgese- 
hen von  dem  Schaden,  den  sie  in  den  Maschinen,  hervorbrin« 
gen,  zur  Ersparung  der  bewegenden  Kräfte  vermeiden. 

687. 
Im  Allgemeinen  ist  die  widerstehende  Arbeit,  welche  von 
den  Reibungen  und  der  Wirkung  des  Mittels  herrührt,  eine 
beständig  wachsende  GrÖfse;  damit  auch  nützliche  Arbeit  vor- 
handen sey,  oder  blos  der  Gang  der  Maschine  erhallen  werde, 
ist  es  daher  erforderlich,  dafs  auch  die  Gröfse  der  bewegenden 
Arbeit  mit  der  Zeit  in  einem  Verhältnisse  wachse,  welches 
wenigstens  dem  des  Zuwachses  der  widerstehenden  Arbeit 
gleich  ist.  Hat  dies  nicht  stall,  so  ist  zuletzt  die  widerste- 
hende Arbeit  der  bewegenden  gleich.  In  diesem  Augenblicke 
ist    die    halbe  Summe   der  lebendigen  Kräfte  aller  Tunkte  des 
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Systems  gleich  NuU,  die  Geschwindigkeiten  aller  dieser  Puukte 
sind  Null  und  die  Maschine  steht  stille. 

Zu  den  Reibungen  und  den  Widerständen  der  IVlitlel, 
welche  diese  allmälidie  Erscliüpfung  der  lebendigen  Kraft  her- 
vorbringen ,  kann  man  noch  das  hinzufügen ,  dafs  die  Maschine 
einen  Theil  ihrer  Bewegung  den  Stützen  mittheilt,  welcher 
Tlieil  sich  alsdann  in  den  Boden,  auf  welchem  die  Maschine 
ruht,  verliert.  Dieser  Verlust  an  Bewegung  rührt  nicht  blos 
vom  Mangel  an  Festigkeit  der  Stützen  her,  sondern  hat  auch 
in  Folge  ihrer  Elasticität  statt,  wodurch  sich  die  Bewegung 
in  denselben  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  Schall,  fortpflanzen 
kann,  und  es  kann  sich  aus  dieser  Fortpflanzung  eine  Ver- 
minderung der  Geschwindigkeit  der  Theile  der  Maschine  er- 
geben, die  derjenigen  ähnlich  ist,  welche  durch  den  Wider- 
stand eines  Mittels  hervorgebracht  wird.  Ich  habe  ein  Beispiel 
dieser  besonderen  Wirkung  bei  der  Bewegung  eines  Pendels 
gegeben,  welches  am  Endpunkte  eines  elastischen  horizontalen 
Stabes  von  unbestimmter  Länge  aufgehängt  ist  '*')• 

Wenn  man  die  Wirkung  der  bewegenden  Kräfte  unter- 
drückt und  die  nützliche  Arbeit  der  Maschine  ebenfalls  auf- 
gehört hat,  so  geht  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte  in 
folgende  über 

wo  Smk^  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  Punkte 
des  Systems  in  diesem  Augenblicke,  2m v^  diese  Stimme  in 
einerfolgenden  Epoche  ist  und  f2!fNds  die  Arbeit  ausdrückt, 
welche  von  den  Reibungen ,  dem  Widerstände  des  Mittels  und 
dem  Verluste  der  Bewegung  durch  die  Stützen  herrührt,  die- 
ses letzte  Glied  wird  aber  bald  gleich  ^  Smk^y  die  lebendige 
'  Kraft  der  Maschine  ist  bald  vollständig  erschöpft,  und  die 
Maschine  hört  auf,  sich  zu  bewegen,  wie  dies  schon  in  §.  568 
gesagt  worden  ist. 

688. 
Wenn  ein  Mensch  sein   eigenes  Gewicht,   welches   ich  JT 
nenne,  auf  eine  verticale  Höhe  h  über  den  Ausgangspunkt  fort- 
bewegt,   so   ist    die   hieraus    entspringende    Gröfse    der  Arbeit 
gleich  Ilhf  nach  der  in  §,  683  gegebenen  Regel;  diese  Gröfse 
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>'!rnrde  aber  »ine  selir  unvollkommene  Vorslellung  der  notli* 
wendigen  Muskelanstrengung  und  der  ganzen  Kraft  geben, 
welche  dieser  Mensch  angewandt  hat.  Es  wäre  schwer,  ein 
genaues  Maafs  derselben  zn  erhalten,  man  kann  blos  zeigen, 
dafs  sie,  oft  um  sehr  Viel,  die  vorhergehende  Gröföe  über- 
treffen mufs^  welche  Null  wäre,  wenn  nlle  Höhe  h  Null  wäre, 
wiewohl  dabei  gewifs  eine,  bestimmte  mechanische  Arbeit  vor- 
kommt, die  dc^r  Bewegung  eines  Menschen  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  entspricht. 

Ich  setze  voraus,  dafs  der  Mensch,  bei  dieser  Bewegung, 
den  linken  Fufs  vor  den  rechten  setzt,  sein  Schwerpunkt  liegt 
alsdann  um  eine  Gröfse,  die  ich  durch  b  bezeichnen  werde, 
unter  seiner,  natürlichen  Lage.  Stützt  sich  der  Mensch  auf 
seinen  linken  Fufs,  und  benutzt  die  Reibung  dieses  Fufses 
gegen  den  Boden,  so  bringt  der  Mensch  seinen  rechten  Fufs 
in  das  Niveau  des  linken  zurück,  alsdann  geht  der  rechte 
Fufs  dem  linken  voraus  und  ruht  auf  dem  Boden,  was  einen 
ganzen  aus  zwei  Theilen  bestehenden  Schritt  ausmacht.  Im 
ersten  Theile  erhebt  der  Mensch  seinen  Schwerpunkt  um  die 
Höhe  e,  und  erzeugt  daher  eine  GrÖfse  der  Arbelt,  die  gleich 
Ile  ist,  zugleich  theilt  er  diesem  Punkte  eine  horizontale  Ge- 
schwindigkeit mit,  die  ich,  am  Ende  des  ersten  Halbschrittes, 
durch  a  bezeichne,  was  einer  anderen  Gröfse  der  Arbeit  ent- 

spricht,    die  der  halben    lebendigen  Kraft   J  gleich    ist, 

wenn   man    durch  g   die   Schwere    bezeichnet.      Man   müfste 

daher  zu  ^ ^®ni  Theil  der  halben  Sujnme  der  lebendigen 

Kraft  hinzufügen,  welcher  von  den  relativen  Geschwindigkei- 
ten aller  anderen  Punkte  des  Körpers  herrührt  (f.  569),  ich 
werde  sie  jedoch  bei  dieser  Schätzung,  die  nur  einen  unge- 
fähren Ueberblick  geben  kann,  vernachlässigen.  Ich  nehme 
auch  an,  dafs  der  zweite  Halbschritt  in  Folge  einer  am  Ende 
der  ersten  erlangten  Geschwindigkeit  und  des  Gewichtes  des 
Körpers,  welches  auf  die  Erde  zurückfällt,  statt  hat,  so  dafs 
der  Mensch,  vvährend  des  zweiten  Halbschritles ,  keine  An- 
strengung weiter  macht,  und  die  verticale  und  horizontale  Ge- 
schwindigkeit,  die  seinen  Schwerpunkt  am  Ende  des  ganzen 
Schrittes  noch  bewegt,    durch  den  Stofs  und  die  Pieibung  des 
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reclileii  Fiifses  gegen  den  Boden  aufgehoben  werden.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ist  die  Gröfse  der  Arbeit  des  Menschen, 
während  des  ganzen  Schrittes,    die  Summe 

IIb  +  i oder  77  (€  +  «), 

g 

wenn  man  a  die  zur  Geschwindigkeit  a  geliürende  Höhe  nennt, 
so  dafs  man  a^=:2ga  hat. 

Hieraus  folgt,  dafs  bei  einer  Anzahl  n  gleicher  und  ähn- 
licher Schritte  die  Grüfse  der  Arbeit  eines  Menschen  oder 
Thieres,  welche  eine  Last  tragen  und  auf  einem  horizontalen 
Wege  gehen ,  gleich  /z  AT  («  -{-  a)  ist ,  wenn  man  durch  K  ihr 
um  die  Last  vermehrtes  Gewicht  IJ  bezeichnet.  Ist  das  ganze 
Gewicht  yertical  um  die  Höhe  h  über  den  Ausgangspunkt  er- 
hoben worden,  so  mufs  man  Kh  zu  der  Gröfse  n  K  {e  ^  a) 
hinzu  setzen,  und  wenn  die  Last  auf  einem  Wege  gezogen 
wird,  wo  sie  eine  Reibung  erleidet,  die  man  durch  einen 
Theil  F  ihres  Gewichtes  bezeichnen  kann,  so  ergiebt  sich 
hieraus  eine  andre  Vermehrung  der  Arbeit,  die  gleich  Fl  ist, 
wenn  man  /  die  Lange  des  durchlaufenen  Weges  nennt. 

689. 

Bei  Berechnung  der  Wirkungen  der  sich  bewegenden 
Maschine  ist  es  oft  nützlich,  die  allen  Punkten  gemeinschaft- 
lichen und  die  besonderen  Geschwindigkeiten  der  verschiede- 
nen Punkte  zu  unterscheiden.  Zu  diesem  Ende  seycn  Xf  y,  z 
am  Ende  der  Zeit  /,  die  Coordinaten  eines  Punktes,  dessen  Masse . 
m  ist;    in    diesem  Augenblicke   sind   die  Seitengeschwindigkei- 

dx     dy     dz 
ten  seiner  absoluten  Geschwindigkeit   •^— ,    --f-i  -j— j  und  am 

dt      dt      dt 

Ende  der  Zeit  t  '^  dt  werden  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  x-\-dx^  y^^y^  Z'^^dz.  Man  kann  aber  die 
Bewegung,  die  das  System  während  der  Zeit  dt  hat,  in  eine 
fortschreitende  Bewegung  und  eine  allen  Punkten  gemeinschaft- 
liche Drehung  zerlegen,  bei  welcher  ihre  Abstände  unverän- 
derlich sind,  und  in  besondere  Bewegungen,  bei  welchen 
diese  Abstände  sich  auf  passende  Weise  ändern.  Ich  nenne 
rf'jc,  d'y^  d'z  die  Zuwächse  von  x,  y,  z,  die  von  der  ge- 
einschafilichen     Bewegung   herrühren,    und    d,x,   d,y,  d,z 
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diejenigen ,  welche  eich  aus  der  auf  fh  bezüglichen  Bewegung 
ergeben,   so  dafs  man 

dx  z=:  d'x'\'d,x ,     dy  ^=z  d* y -^^  d ,y  ^     dz  ziz  d'z'\' d,z 

hat.  Was  diesen  Punkt  m  betrifft^  so  nenne  ich  auch  u\  v'j 
w'  die  drei  Seitengeschwindigkeiten  der  genieinschadlichen 
Geschwindigkeit,  die  man  als  gegebene  Functionen  von  ty  Xy 
yy  z  ansieht,  und  welche 

,         d'x         ,         d'y  ,         d'z 

dt^  dt'  dt 

seyn  werden ;  die  seiner  besonderen  Geschwindigkeit  sind  auch 

-^,    -r--,    -^ — ,    und  man  hat 
dt'    dt'    dt  ' 

dx  _     ,.d,x       dy  _    ,    .d,y       dz  _      ,'d,z 

dt-''^lT'    dJ-'^'^dt'    di-'^^'dT 

für  die  Seilengesch windigkeiten  seiner  absoluten  Geschwindig« 
kcit,  und  wenn  man  differentiiert ,   so  ergiebt  sich  hieraus 

d^x   du'  dd,^x 

dt^   ~  Tt    "^  ^dJ^ 

d^y  dp'         dd,y        , 

57«  ~   "57  "**  ~dt^       (  (/) 

d^z  dw'         dd,z 

dt^  ~    'dT  "*"     dt^ 

für  die  beschleunigenden  Kräfte  dieses  Punktes  m  nach  den 
Coordinatenaxen ,  wo  die  angedeuteten  DilTereuliale  in  Bezie- 
hung auf  / ;  sowohl  mit  Rücksicht  auf  diese  Veränderliche ,  als 
•auch  aui  die  als  Functionen  von  t  betrachteten  Coordinaten 
X  y  y  y  z  genommen  werden. 

Mufs  dieser  Punkt  m  sich  auf  einer  Oberfläche  bewegen, 
die  fest  oder  beweglich  seyn  kann,  deren  Gestalt  aber  unver- 
änderlich ist,  so  mufs  er  beständige  in  Folge  seiner  absoluten 
Geschwindigkeit,  auf  dieser  Oberfläche  bleiben,  und  man  kann 
auch  annehmen,  dafs  er  beständig,  in  Folge  der  gemeinschaft- 
lichen Bewegung  des  Systems,  auf  derselben  bleibe.  Bezeich- 
net man  durch  i  =^o  die  Gleichung  der  Oberfläche,  so  ist 
L  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  von  m.  die  auf  be- 
\yegliche  Axen  bezogen  sind,  die  an  der  gemeinschaftlichen 
Bewegung  Theil  nehmen,  und  diese  Grofse  kann  in  eine  Func- 
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tion  der  Zeit  und  der  auf  feste  Axen  bezogenen  Coordinaten 
von  niy  d.h.  in  eine  Function  von  ty  x^yf  z  verwandelt 
werden.  Die  Gleichung  Lztlo  mufs  noch  bestehen  j  wenn 
man  diese  vier  Veränderlichen  durch  t'\^dty  X'\'  dx ^y  -\-  dy, 
z  '{'  dz  bei  der  absoluten  Bewegung  von  ni^  oder  durch 
^  -}-  rf^,  X'^d'xy  y  '\'d*y  ^  z  -j-  d* z  bei  der  gemeinschaft- 
lichen Bewegung  des  Systems  ersetzt.  Vernachlässigt  man  die 
unendlich  kleinen  Gröfsen  der  zweiten  Ordnung^  so  bat  man 
dalier  gleichzeitig 

-; h  -=—  id'x  +  d,x) 

dt    ^  dx  ^      ^        ^ 

"*"  dy    ^^'^  "^  ^'^^  ''"  JI  ^^'"^  "*"  ^'^^  ~  "" 

dL    ,  dL    ,,      ,    dL  -,       ,    dL    ,, 

dt    ^  dx            ^   dy  ^     ^    dz 

und   daher 

dlä  ,        ,     dL    ^       .    dlj 

_^d,x  +   —  rf,y  +  —  d,z  =  o.  ig) 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  die  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte,  die  von  den  besonderen  Geschwindigkeiten 
aller  Punkte  des  Systems  herrühren,  suchen,  und  sie  mit  der 
Summe  der  lebendigen  Kräfte,  die  sich  aus  ihren  absoluten 
Geschwindigkeiten  ergeben,  vergleichen. 

690. 

Zu  diesem  Zwecke  nehme  man  wieder  die  allgemeine 
Formel  des  f.  531  vor,  aus  welcher  die  Gleichung  (a)  des  f. 
680  abgeleitet  worden  ist,  und  bilde  aUmälich  die  Glieder  die- 
ser Formel,  die  sich  auf  die  verschiedenen  Arten  von  Kräften 
beziehen,  die  auf  das  betracl^itete  System  wirken  können. 

Mc^n  bezeichne  zuerst  durch  P  eine  der  äufseren  gegebe- 
nen  Kräfte,  wo  dp  die  Projection  der  Verrückung  ihres  An- 
griffspunktes  auf  ihre  Richtung  ist,  und  wenn  man  diese  Pro- 
jection als  eine  positive  oder  negative  Gröfse  ansieht,  je  nach- 
dem sie  auf  die  Richtung  von  P  selbst  oder  ihre  Verlängerung 
fällt,,  so  hat  man,  wie  in  (.681, 

m{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  Pdp 
für   den   Theil  der   angeführten  Formel ,   der  sich   aus  dieser 
Kraft   P   ergiebt. 
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Sey  auch  JR.  ^  die  Wechselwirkung  zweier  Punkte  des 
Systems,  deren  Massen  m  und  ni'  sind;  man  nenne  r  den 
Abstand  nini\  von  welchem  R  eine  gewisse  Function  ist. 
Sind  X,  jTf  Zy  x' y  y\  «'  die  Coordinaten  von  m  und  m\ 
so  hat  man 

r«  =  (*-*')*  +  Cy-/)*  +  («-«')». 

und  wenn  8r  die  Aenderung  von  r  ausdrückt ^  die  sich  aus 
iliren  Zuwächsen  Sx^  dy^  dt,  dx\  dy'f  dz'  ergiebt,  so  hat 
man  auch 

rdr  =  {x  —  x'){ßx — dx') 

^{y-y'){ßy  —  9y)  ^  {z^z){dz^dz). 

Die  an  den  Punkt  m  angebrachten  Seitenkräfte  der  Kraft 

R  sind 

(*  -x')R 
mX  :=   -±1  ^ —  , 

r 

mY  z=L  -^  ^ ^  ''     , 

r 

r 
und  die  derselben  an  den  Punkt  m'  angebrachten  Kräfte  sind 

m  X    :=z  zt: — » 

r 


m'Z'  ==   =t 


r 
(«'  —  z)R 


woraus  man  ' 

m{XSx  +  Ydy  +  ZSz) 

+  m'iX'dx'  +  Y'äy  +  Z'dz)  =  :iz  Rifr 
für  den  Theil  der  allgemeinen  Formel  findet,  der  sich  aus  der 
Kraft  R  ergiebt,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  statt  hat, 
je  nachdem  diese  Kraft  eine  abstofsende  oder  anziehende  ist. 
Mufs  der  Punkt  m  auf  einer  Oberfläche  bleiben,  deren 
Gleichung  im  vorhergehenden  §,  durch  L  zizo  bezeichnet  wor- 
den ist,  und  nennt  man  co  das  Element  dieser  Oberfläche,  wel- 
chem der  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  entspricht ,  und  €o  U 
den  Widerstand,  den  er  von  demselben  erleidet,  so  steht  diese 
Kraft  auf  der  gegenwärtigen  Lage  von  m  senkrecht;  man  hat 
daher  für  ihre  Seitenkräfte 


592 

'  dx  ily  uz 

yreau  man,  zur  Abkürzung, 

und  auch 

\dx  *     dy     '^     *     dz        J 

8etzt,  und  hieraus  folgt  taU du  für  das  Glied  der  allgemeinen 
Formel,  welches  von  dem  Widerslande  co  U  herrührt.  Der 
Factor  IJ  drückt  diesen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  belo- 
genen Widerstand  aus,  du  ist  die  Projection  der  Verrückung 
von  m  auf  die  Normale  des  Elementes  co;  sie  hat  ein  doppel- 
tes Zeichen,  wegen  der  Wurzelgröfse  /^,  und  man  betrachtet 
du  als  eine  positive  oder  negative  Gröfse,  je  nachdem  die 
Projeclion  der  Verrückung  von  rn  auf  die  Richtung  des  Wi- 
derslandes w  U  selbst,  oder  auf  seine  Verlängerung  fallt. 

Aufser  dem  normalen  Widerstände  der  Oberfläche,  auf 
welcher  der  Punkt  m  sich  bewegen  niufs,  erleidet  er  noch 
einen  -tangentialen  Widerstand ,  der  von  der  Reibung  gegen 
diese  Oberfläche  herrührt,  und  wenn  man  diese  Kraft  durcli 
ißF  und  durch  ds  die  Projeclion  der  Verrück  ung  des  mate- 
riellen Punktes  m  auf  seine  Trajectorie  bezeiclmet,  so  ergiebt 
sich  hieraus  wFdSy  für  das  entsprechende  Glied  der  Formel 
des  §.56i. 

Hiernach  kann  man  diese  Formel  auch  auf  folgende  Weise 

schreiben 

/d^x  ^       ,    d^y  .       ,    d^z  ^   \  ^ 

z=z  SPdp±:  2Rdr-\^2faUdu  —  2(oFds   ) 

wo  die  Summe  2  des  ersten  Theils  allen  Punkten  des  Systems 
entspricht,  und  die  erste  der  Summen  2  des  zweiten  Theils 
sich  auf  die  Punkte,  die  äufseren  bewegenden  Kräften  unter- 
worfen sind ,  die  zweite  auf  die  Wechselwirkungen  aller  Punkte 
des  Systems  paarweise  genommen ,  die  dritte  und  vierte  auf 
alle  Elemente  der  widerstehenden  und  reibenden  Oberflächen 
bezieht.  Wenn  daher  blos  die  einzige  Bedingung,  daf's  ein 
Theil   der  Punkte  des  Systems   auf  diesen  Oberflächen  bleiben 
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müssen^  vorliand€n  ist,  welche  die  Bewegungen  des  ganzeu 
Systems  Liüdert,  so  kann  man  nun  alle  diese  Punkte  als  völlig 
frei  betrachten,  und  jede  beliebige  Voraussetzung  über  die 
Aenderungen  ixy  dy y  Ja.  der  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  machen. 

691. 
Ich  nehme  suerst  an,    man  setze 

\Sx  =  dxy  Sy  z=:  dy,  dz  =  dz, 
so  dafs  die  Verrückung  eines  beliebigen  Punktes  ni  diejenige 
ist,  w^elche  wii'klich  wahrend  der  Zeit  dt  statt  hat.  Zu  glei- 
cher Zeit  hat  man  örzzzdr^  und  man  kann  dp^  8uj  ds  durch 
djXy  du,  ds  ersetzen,  welche  die  Projectionen  der  wirklichen 
Verrückung  des  Punktes  m  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  jP, 
mUy  nüF  darstellen.  Nennt  man  ^  die  Geschwindigkeit  eines 
beliebigen  Punktes  m,  und  bemerkt,  dafs  man 

hat,   so  wird  die  Gleichung  (Ji) 
id:2mt>^  =  2Pdp  ±z  :SRdr^ 2&iUdu— SwFds. 
Integriert  man ,  so  hat  mam  daher 

=  /SPdp±:f2Iidr+f2wüdu—fSwFd8 

wo  k  der  anfängliche  WertK  von  i^  ist,  und  die  Integrale  vom 
Anfangspunkte  der  Bewegung  an  genommen  werden. 

Das  Glied  fSPdp   enthält   den   Theil  der    bewegenden 

Arbeil,  der  dem  Gewichte  des  Systems  entspricht,   und  wenn 

man   dieses  Gewtohlf  II  und  ^  die  yerticale  Höhe  nennt,    von 

^welcher   der  Schwerpunkt  während   der  Zeit   t  herabgefallen 

ist,  so  ist  dieser  Theil  gleich  JTf. 

Bleiben  die  Abstände  der  Punkte  des  betrachteten  Sy- 
stems während  der  Bewegung  unveränderlich ,  so  hat  man 
dr  z=z  o  und  das  Glied  f2R.dr  verschwindet  aus  der  Glei- 
cliung  (Z).  Betrachtet  man  eine  Flüssigkeit,  so  enthält  dieses 
Glied  die  wechselseitigen  Anziehungen  oder  Abstofsungen  -die« 
ser  Punkte,  welche  sich  auf  grofse  Abstände  ausdehnen;  es 
enthält  auch  die  wechselseitigen  Wirkungen ,  di«  man  eigentlich 
Molecularkräfte  nennt  (^^^BS),  welche  sich  nur  auf  un-f 
mefsbare  Abstände  erstrecken  und  die  inneren  Drucke  hervor^ 
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bringen,  welche  man  bei  der  Bildung  der  Gleichung  (i)  im- 
beriicksichtigt  gelassen  hat.  Der  Werlh  dieses  Integtals/ 2Rd r 
hängt  von  der  Aenderung  der  Gestalt  und  den  Verdichtungen 
oder  Ausdehnungen  der  Flüssigkeit  während  ihrer  Bewegung 
ab,  und  für  sehr  kleine  Aenderungen  der  Dichtigkeit,  die  bei 
der  Flüssigkeit  statthaben,  kann  er  sich,  wegen  der  Molecu- 
larkräfte  und  der  daraus  entspringenden  Drucke  in  sehr  grofsen 
Verhältnissen  ändern  (f.  576). 

Die  in  den  zwei  letzten  Integralen  enthaltenen  Summen 
2<aVdu  und  2! laFda.  sind  selbst  doppelte  Integrale^  die  auf 
alle  Elemente  o)  der  widerstehenden  und  reibenden  Oberflächen 
ausgedehnt  sind.  Wenn  der  Theil  des  Systems,  der  eine 
Reibung  gegen  eine  der  Oberflächen  ausübt,  ein  fester  Körper 
ist ,  so  ist  die  Kraft  w  F  von  der  Geschwindigkeit  dieses  Kör- 
pers unabhängig,  und  für  jedes  Element  o)  dem  entsprechen- 
den Drucke  proportional ,  welcher  dem  Widerstände  id  V  gleich 
und  entgegengesetzt  idt.  Ist  dieser  reibende  Theil  des  Systems 
eine  Flüssigkeit,  so  hängt  die  Kraft  iaF  von  ihrer  relativen 
Geschwindigkeit  ab,  und  ist  von  dem  Drucke  unabhängig  (^. 
456).  Ist  die  Oberfläche,  zu.  der  die  Gleichung  Z»  =  o  ge- 
hört, unbeweglich,  so  ist  die  Projection  der  Verrückung  von 
in  auf  die  Normale  dieser  Oberfläche  Null,  weil  der  Punkt 
m  auf  dieser  Oberfläche  bleiben  mufs;  man  hat  daher  du  =  Oj 
wodurch  das  Integral  / 2(o  Udu  verschwindet,  und  wenn 
man  aufserdem  die  Reibung  vernachlässigt,  so  reduciert  sicli 
die  Gleichung  (?)  auf  die  gewöhnliche  Gleichung  der  lebendi- 
gen Kräfte. 

692. 
Man  setze  nun 

dx  =  d,x  f  <^K  =  dfj  9  i^  =  d,Zy 
so  dafs  die  Verrückungen  der  Punkte  des  Systems,  welche 
die  Gleichung  (Zt)  voraussetzt,  ihre  besonderen  Verrrückungen 
sind.  Man  bezeichne  durch  d,py  d,u,  d,8  die  Projectionen  der 
besonderen  Verrücknngen  der  Punkte,  an  welche  die  Kräfte 
P,  Z7,  F  angebracht  sind,  auf  ihre  Richtungen.  Die  Werlhe 
von  8p ^  du^  dsy  die  wir  anwenden,  welche  denen  von  ix^ 
^f}  ^^y  entsprechen,  sind  dfp,  d,n,  d^s.  Da  aufserdem 
die  anderen  Tbeile  d'x^d'y^  d'z  der  vollständigen  Differen- 
tiale  dx^  dy,  dz,  der  Voraussetzung  nach;  keinen  Einflufs 
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auf  die  wechselseitigen  Abstände  der  Punkte  des  Systems  ha- 
ben, so  geht  8r  in  das  Differential  dr  über,  wie  in  dem 
vorhergehenden  $•     Die  Gleichung  (Ji)  wird  daher  ' 

=  2Pd,p  dz  SRdr  +  l"«  £/•«?,«  —  SiaFd.s.  ) 

Nennt  man  P/  die  besondere  Geschwindigkeit  des  Fun  kies 

•   t       •  dfX  d.y  dfZ 

m,   deren  Seitengeschwindigkeiten  — ; — ,  -3-^j  -j—   sind,    so 

'  a^  cLt  dt 
hat  man 

und  wenn  man  differentiiert,  ' 

In  Folge  der  Gleichangen  (y)  hat  man  daher 
d^x    ,        ,    d^y  .       ,    d^z  , 

=  ^^''''  •^dr^''"^-dt^'^^'dr^'''' 

Setzt  man  aufserdem  d,x^  d,y^  d,z  in  den  Ausdruck 
von  du  des  {.690^  um  den  Werth  von  d,u  zu  erhalten,  so 
findet  man 

'''"=''(^'^''+^'''^'  +  ^'''0' 

welche  Gröfse,    in  Folge  der  Gleichung  {g)y    Null   ist.  '  Ver* 
mittelst  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  (k)  die  Gedtalt 

id:2mv,^  +  Sm(^-^d,x^^d,y^^d,z^ 

=  2Pd,p  d=,  SRdr  —  2a)Fd,s 
an,  und  wenn  man  integriert,   so  ergiebt  sich 
5 2mv,^  —  1 2mh,^ :=zf2Pd,p  db /2Rdr—f2uFd,8  "j 

wo  hf  der  anfängliche  Werth  von  Vf  ist  und  die  Integrale  vom 
Anfangspunkte  der  Bewegung  an  genommen  werden, 

38* 
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693. 
Diese  Gleichung  (/)  giebt  den  Zuwachs  an,   welchen  die 
kalbe   Summe    der   lebendigen    Kräfte,   während   der   Zeit   t, 

■ 

vermöge  der  besonderen  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  des 
Systems  erhält. 

Macht  man  sogleich  in  der  allgemeinen  Formel  des  §.  531 
die  Voraussetzung ,  die  uns  zur  Gleichung  (/)  geführt  hat,  d.h. 
setzt  man  in  derselben  d,Xy  diy^  d,z  statt  fxy  dy^  c^s,  so 
hat  man 

=  2m  {Xd,x  +  Yd,y  +  Zd,z), 
oder,  nach  dem  Torhergehenden, 
\d.mp,^ 

wo  sich  die  Summe  2  des  zweiten  Theils  auf  alle  Kräfte  er- 
slreckt,  die  auf  die  Punkte  des  Systems  wirken,  die  Kräfte 
ausgenommen,  welche  von  den  senkrechten  Widersländen  der 
festen  oder  beweglichen  Oberflächen  herrühren,  welche  ver- 
möge der  Werthe  von  dxj  dyy  dz  verschwinden.  Nennt 
man  aber  H  die  Kraft,  deren  drei  Seitenkräfte 

'»(^-^')-  -i^-'ir)-  -{^-'ir) 

sind,  und  djii  die  Projection  der  besonderen  Verrückung  iiires 
AngrifTspunktes  auf  ihre  Richtung,   so  hat  man 

-|-  m  fZ  —  ~ — j  d,z  :=  ztz  Hd,/if 

je  nachdem  diese  Projeclion  d^h  auf  die  Richtung  der  Kraft 
H  selbst  oder  ihre  Verlängerung  fällt.  Behält  man  daher  im 
ersten  Falle  II  und  d,h  bei,  und  braucht  im  zweiten  L  und 
d/l,  so  findet  mau  hieraus 

i2mv;^—  i2ml,^  =/2Hd,h  —  J2Ld,l, 
wo   sich  die  Summe  2Hd^h  auf  alle  bewegenden  Kräfte  des 
Systems,    und    die   Summe    2Ld,l   auf  alle  widerstehenden 
Kräfte  erstreckt. 


597 

Diese  letzt«  Gleichung  ist  nichts  anderes,  als  die  Gleichung 
^{l)  unter  anderer  Gestalt*  Vergleicht  man  sie  minder  Gleichung 
(ä)y  60  sieht  mau,  dafs  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  noch 
io  Beziehung  auf  die  besonderen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
des  Systems ,  wie  sie  in  §.  689  erklärt  worden  sind ,  statt  hat, 
sobald  rtiaa  nur  die  gegebenen  Kräfte  P  und  Q  durch  andere 
Kräfte  H  und  L  ersetzt,  die  von  den  ersten  und  der  gemein*  , 
scliafllichen  Bewegung  des  Systems  abhängen. 

Diesen  Lehrsatz  verdankt  manCoriolis.  Er  kann  bei  vie- 
len Fragen,  die  diesem  Lehrbuche  der  theoretischen  Mechanik 
fremd  sind ,  mit  Nutzen  gebraucht  werden ;  wir  verweisen  in 
dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  über  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  bei  den  besonderen  Bewegungen  der  Ma- 
schinen *). 

694, 
Das  Glied  J  2Rdr,  welches  von  den  Molecularkräften 
herrührt,  ist  in  den  zwei  Gleichungen  (i)  und  (/)  dasselbe; 
am  häufigsten  ist  auch  das  Glied,  welches  den  Reibungen 
entspricht,  bei  der  absoluten  und  relativen  Bewegung  des  Sy- 
stems dasselbe,  und  ändert  sich  daher  nichts  wenn  man  von 
einer 'Gleichung  zur  ajpderen  übergeht. 

Zieht  man  alsdann  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der 
<   ersten  ab,   so  hat  man 

Reducieren  sich  die  Kräfte  P  auf  die  Gewichte  der  ver- 
schiedenen Theile  des  Systems,  nennt  man  77  das  ganze  Ge- 
wiclit  und  f'  die  verticale  Höhe,  welche  sein  Schwerpunkt, 
während  der  Zeit  ^,  bei  der  allen  Punkten  gemeinschaftlichen 
Bewegung  beschreibt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  man  auch 

f2Pidp-d,p)  =  m'    . 

hat. 

Ist  aufserdem  liur  eine  yvid  ersteh  ende  Oberfläche  vorhan- 
den, und  ist  dies  z.B.  eine  Ebene,  die  sich  parallel  mit  sich 
selbst  bewegt,  so  kann  man,  für  die  gemeinschaftliche  Bewe- 
gung des  Systems,   die  gegebene  Bewegung  dieser  Ebene  neh- 


*)  Journal  de  TEjcole  Polyteclinique.  call.  21. 
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mc^n  y  deiio  «ie  leistet  den  beiden  Bedingungen  des  $•  6S9  Ge- 
nüge, sie  ändert  die  wechselseitigen  Abstände  der  Punkte  des 
Systems  nicLt,  und  hindert  auch  die  Punkte  ^  welche  diese 
bewegliche  Ebene  berühren,  nichts  auf  ihrer  Oberfläche  zu 
bleiben.  Aufserdem  ist  es  einleuchtend,  dafs  diese  Bewegung 
da  sie  ^uf  der  beweglichen  Ebene  senkrecht  steht,  keinen  Ein- 
flufs  auf  die  besonderen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  ausübt^ 
die  über  diese  Ebene  gleiten,  ebensowenig  wie  auf  die  Linien, 
die  sie  auf  derselben  beschreiben^  Hieraus  foljgt ,  dafs  die  von 
der  Reibung  gegen  diese  Ebene  herrjährende  widerstehende 
Arbeit,  bei  der  absoluten  und  relativen  Bewegung  dieselbe  ist, 
wie  es  die  Gleichung  (w)  voraussetzt. 

Um  diese  Gleichung  noch  zu  vereinfachen,  nehme  ich  an, 
dafs  die  Bewegung  der  widerstehenden  Ebene  gleichförmig  ist, 
so  dafs  alle'  ihre  Punkte  Linien  beschreiben,  die  auf  ihrer 
anfanglichen  Lage  senkrecht  stehen,  und  zwar  mit  einer  ge- 
nieinschafllichen  Geschwindigkeit ,  die,  durch  irgend /ein  Mittel, 
unveränderlich  und  von  der  Wirkung  des  Systems  auf  diese 
Ebene  unabhängig  gemacht  wird.  Die  Seitengescliwindigkeiten 
u  ,  v' y  w'  sind  daher  constant,  und  man  hat 

^         /'du  dv'  dw     ,     \ 

Bezeichnet  man  diese  Geschwindigkeit  durch  a,  und  durch 

«  den  Winkel,  den  ihre  Richtung  mit  der  der  Schwere  macht, 

so  hat  man  auch  , 

-  Q    -zz  at  cos  a* 

Sey  aufserdem  Q  der  Druck,  der  am  Ende  der  Zeit  t  auf 
die  ganze  Oberfiäche  der  gegebenen  Ebene  und  im  Sinne  der 
Geschwindigkeit  a  ausgeübt  wird.  Die  widerstehende  Arbeit, 
welche  dieser  Kraft,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  ihrer  Rieh- 
tung  genommen  wird,  d.h.  dem  Widerstände  der  Ebene,  ent- 
spricht, ist,  während  der  Dauer  der  Zeit  ^,  — /'Qarf^,  wenn 
man  annimmt,  dafs  das  Integral  mit  dieser  Veränderlichen 
verschwindet.  Setzt  man  den  Factor  a  ^ufserhalb  des  Inte- 
grationszeichens, so   hat  man  daher 

JSfüUdu  =  —  afQdt 
als  Werth  des  letzten  Gliedes  der  Gleichung  (w),  welche 
I  2m{h^—h,^)  —  l2rn{y^—P,^)^natco%a=afQdt  (/i) 
wird. 
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Die  Gescliifvuicligkeit  y,  ist  die  Mittelkraft  von  p  und  der 
Gescliwindigkeit  a,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  ilirer  Rich- 
tung genoitimen  wird,  gleich.  Bezeichnet  man  daher  durch  « 
den  Winkel ,  welchen  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  p  mit 
der  von  a  macht,  so  hat  man 

und   wenn   man    durch    d  den  anfänglichen  Werth  von  b  be- 
zeichnet^ so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

i,2  _  /.2_2aicostf  +  a2^ 

woraus  sich 

J27w(i2  — i,2)  =  a2mi  cos*— Ja22/n 

i2w  iy^  —  v,^)  =  aSmp  co8€  —  ia^2m 
ergiebt,  wodurch  die  Gleichung  {n)  in  folgende 

2mh  cosrf  —  2mi^cos  e-jr  ^^  ^^^  ^  ^^  SQ^^        (o) 
übergeht,   nachdem  man  den  allen  Gliedern  gemeinschafUichen 
Factor  a  weggelassen  hat. 

Die  Summen  2ml  cos  S  und  Smpcose  drücken,  am 
Anfange  und  Ende  der  Zeit  f,  die  Gl'öfsen  der  Bewegung 
aller  Punkte  des  Systems,  in  der  auf  der  gegebenen  Ebene 
senkrechten  Richtung,  aus.  Das  Produkt  Htcosa  ist  die 
Grüfse  der  Bewegung,  welche  das  Gewicht  II  des  Sy^ems, 
nach  derselben  Richtung,  während  der  Zeit  t^  hervorbringt,, 
und  das  Integral  JQ dt  ist  die  Grüfse  der  Bewegung,  welche 
während  dieser  Zeit,  durch  den  Widerstand  der  gegebenen 
Ebene  aufgehoben  wird.  Es  ist  aber  einleuchtend,  dafs  diese 
letzlere  Grüfse  dem  Ueberschusse  der  ersten  Summe  über  die 
zweite,  vermehrt  um  die  Grüfse  II t  cos  a,  gleich  seyn  mufs^ 
so  dafs  die  vorhergehende  Gleichung,  welche  diese  Gleichheit 
ausdrückt,  als  eine  Bestätigung  unserer  Analyse  angesehen 
werden  kann. 

695. 
Wenn  die  Geschwindigkeit  Ja  eines  jeden  Punktes  des 
Systems  plötzlich  in  die  Geschwindigkeit  p  übergeht ,  so  _  ist 
die  Wirkung  des  Systems  auf  die  gegebene  Ebene  ein  Stofs. 
Während  seiner  sehr  kurzen  Dauer  kann  man  die  Wirkung 
Ut  cos  a  der  Schwere  vernachlässigen ,  und  die  durch  die 
Ebene  aufgehobene  Grüfse  der  Bewegung  wird  der  Ueberschuü» 
von  Smk  cosc^  über  2mp  cos  f  seyn. 
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l6t  das  System  ein  fester  Körper,  der  über  der  Ebene 
liegt,  und  nach  dem  Slofse  auf  der  Ebene  liegen  bleibt,  so  ist 
die  Seitengescb windigkeit  v  cos  e  der  Geschwindigkeit  v  in 
diesem  Augenblicke  für  alle  Funkte  des  Körpers  dieselbe  und 
der  Coustanten  a  gleich.  DilTerentiiert  man  die  Gleichung  (o) 
in  Beziehung  auf  ty    so  hat  mau  daher 

J7  cos  a  =  Q, 
und  da  die  Geschwindigkeit  der  Ebene,  nach  der  Voraussetzung, 
^unveränderlich  ist,  so  muCs  ihr  Widerstand  sogleich  die  Be- 
schleunigungen der  Schwere  auHieben ,  die  senkrecht  auf  ihre 
Oberfläche  statt  hätten.  Diese  Kraft  mufs  daher  der  Seiten- 
kraft des  Gewichtes  i7,  nach  dieser  Richtung,  gleich  und  ent- 
gegengesetzt  und  der  Druck  O  dieser  Seitenkraft  gleich  seyn» 

Man  bemerke,  dafs,  wenn  der  Winkel  u  stumpf  ist,  der 
vorhergebende  Werlh  von  Q  das  Minuszeichen  hat.  Man  hat 
aber  früher  angenommen ,  dafs  der  auf  diese  Ebene  ausgeübte 
Druck  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  a  gerichtet  sey;  hätte 
das  Entgegengesetzte  statt,  so  müfste  man  in  allen  vorhergehen- 
den Gleichungen  das  Zeichen  Q  ändern.  Der  Druck  Q  wird 
aber  wirklich  in  dem  der  Geschwindigkeit  a  entgegengesetzten 
Sinne  ausgeübt,  wenn  der  Winkel  a  stumpf  ist,  der  Werth 
von  Q  ist  daher  alsdann  —  JZ  cos  a,  oder,  mit  anderen 
Worten , .  dieser  Werth  ist  immer ,  ohne  Rücksicht  auf  das 
Zeichen,  H  cos  a* 

6Ö6. 

Die  an  und  für  sich  «selbst  schon  einleuchtende  Gleichung 
(o)  kann  dazu  dienen,  den  Druck  einer  Flüssigkeit  zu  bestim- 
men, die  sich  auf  der  Ebene  j4B  (Fig.  57)  bewegt,  die  die 
Geschwindigkeit  a  senkrecht  auf  diese  Ebene  hat,  und  deren 
Richtung  mit  der  der  Schwere  den  Winkel  a  einschliefst. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten ,  nehme  man  an, 
die  Flüssigkeit  komme  aus  einer  horizontalen  Oeffnung  eines 
Gefäfses  und  bilde  unter  der  Zusammenziehung  des  Strahls 
(f.  676)  einen  verticalen  Cylinder,  dessen  Punkte  eine  gemein- 
schaftliche und  verticale  Geschwindigkeit  haben,  die  wir  durch 
y  bezeichnen.  Man  nehme  auch  an,  das  Niveau  der  Flüssig- 
keit werde  auf  einer  beständigen  Höhe  im  Gefäfse  ei*halten, 
wodurch  die  Geschwindigkeit  y  vor  der  Zeit  unabhängig  ist. 
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Bis  zu  einem  horizontalen  ScliniUe  CD,  der  in  einem 
kleinen  Abstände  über  der  Ebene  AB  gemacht  wird,  behält 
der  Strahl  seine  cylindriscbe  Gestalt  und  seine  Geschwindigkeit 
y\  er  dehnt  sicli  alsdann  über  diese  Ebene  aus  und  tritt  zu- 
letzt über  dieselbe  hinaus.  Am  Ende  einer  gewissen  Zeit 
kommt  die  Flüssigkeit  in  einen  dauernden  Zustand^  in  wel- 
chem die  Geschwindigkeit  jedes  Theilchens  nur  von  dem  Orte, 
den  es  einnimmt»  abhängt ^  und  wo  alsdann  auch  der  Druck 
in  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  Aß  von  der  Zeit  un- 
abhängig ist.  In  diesem  Zustande  soll  der  ganze  auf  die  Ober«* 
fläche  der  Ebene  ausgeübte  Druck  Q  bestimmt  werden. 

Der  von  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  herrührende  Druck 
ist  ^ie  Seitenkraft  dieses  Gewichtes  ^  senkrecht  auf  AB  y  wenn 
man  den  Theil  dieses  Gewichtes,  welcher  durch  die  Wände 
des  Gefafses,  aus  welchem  die  Flüssigkeit  sich  ergiefst,  getra- 
gen wird,  abzieht.  Da  man  diesen  immer,  bei  jedem  beson- 
deren Falle,  berücksichtigen  kann,  so  werden  wir  ihn  hier 
unbeachtet  lassen,  und  daher ,  in  der  Gleichung  (o),  77  =:  o 
setzen.  Es  ist  einleuchtend,  dafs  man  auch,  in  den  Summen 
2mkcosS  und  2/ni^coS£,  die  Theilchen  der  Flüssigkeit, 
die  über  CD  liegen ,  unberücksichtigt  lassen  kann ,  weil  sie 
immer  dieselbe  Geschwindigkeit  behalten ,  wodurch  der  Unter- 
schied dieser  zwei  Summen  verschwindet.  Ist  endlich  der 
Durchmesser  des  flüssigen  Strahls  sehr  klein,  so  ist  auch  die 
Dicke  der  flüssigen  Schichte^  in  einem  kleineu  Abstände  von 
der  Axe  des  Strahls,  sehr  klein.  In  diesem  Abstände .  sind 
die  besonderen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  der  Schichte 
beinahe,  in  der  ganzen  Dicke  der  Schichte,  der  Ebene  AB 
parallel,  oder^  was  dasselbe  ist,  ihre  auf  dieser  Ebene  senk- 
rechten Seitengeschwindigkeiten  sind  gleich  a.  Aufserdem  ist 
dieser  zwischen  AB  und  CD  enthaltene  Tkeil  der  Flüssigkeit 
^iel  beträchtlicher,  als  der  /  benachbarte  Theil  der  Axe  des 
Strahls,  wenn  die  Oberfläche  der  Ebene  AB  im  Verhältnifs 
zum  Schnitte  CD  sehr  grofs  ist«  Man  kann  alsdann,  ohne 
merkliche  Fehler ,  a  für  die  Seitengeschwiudigkeit  v  cos  «  der 
Geschwindigkeit  u  eines  jeden  Punktes  der  zwischen  AB  und 
CD  enthaltenen  Flüssigkeit  nehmen. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  CD*  ein  anderer  Schnitt  des 
Wasserstrahls;   der  über  CD  und  zwar  so  gemacht  isT,  dafs 


^* 
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das  zwischen  CD  und  (TD'  entliallene  Volumen  dem  zwi- 
sclien  ^B  und  CD  enthaltenen  Volumen  der  Flüssigkeit  gleich 
ist.  Man  nenne  S'  die  Zeit,  welche  das  erste  Volumen  der 
Flüssigkeit  hraucht,  um  durch  den  Schnitt  CD  zu  gehen ,  und 
sich  in  das  zweite  Volumen  zu  verwandeln.  Man  nehme  an, 
dafs  die  Summen  Smk cosd  und  2m (^  cos«  der  Gleichung  (o), 
die  auf  alle  Punkte  des  zweiten  Volumens  ausgcdelint  werden 
müssen,  sich  auf  den  Anfang  und  das  Ende  der  Zeit  ^^  beziehen. 
Im  Anfange  lagen  alle  diese  Punkte  über  CD,  und  hatten  da- 
her eine  Geschwindigkeit  y^  die  einen  Winkel  a  mit  der 
Geschwindigkeit  a  einschlofs.  Für  einen  beliebigen  Punkt  m 
hat  man  daher 

i  zz:  y ,     ^  =  a,     i  cos  d  zu  y  cos  a* 
Am  Ende  der  Zeit  &  hat  man,  wie  so  eben  gesagt  wurde,, 

V  cos  s  "=1  a 
ftir  einen   beliebigen  Punkt  m  der  Flüssigkeit,    die   zwischen 
j4B   und  CD    enthalten   ist.     Nennt    mau  daher  /«  die  Masse 
dieser  Flüssigkeit,  so  ergiebt  sich  hieraus 

^mh  co8<y  —  'StTTip  cos  ff  z=  in(y  cosa  —  «)• 

Da  aufserdem  der  Druck  Q  constant  ist,  so  ist  das  In- 
tegral/*Qc?^  dem  Produkte  Q&,  für  die  Dauer  der  Zeit  -^, 
gleich.     Vermöge  der  Gleichung  (o)  hat  man  daher 

/*  (/  cos  a  -^  a)  =  Q  ^. 

Sey  n  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Zeit  &  in 
einer  beliebigen  Zeit  t  enthalten  ist;  /2/»  wird  die  Masse  der 
Flüssigkeit  seyn,  die,  während  der  Zeit  t,  durch  den  Schnitt 
CD  geht.  Diese  Masse  ist  aber  auch  Qcyty  wenn  man  q 
die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  c  die  Fläche  des  Schnittes 
CD  nennt,  und  bemerkt,  dafs  y  die  constante  Geschwindig- 
keit des  Durchflusses  der  Flüssigkeit  durch  diesen  Schnitt  ist. 
Man  hat  daher 

multiplicieit  man»  die  vorhergehende  Gleichung  durch  «,  sub- 
stituiert in  derselben  diesen  Werth  von  n  fjt  und  lalst  alsdann 
den  allen  Gliedern   gemeinschaftlichen  Factor   t  weg,    so   hat 

man  zuletzt 

Q  =  Qcy  {ycoha — a) 

als  Weplh  des  Druckes,  der  bestimmt  werden  sollte. 
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Man  mufs  sich  erinnern,  dafs  in  dieser  Formel  der  Win- 
kel a  als  spitz  vorausgesetzt  worden  ist;  ist  er  stumpf,  so 
mufs  man,  wie  früher  gesagt  wurde,  das  Zei^chen  von  Q  än- 
dern, so  dafs  mau  alsdann 

Q  =  Qcy  (y  cos  «-[-«) 
hat. 

Diese  zwei  Ausdrücke  für  Q  setzen  auch  voraus,  dafs  die 
Ebene  ^B  völlig  von  dem  über  ihre  Oberfläche  ausgedehnten 
Wasserstrahle  bedeckt  ist,  was  erfordert,  dafs  a  kein  rechter 
Winkel  ist  und  sich  im  Allgemeinen  merklich  von  90®  entfernt. 
Ist  die  Bewegung  der  Ebene  vertical ,  so  hat  man  a  =  o  oder 
a  =  180^  und  daher 

Q  =  Qcy(y  =pa), 
wo  das  obere  Zeichen  statt  hat,  wenn  sich  die  Ebene  im 
Sinne  der  Schwere  bewegt,  das  untere  Zeichen  dagegen  im 
entgegengesetzten  Falle.  Hat  man  a  =z  Oy  und  ist  y  die  ziaf 
Höhe  Ä  gehörende  Geschwindigkeit,  und  g  die  Schwere,  so 
hat  man 

Q  =  2gQchj 

so   dafs    der  Druck  Q ,   in  diesem  Falle ,    das  Gewicht  eine« 
Theils  des  cylindrischen  Straliles  ist,  dessen  Länge  gleich  h  ist. 


Gottingen,    gedruckt  io  der  Dietericirsclien  Univ.-Bachdruck<;rei. 
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